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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñåìèíàðñêèõ
çàíÿòèé ïî òðåì îáùèì êóðñàì, ÷èòàåìûì äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà è ôàêóëüòåòà íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïå-
öèàëüíîñòè �Ðàäèîôèçèêà è ýëåêòðîíèêà�: �Îñíîâû ðàäèîýëåêòðîíèêè�,
�Òåîðèÿ êîëåáàíèé� è �Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèîôèçèêà� è ñîñòîèò èç òðåõ
÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äåòåðìèíèðîâàííûå ñèã-
íàëû è èõ ïðåîáðàçîâàíèå â äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåìàõ. Â òðåòüåé ÷à-
ñòè ïîñîáèÿ �Ñòàòèñòè÷åêàÿ ðàäèîôèçèêà� � îñíîâû òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ñèãíàëîâ è èõ ïðåîáàçîâàíèÿ â ðàäèîñèñòåìàõ.

Êàæäàÿ èç òðåõ ÷àñòåé ñîäåðæèò ââåäåíèå, äâà-òðè ðàçäåëà, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îñíîâíûì ðàçäåëàì êóðñà, è ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Ðàçäåëû
ïðåäâàðÿþò êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ è ñîäåðæàò îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷. Îäíàêî ñòó-
äåíòàì ñëåäóåò ïîìíèòü. ÷òî äàííîå êðàòêîå èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêèõ
îñíîâ íå èñ÷åðïûâàåò ñîäåðæàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ êóðñà è
íå ìîæåò çàìåíèòü ëåêöèé. Îñíîâíóþ ÷àñòü ðàçäåëîâ ñîñòàâëÿþò çàäà-
÷è, ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷. Â êîíöå êàæäîé
÷àñòè ïðèâîäÿòñÿ îòâåòû ê áîëüøèíñòâó çàäà÷.

Ñòóäåíòàì ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê íàèáîëåå ïîëíîìó è ÿñíîìó îñâîåíèþ
ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ è èõ òåîðåòè÷åñêîìó îáîñ-
íîâàíèþ. Îñíîâíàÿ ôîðìà èçó÷åíèÿ êóðñîâ ëåêöèé � ñàìîñòîÿòåëüíàÿ
ðàáîòà íàä ó÷åáíûì ìàòåðèàëîì. Ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü â ýòîé ðàáî-
òå ìîæåò îêàçàòü ðåøåíèå çàäà÷ è èçó÷åíèå ëèòåðàòóðû, ïðèâåäåííîé â
êîíöå êàæäîé ÷àñòè.

Çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííûå â ïîñîáèè, â òå÷åíèå ðÿäà ëåò èñïîëüçîâà-
ëèñü íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ, ïðîâîäèìûõ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
è ôàêóëüòåòå íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ ÑÃÓ.

Àâòîðû âûðàæàþò ñâîþ ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîôåññîðó Â.Ñ. Àíèùåíêî
çà ïîëåçíûå ñîâåòû ïðè îáñóæäåíèè äàííîãî ïîñîáèÿ è ðÿä ñäåëàííûõ
çàìå÷àíèé.



×àñòü 1
ÎÑÍÎÂÛ
ÐÀÄÈÎÝËÅÊÒÐÎÍÈÊÈ

Ââåäåíèå

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ðàäèîýëåêòðîííûõ ñèñòåì ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàçëè÷-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèãíàëîâ. Ïðè ýòîì ñèãíàëû, à òàêæå ðåàëüíûå
ýëåìåíòû è óçëû çàìåíÿþòñÿ èäåàëèçèðîâàííûìè ìîäåëÿìè, äîïóñêàþ-
ùèìè òî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå. Èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé è ôèçè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, ëåæàùèõ â îñíîâå ðàçëè÷íûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò êóðñà �Îñíîâû ðàäèîýëåêòðîíèêè�. Ýòî
ïåðâûé òåîðåòè÷åñêèé êóðñ â öèêëå ðàäèîôèçè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ñòó-
äåíòîâ. Îí ôîðìèðóåò îñíîâíûå ðàäèîôèçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû.
Äëÿ óñïåøíîãî îñâîåíèÿ ðàäèîôèçè÷åñêèõ êóðñîâ ñòóäåíòó íåîáõîäèìî
ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ðàäèîñèãíàëîâ è ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ
â ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàõ ðàäèîñèñòåì. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ â ýòîé ÷àñòè
ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ñãðóïïèðîâàíû â òðè ðàçäåëà:

1.1. Ðàäèîòåõíè÷åñêèå ñèãíàëû è èõ ìîäåëè.
1.2. Ëèíåéíûå ðàäèîýëåêòðîííûå ñèñòåìû.
1.3. Íåëèíåéíûå ðàäèîýëåêòðîííûå ñèñòåìû.
Â çàäà÷àõ ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äåòåðìèíèðîâàííûå

ñèãíàëû. Â ïåðâîì ðàçäåëå âû÷èñëÿþòñÿ ñïåêòðû ïåðèîäè÷åñêèõ è ìîäó-
ëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ, èìïóëüñîâ ðàçëè÷íîé ôîðìû, à òàêæå ëàïëàñîâ-
ñêèå èçîáðàæåíèÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé. Âî âòîðîì ðàçäåëå àíàëèçèðóþò-
ñÿ ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ïðè ïðîõîæäåíèè äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ
÷åðåç ëèíåéíûå öåïè, èíåðöèàëüíûå, êîëåáàòåëüíûå è ðàñïðåäåëåííûå
ñèñòåìû. Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèãíàëû â íåëèíåéíûõ ñè-
ñòåìàõ. Àíàëèçèðóþòñÿ ìîäåëè óìíîæèòåëåé ÷àñòîòû, ìîäóëÿòîðîâ è
àìïëèòóäíûõ äåòåêòîðîâ. ×àñòü çàäà÷ ïîñâÿùåíà ðàñ÷åòó ñõåì íà îïå-
ðàöèîííûõ óñèëèòåëÿõ, àíàëèçó àâòîãåíåðàòîðîâ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñè-
ñòåì.
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1.1 Ðàäèîòåõíè÷åñêèå ñèãíàëû
è èõ ñïåêòðû

1.1.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
Ðàäèîòåõíè÷åñêèå ñèãíàëû îáû÷íî ðàçäåëÿþò íà äåòåðìèíèðîâàí-

íûå (îò ëàò. determino � îïðåäåëÿþ) è ñëó÷àéíûå. Äåòåðìèíèðîâàííûå
êîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü ïåðèîäè÷åñêèìè, êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè, íåïåðèî-
äè÷åñêèìè (ïåðåõîäíûìè), èìïóëüñíûìè èëè õàîòè÷åñêèìè.

Ïåðèîäè÷åñêèìè íàçûâàþò êîëåáàíèÿ, ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
ïîâòîðÿþòñÿ ÷åðåç èíòåðâàë T , íàçûâàåìûé ïåðèîäîì:

x(t + T ) ≡ x(t), −∞ < t < ∞. (1.1)
Ïðîñòåéøèì âèäîì ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ. Áîëåå ñëîæíûå ñèãíàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàëîæåíèå ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò è ìîãóò áûòü ïåðèîäè÷åñêèìè
èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè:

x(t) = f(ω1t, ω2t, ω3t, . . . , ωN t). (1.2)
Ó ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé îòíîøåíèå ëþáûõ ÷àñòîò ãàðìîíè÷åñêèõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì: ωi/ωj = m/n, ãäå m è n �
öåëûå ÷èñëà, ó êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé îòíîøåíèå õîòÿ áû îäíîé
ïàðû ÷àñòîò ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.

Ýëåêòðè÷åñêèì èìïóëüñîì íàçûâàåòñÿ ñèãíàë, ñóùåñòâóþùèé â òå-
÷åíèå êîíå÷íîãî (êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî êîðîòêîãî) èíòåðâàëà âðå-
ìåíè τ , íàçûâàåìîãî äëèòåëüíîñòüþ, è îáëàäàþùèé íóëåâîé èëè ïðå-
íåáðåæèìî ìàëîé àìïëèòóäîé çà åãî ïðåäåëàìè. Èìïóëüñû ìîãóò áûòü
îäèíî÷íûìè èëè îáðàçîâûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïåðèîäè÷åñêèå èëè
íåïåðèîäè÷åñêèå). Â ðàäèîýëåêòðîíèêå ðàçëè÷àþò äâà îñíîâíûõ êëàññà
èìïóëüñíûõ ïðîöåññîâ: âèäåîèìïóëüñû è ðàäèîèìïóëüñû.

Ðàäèîèìïóëüñàìè íàçûâàþòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûå èëè ñâåðõâûñîêî÷à-
ñòîòíûå (ÑÂ×) êîëåáàíèÿ, îãèáàþùèå êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó
âèäåîèìïóëüñîâ, ò.å. äëÿ ðàäèîèìïóëüñîâ xðàä(t) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü:

xðàä(t) = xâèä(t) · cos ω0t, (1.3)
ãäå xâèä(t) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âèäåîèìïóëüñ; ω0 � êðóãîâàÿ ÷àñòî-
òà íåñóùåãî âûñîêî÷àñòîòíîãî êîëåáàíèÿ.

Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëîâ
Ïðåäñòàâëåíèå ñëîæíûõ ñèãíàëîâ ñîâîêóïíîñòÿìè ãàðìîíè÷åñêèõ êî-

ëåáàíèé ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæå-
íèåì â áàçèñå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé èëè ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå,
à ñîâîêóïíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ñèãíàëà.
Ðÿä Ôóðüå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âåùåñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé ôîðìå
[1,2]. Êîìïëåêñíûé ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà èìååò âèä

x(t) =
∞∑

k=−∞
ĊkejkωIt, Ċk =

1

T

T/2∫

−T/2

x(t)e−jkωItdt, (1.4)
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ãäå k � ïîðÿäêîâûé íîìåð ãàðìîíèêè.
Ïðèìåðîì ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ìîæåò ñëóæèòü

ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ âèäåîèìïóëüñîâ.
Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ (ñ ïåðèîäîì T ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ

(ðèñ. 1.1) çàäàíà àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì:
x(t) =

{
E, nT − τ/2<t< nT +τ/2 (n− öåëîå ÷èñëî),
0, nT +τ/2<t<(n+1)T − τ/2, (1.5)

ãäå E � àìïëèòóäà; τ � äëèòåëüíîñòü èìïóëüñîâ.
6

-

-¾
-¾

x(t)

E

t
0

T
τ

Ðèñ. 1.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ

Ïîäñòàâëÿÿ x(t) â (4), ïîëó÷èì:

C0 = E
τ

T
, Ck =

1

T

τ/2∫

−τ/2

Ee−jkωItdt =
E

T
· e

−jkωIt

−jkωI

∣∣∣∣
τ/2

−τ/2
=

=
E

−jkωIT
(e−jkωIτ/2 − ejkωIτ/2) = E

τ

T
· sin kωIτ/2

kωIτ/2
, (1.6)

ãäå ωI = 2π/T � ÷àñòîòà îñíîâíîé (ïåðâîé) ãàðìîíèêè x(t).
Àìïëèòóäíûé è ôàçîâûé ñïåêòðû ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè èìïóëüñîâ, ò.å. çàâèñèìîñòè àìïëèòóä è ôàç Ċk îò ÷àñòîò ãàðìîíèê,
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.2,à è á ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ ó÷åòîì (1.6) ñèãíàë x(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà
Ôóðüå:

x(t) =
∞∑

k=−∞
E

τ

T
· sin kω1τ/2

kω1τ/2
ejkω1t = E

τ

T
+

∞∑

k=1

2E
τ

T
· sin kω1τ/2

kω1τ/2
cos kω1t =

=
E

q

(
1 + 2

∞∑

k=1

sin kπ/q

kπ/q
cos kω1t

)
, (1.7)

ãäå âåëè÷èíà q = T/τ õàðàêòåðèçóåò äëèòåëüíîñòü ïàóçû ìåæäó èì-
ïóëüñàìè è íàçûâàåòñÿ ñêâàæíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñïåêòðàëü-
íûå äèàãðàììû ðèñ. 1.2 ïîñòðîåíû äëÿ ñêâàæíîñòè 5).

Åñëè ôðîíò èìïóëüñà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì îòñ÷åòà âðåìåíè (ïóíêòèð-
íàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 1.1), òî

x(t) =

{
E, nT <t<nT +τ (n− öåëîå ÷èñëî),
0, nT +τ <t<(n+1)T,

(1.8)

Ck =
1

T

τ∫

0

Ee−jkωItdt =
E

T
· e

−jkωIt

−jkωI

∣∣∣∣
τ

0
=

E

−jkωIT
(e−jkωIτ − 1) =
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= E
τ

T
e−jkωIτ/2 sin kωIτ/2

kωIτ/2
, (1.9)

ò.å. ϕk = −kωIτ/2, à x(t) ïðèíèìàåò âèä

x(t) =
∞∑

k=−∞
E

τ

T
· sin kωIτ/2

kωIτ/2
ejk(ωIt−ωIτ/2) =

=
E

q

(
1 + 2

∞∑

k=1

sin kπ/q

kπ/q
cos (kωIt− kωIτ/2)

)
. (1.10)

–4π
τ

|Ċk|

–4π
τ

0–2π
T

2π
T

–2π
τ

2π
τ

4π
τ

–2π
τ

ω 0

ϕk

2π
τ

4π
τ

π

-π

x x x x x x x x x

2π
τ

4π
τ ω

à á

-

6

-

6

-

6

-

6

–4π
τ

|Ċk|

–4π
τ

0–2π
T

2π
T

–2π
τ

2π
τ

4π
τ

–2π
τ

ω 0

ϕk

2π
τ

4π
τ

π

-π

2π
τ

4π
τ ω

â ã

Ðèñ. 1.2. Êîìïëåêñíûå àìïëèòóäíûå è ôàçîâûå ñïåêòðû îñíîâíîé (à è á )
è çàäåðæàííîé (â è ã) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìïóëüñîâ

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäåðæêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ íà τ/2
àìïëèòóäíûé ñïåêòð íå èçìåíÿåòñÿ (ðèñ. 1.2,â), à òðàíñôîðìèðóåòñÿ
òîëüêî ôàçîâûé ñïåêòð (ðèñ. 1.2,ã).

×òîáû ïîëó÷èòü ñïåêòð íåïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà x(t), äîñòàòî÷íî
óñòðåìèòü ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ T ê áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà âîçíèêàþò ïðÿ-
ìîå è îáðàòíîå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå :

Ẋ(ω)=F[x(t)]=

∞∫

−∞
x(t)e−jωtdt, x(t)=F−1[Ẋ(ω)=

1

2π

∞∫

−∞
Ẋ(ω)ejωtdω.

(1.11)
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Ïàðà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîé, åñ-
ëè ïåðåéòè îò êðóãîâîé ÷àñòîòû ω ê ÷àñòîòå f = ω/2π. Òîãäà

Ẋ(f)=F[x(t)]=

∞∫

−∞
x(t)e−j2πftdt, x(t)=

∞∫

−∞
Ẋ(f)ej2πftdf. (1.12)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îñîáåííî âàæíû äâå òåîðåìû î ñïåêòðàõ [3�5].
1. Ïðè çàïàçäûâàíèè ñèãíàëà âî âðåìåíè íà ±t0 ìîäóëü åå ñïåêòðàëü-

íîé õàðàêòåðèñòèêè íå èçìåíÿåòñÿ, à ôàçîâûé ñäâèã âñåõ ãàðìîíèê óâå-
ëè÷èâàåòñÿ íà âåëè÷èíó ∓ωt0. Èëëþñòðàöèåé ýòîé òåîðåìû ìîãóò ñëó-
æèòü ôîðìóëû (1.6) è (1.9).

2. Ïðè óìíîæåíèè ñèãíàëà íà x(t), îáëàäàþùåãî ñïåêòðàëüíîé ïëîò-
íîñòüþ Ẋ(ω), íà e∓jω0t ïðîèñõîäèò ñäâèã ñïåêòðà ïî ÷àñòîòå íà âåëè÷è-
íó ω0. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû î
ñâåðòêå [3].

Ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëîâ â ðÿäû è èíòåãðàëû Ôóðüå òðåáóþò àáñîëþòíîé
èíòåãðèðóåìîñòè ïîñëåäíèõ. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ïðèõî-
äèòñÿ èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûå ôóíêöèè Äèðàêà [3] èëè ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà, â êîòîðîì âìåñòî ω ôèãóðèðóåò êîìïëåêñíàÿ ÷àñòîòà s=σ+jω.

Ïàðà ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà, ñâÿçûâàþùèõ ëàïëàñîâñêîå èçîáðàæå-
íèå F (s) è ôóíêöèþ f(t),

L[f(t)]=F (s)=

∫ ∞

0
f(t)e−stdt, f(t)=L−1[F (s)]=

1

2πj

σ+j∞∫

σ−j∞

F (s)estds, (1.13)

àíàëîãè÷íà ïàðå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Åñëè â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôó-
ðüå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îñè jω, òî â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëà-
ñà � íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âäîëü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ìíèìîé
îñè jω. L-èçîáðàæåíèÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ ôóíêöèé èìåþò ïðî-
ñòîé âèä, à âîññòàíîâëåíèå îðèãèíàëîâ ïî èçîáðàæåíèÿì â âèäå äðîáíî-
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé Õåâè-
ñàéäà [3].

Ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû
• Ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
ïàðàìåòðîâ íåñóùåãî êîëåáàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåäàâàåìûì ñî-
îáùåíèåì íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿöèåé.

Ãàðìîíè÷åñêîå íåñóùåå êîëåáàíèå
xíåñ(t) = Am cos (ω0t + ϕ0) (1.14)

èìååò òðè ïàðàìåòðà: àìïëèòóäó Am, êðóãîâóþ ÷àñòîòó ω0 è íà÷àëü-
íóþ ôàçó ϕ0. Óïðàâëÿÿ îäíèì èç íèõ, ìîæíî ïîëó÷èòü òðè âèäà ìîäó-
ëÿöèè: àìïëèòóäíóþ, ÷àñòîòíóþ èëè ôàçîâóþ (â äàëüíåéøåì èñïîëü-
çóþòñÿ ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ ÀÌ, ×Ì è ÔÌ).

Åñëè ïðè íåèçìåííûõ ω0 è ϕ0 àìïëèòóäà êîëåáàíèÿ (1.14) èçìåíÿåòñÿ
ïî çàêîíó

A(t) = Am + ∆A s(t), (1.15)
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ãäå s(t) � ïåðåäàâàåìîå ñîîáùåíèå, òî êîëåáàíèå íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäíî-
ìîäóëèðîâàííûì.

Êîãäà ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë s(t) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì (îäíîòî-
íàëüíûì) êîëåáàíèåì:

s(t) = As cos (Ωt + Φ0),
÷àñòîòà êîòîðîãî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ω ¿ ω0, òî ÀÌ-êîëåáàíèå
íàçûâàåòñÿ îäíîòîíàëüíûì, à åãî ìãíîâåííîå çíà÷åíèå îïèñûâàåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

xÀÌ(t) = Am (1 + m cos (Ωt + Φ0)) cos (ω0t + ϕ0), (1.16)
ãäå m=As/Am =(Amax − Amin)/(Amax + Amin). Òîãäà

xÀÌ(t) = Am cos (ω0t + ϕ0)+
mAm

2
cos [(ω0 − Ω)t + ϕ0 − Φ0]+

+
mAm

2
cos [(ω0 + Ω)t + ϕ0 + Φ0], (1.17)

ò.å. îäíîòîíàëüíîå ÀÌ-êîëåáàíèå ñîñòîèò èç òðåõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè è â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè-
÷åñêèì. Øèðèíà åãî ñïåêòðà ðàâíà óäâîåííîé ÷àñòîòå ìîäóëÿöèè.

Êîãäà ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë s(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêèì (ìíî-
ãîòîíàëüíûì) êîëåáàíèåì:

s(t) =
N∑

i=1

Ai cos (Ωit + Φi),

à â ñïåêòðå s(t) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòîò Ωi óïîðÿäî÷åíà òàê, ÷òî
Ω1 <Ω2 <. . .<ΩN (ðèñ. 1.3,à), òî ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ìíîãîòîíàëüíîãî
ÀÌ-êîëåáàíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

xÀÌ(t) = Am

(
1 +

N∑

i=1

mi cos (Ωit + Φi)

)
cos (ω0t + ϕ0), (1.18)

ãäå mi = Ai/Am � ïàðöèàëüíûå (÷àñòíûå) êîýôôèöèåíòû ìîäóëÿöèè,

0 Ω1 Ω2 Ω3 ΩN ω

A1

A2

A3
AN

Ai

ω0–Ω1 ω0 ω0+Ω1 ω

Am

m1Am

2
m1Am

2

m2Am

2
m2Am

2

ω0–ΩN ω0+ΩN

à á
mNAm

2
mNAm

2

-

6

-

6

Ðèñ. 1.3. Ñïåêòðû ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà (à) è
ìíîãîòîíàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà (á )

à ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ñèãíàëà íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû

xÀÌ(t) = Am cos (ω0t + ϕ0) +
N∑

i=1

miAm

2
cos [(ω0 − Ωi)t + ϕ0 − Φi] +

+
N∑

i=1

miAm

2
cos [(ω0 + Ωi)t + ϕ0 + Φi]. (1.19)
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Ñïåêòð ìíîãîòîíàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.3,á è ñî-
äåðæèò äâå ãðóïïû êîëåáàíèé ñ âåðõíèìè îò (ω0 + Ω1) äî (ω0 + ΩN) è
íèæíèìè îò (ω0−ΩN) äî (ω0−Ω1) áîêîâûìè ÷àñòîòàìè. Ïðè ýòîì ñòðóê-
òóðû ñïåêòðîâ âåðõíåé áîêîâîé ïîëîñû ÷àñòîò è ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà
èäåíòè÷íû, à ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû íèæíåé áîêîâîé ïîëîñû ÷àñòîò
ïîëó÷àþòñÿ ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè âåðõíåé áîêîâîé ïîëîñû îòíî-
ñèòåëüíî íåñóùåé. Ïîëíûé ñïåêòð ñîäåðæèò 2N + 1 ñîñòàâëÿþùèõ, à
åãî øèðèíà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû â ñïåêòðå
ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà è ðàâíà 2ΩN .

×àñòíûì ñëó÷àåì ìíîãîòîíàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ âûñîêî÷à-
ñòîòíîå êîëåáàíèå, ïðîìîäóëèðîâàííîå ïî àìïëèòóäå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ (ðèñ. 1.4).
xÀÌ(t) |Ai|

à á

0

Am
E

0–Ω Ω

t

–3Ω 3Ω–5Ω 5Ω

-

6

-

6

ω

-

6

-

6|X(ω)||X(ω)|

â ãm = 100% m = 50%

ω0 ω0 ωωω0–3Ω ω0+3Ω ω0–3Ω ω0+3Ω

Ðèñ. 1.4. Ìíîãîòîíàëüíûé ÀÌ-ñèãíàë ñ ïðÿìîóãîëüíîé îãèáàþùåé: à � âðåìåííàÿ
ðåàëèçàöèÿ ñèãíàëà; á � ñïåêòð îãèáàþùåé; â � ñïåêòð ÀÌ-ñèãíàëà ïðè m = 100%;

ã � ñïåêòð ÀÌ-ñèãíàëà ïðè m = 50%

Ïóñòü ñêâàæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè q = 2 è ìîäóëèðóþùåå íàïðÿ-
æåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîå íàïðÿæåíèå s(t), ñèììåòðè÷íîå îò-
íîñèòåëüíî îñè âðåìåíè, à àìïëèòóäà èìïóëüñîâ � â ðàçìàõ (óäâîåííóþ
àìïëèòóäó) íàïðÿæåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî C0 = 0 â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè
s(t) îòíîñèòåëüíî îñè âðåìåíè (ðèñ. 1.4,à), à êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû
âñåõ ÷åòíûõ ãàðìîíèê ðÿäà ïðè q = 2 îáðàùàþòñÿ â íóëü (ðèñ. 1.4,á ),
ïðåäñòàâèì ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ÀÌ-êîëåáàíèÿ â âèäå

xÀÌ(t) =

(
Am + 2E

∞∑
i=1

sin (2i + 1)π/2

(2i + 1)π/2
cos (2i + 1)Ωt

)
cos (ω0t + ϕ0) =

= Am

(
1 + 2m

∞∑
i=1

sin (2i + 1)π/2

(2i + 1)π/2
cos (2i + 1)Ωt

)
cos (ω0t + ϕ0), (1.20)

ãäå m = E/Am � êîýôôèöèåíò ìîäóëÿöèè; Ω � ÷àñòîòà îñíîâíîé ãàðìî-
íèêè s(t), à ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå xÀÌ(t) � â âèäå

xÀÌ(t) = Am cos (ω0t + ϕ0)+



1.1. Ðàäèîòåõíè÷åñêèå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðû 11

+mAm

∞∑
i=1

sin (2i + 1)π/2

(2i + 1)π/2
cos [(ω0 − (2i + 1)Ω)t + ϕ0]+

+mAm

∞∑
i=1

sin (2i + 1)π/2

(2i + 1)π/2
cos [(ω0 + (2i + 1)Ω)t + ϕ0]. (1.21)

Àìïëèòóäíûå ñïåêòðû ïðîöåññà, ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëå (1.21) äëÿ
m = 100% è m = 50%, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.4,â è ã ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè m = 100% ñèãíàë xÀÌ(t) ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìî-
óãîëüíûõ ðàäèîèìïóëüñîâ. Ïðè 50%-íîé ìîäóëÿöèè ñòðóêòóðà áîêîâûõ
ïîëîñ ñîõðàíÿåòñÿ, íî àìïëèòóäû áîêîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ óìåíüøàþòñÿ
âäâîå (ðèñ. 1.4,ã), ÷òî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì êîýôôèöèåíòà
ìîäóëÿöèè.

Åñëè ïðè íåèçìåííûõ Am è ϕ0 ÷àñòîòà êîëåáàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñî-
îòíîøåíèþ

ω(t) = ω0 + ∆ω s(t), (1.22)
òî êîëåáàíèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííûì. Êîãäà s(t) � ãàð-
ìîíè÷åñêèé ñèãíàë ñ ÷àñòîòîé Ω, òî β =∆ω/Ω íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ÷à-
ñòîòíîé ìîäóëÿöèè îäíîòîíàëüíîãî ×Ì-ñèãíàëà. Íàêîíåö, êîãäà ïðè
ïîñòîÿííûõ Am è ω0 òåêóùàÿ ôàçà êîëåáàíèÿ èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

Ψ(t) = Ψ + ∆Ψs(t) = ω0t + ϕ0 + ∆Ψ s(t), (1.23)
òî ïîëó÷àåì ôàçîìîäóëèðîâàííîå êîëåáàíèå.

×àñòîòíàÿ è ôàçîâàÿ ìîäóëÿöèè ñîïðîâîæäàþòñÿ èçìåíåíèåì îäíîãî
è òîãî æå ïàðàìåòðà � ôàçû (èëè óãëà) Ψ íåñóùåãî êîëåáàíèÿ è ïîýòîìó
÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàìêàõ åäèíîé óãëîâîé ìîäóëÿöèè.

Ñïåêòð îäíîòîíàëüíîãî ìîäóëèðîâàííîãî ïî óãëó ñèãíàëà ñ ïðîèç-
âîëüíûì èíäåêñîì ìîäóëÿöèè èìååò âèä

xÓÌ(t) = Am

∞∑

k=−∞
Jk(β) cos [(ω0 + kΩ)t + ϕ0], (1.24)

ãäå Jk(β) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ k-ãî ïîðÿäêà.

1.1.2. Çàäà÷è
Çàäà÷à 1.1.1
Ïðåäñòàâèòü ïèëîîáðàçíîå íàïðÿæåíèå ñ àìïëèòóäîé A (ðèñ. 1.5) ôóíê-
öèåé x(t), ðàññ÷èòàòü åãî êîìïëåêñíûé ñïåêòð è ïðåäñòàâèòü x(t) â âèäå
ðàçëîæåíèé â êîìïëåêñíûé è âåùåñòâåííûé ðÿäû Ôóðüå.

Çàäà÷à 1.1.2
Ïðåäñòàâèòü ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë âûñîòîé A (ðèñ. 1.6) ôóíêöèåé x(t),
ðàññ÷èòàòü åãî êîìïëåêñíûé ñïåêòð è ïðåäñòàâèòü x(t) â âèäå ðàçëîæå-
íèé â êîìïëåêñíûé è âåùåñòâåííûé ðÿäû Ôóðüå.



12 ×àñòü 1. Îñíîâû ðàäèîýëåêòðîíèêè

Çàäà÷à 1.1.3
Ðàññ÷èòàòü êîìïëåêñíûé ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðå-
óãîëüíûõ èìïóëüñîâ âûñîòîé A è ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ, ðàâíîé ïåðèîäó
ïîâòîðåíèÿ (ðèñ. 1.7). Ïðåäñòàâèòü x(t) â âèäå ðàçëîæåíèé â êîìïëåêñ-
íûé è âåùåñòâåííûé ðÿäû Ôóðüå.

Çàäà÷à 1.1.4
Ðàññ÷èòàòü êîìïëåêñíûé ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðå-
óãîëüíûõ èìïóëüñîâ, åñëè âûñîòà èìïóëüñîâ ðàâíà A, ïåðèîä ïîâòîðåíèÿ
T , à äëèòåëüíîñòü èìïóëüñîâ τ (ðèñ. 1.8). Ïðåäñòàâèòü x(t) â âèäå ðàç-
ëîæåíèé â êîìïëåêñíûé è âåùåñòâåííûé ðÿäû Ôóðüå.

Çàäà÷à 1.1.5
Ðàññ÷èòàòü êîìïëåêñíûé ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîñèíóñîèäàëüíûõ
èìïóëüñîâ x(t) = cos πt/τ ñ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ τ è ïåðèîäîì ïîâòîðå-
íèÿ T (ðèñ. 1.9). Ïðåäñòàâèòü x(t) â âèäå ðàçëîæåíèé â êîìïëåêñíûé è
âåùåñòâåííûé ðÿäû Ôóðüå.
Ìåòîäè÷åñêîå óêàçàíèå: ïðåäñòàâèòü êîñèíóñîèäàëüíûé èìïóëüñ â âèäå ñóììû
ýêñïîíåíò.

Çàäà÷à 1.1.6
Âû÷èñëèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü êîñèíóñîèäàëüíîãî èìïóëüñà
x(t) = cos πt/τ (ðèñ. 1.9) è ïîñòðîèòü îãèáàþùóþ ñïåêòðà, åñëè äëè-
òåëüíîñòü èìïóëüñà τ =5 ìêñ.

Çàäà÷à 1.1.7
Âû÷èñëèòü ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñ àìïëè-
òóäîé U =2 Â è äëèòåëüíîñòüþ τ =5 ìêñ: 1) ðàñïîëîæåííîãî ñèììåòðè÷-
íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè, 2) ðàñïîëîæåííîãî òàê, ÷òî ïå-
ðåäíèé ôðîíò ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì îòñ÷åòà âðåìåíè.

Çàäà÷à 1.1.8
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó çàïàçäûâàíèÿ, âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ ðàñ÷åòà ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòè ïà÷êè èç N îäèíàêîâûõ ðàâíîîòñòîÿùèõ ïðÿìî-
óãîëüíûõ èìïóëüñîâ åäèíè÷íîé àìïëèòóäû (ðèñ. 1.10) è ðàññ÷èòàòü ÷à-
ñòîòû, íà êîòîðûõ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ãðóïïû èìïóëüñîâ â N ðàç
ïðåâûøàåò ïëîòíîñòü îäèíî÷íîãî èìïóëüñà.

Çàäà÷à 1.1.9
Ðàññ÷èòàòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ïà÷êè èç 2-õ îäèíàêîâûõ ïðÿìî-
óãîëüíûõ èìïóëüñîâ (ðèñ. 1.10) ïðè äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ 1 ìñ è èí-
òåðâàëå ìåæäó ïåðåäíèìè ôðîíòàìè èìïóëüñîâ 10 ìñ.
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Çàäà÷à 1.1.10
Ðàññ÷èòàòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ïà÷êè èç 4-õ îäèíàêîâûõ ïðÿìî-
óãîëüíûõ èìïóëüñîâ (ðèñ. 1.10) ïðè äëèòåëüíîñòè èìïóëüñîâ 1 ìñ è èí-
òåðâàëå ìåæäó ïåðåäíèìè ôðîíòàìè ñîñåäíèõ èìïóëüñîâ 10 ìñ.

Çàäà÷à 1.1.11
Âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè Ṡ(jω) è ýíåðãåòè÷åñêîãî
ñïåêòðà SW (ω) ýêñïîíåíöèàëüíîãî èìïóëüñà x(t) = Ee−αt. Ïðåäñòàâèòü
âûðàæåíèÿ äëÿ ìîäóëÿ è ôàçû Ṡ(jω).

Çàäà÷à 1.1.12
Ðàññ÷èòàòü è ïîñòðîèòü êîìïëåêñíûé ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èì-
ïóëüñîâ (ðèñ. 1.11).

Çàäà÷à 1.1.13
Ïîñòðîèòü îäèí ïîä äðóãèì â îäèíàêîâîì ìàñøòàáå ÷àñòîò (îòêëàäûâàòü
÷àñòîòó f â ÌÃö) 6 ñïåêòðîâ ïðÿìîóãîëüíûõ âèäåîèìïóëüñîâ: ñïåêòðàëü-
íûå ïëîòíîñòè îäèíî÷íûõ èìïóëüñîâ äëèòåëüíîñòüþ 1 è 2 ìêñ, êîìïëåêñ-
íûå ñïåêòðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìïóëüñîâ ñ äëèòåëüíîñòüþ 1 è 2 ìêñ
è ñêâàæíîñòüþ 2 è 5.

Çàäà÷à 1.1.14
Âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ èçîáðàæåíèé ôóíêöèé f1(t) = e−αt · σ(t),
f2(t) = e±jωt · σ(t) è f3(t) = cos ωt · σ(t), ãäå σ(t) � ôóíêöèÿ âêëþ÷åíèÿ
Õåâèñàéäà (σ(t) = 0 ïðè t < 0 σ(t) = 1 ïðè t ≥ 0).

Çàäà÷à 1.1.15
Âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ èçîáðàæåíèé ôóíêöèé f1(t) = ch αt · σ(t),
f2(t) = [1− e−αt] · σ(t).

Çàäà÷à 1.1.16
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Õåâèñàéäà ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå ñèãíàëà,
ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 1.12.
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Çàäà÷à 1.1.17
Ïðåäñòàâèòü ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäû è äëèòåëü-
íîñòè τ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé Õåâèñàéäà è ïîñòðîèòü ëàïëàñîâ-
ñêîå èçîáðàæåíèå èìïóëüñà.

Çàäà÷à 1.1.18
Ñïåêòð ñèãíàëà ñîäåðæèò ïÿòü ãàðìîíèê, àìïëèòóäû ÷àñòîòû è ôàçû
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1) 3 Â, 98 êÃö, 0.6 ðàä, 2) 4 Â, 99 êÃö,
0.4 ðàä, 3) 20 Â, 100 êÃö, 1.2 ðàä, 4) 4 Â, 101 êÃö, 2 ðàä, 5) 3 Â, 102 êÃö,
1.8 ðàä. Çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ñèãíàëà, îïðåäåëèòü åãî òèï
è ïàðàìåòðû, èçîáðàçèòü ñïåêòð.

Çàäà÷à 1.1.19
Ñïåêòð ñèãíàëà ñîäåðæèò øåñòü ãàðìîíèê, àìïëèòóäû è ÷àñòî-
òû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1) 2.5 Â, 88 êÃö, 2) 10 Â, 100 êÃö,
3) 2.5 Â, 112 êÃö, 4) 4 Â, 188 êÃö, 5) 16 Â, 200 êÃö, 6) 4 Â, 212 êÃö.
Çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ñèãíàëà, îïðåäåëèòü åãî òèï è ïàðà-
ìåòðû, èçîáðàçèòü ñïåêòð.

Çàäà÷à 1.1.20
Îäíîòîíàëüíûé ×Ì-ñèãíàë èìååò àìïëèòóäó 10 Â, ÷àñòîòó íåñóùåãî êî-
ëåáàíèÿ 200 ÌÃö, ÷àñòîòó ìîäóëèðóþùåãî êîëåáàíèÿ 20 êÃö. Èíäåêñ
÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè îäíîòîíàëüíîãî ×Ì-êîëåáàíèÿ ðàâåí 10. Çàïèñàòü
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ×Ì-ñèãíàëà è îïðåäåëèòü ïðåäåëû, â êî-
òîðûõ èçìåíÿåòñÿ ÷àñòîòà.

Çàäà÷à 1.1.21
Ñïåêòð ñèãíàëà ñîäåðæèò ïÿòü ãàðìîíèê, àìïëèòóäû, ÷àñòîòû è
ôàçû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1) 40 Â, 92 êÃö, 1.47 ðàä, 2) 20 Â,
95 êÃö, 1.57 ðàä, 3) 100 Â, 100 êÃö, 1.57 ðàä, 4) 20 Â, 105 êÃö, 1.57 ðàä,
5) 40 Â, 108 êÃö, 1.67 ðàä. Çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ñèãíàëà,
îïðåäåëèòü åãî òèï è ïàðàìåòðû, èçîáðàçèòü ñïåêòð.

Çàäà÷à 1.1.22
Äëÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ ñèãíàëîâ ðàäèîâåùàòåëüíûõ
ñòàíöèé ñ àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèåé íåîáõîäèìî ïåðåäàâàòü êîëåáàíèÿ
çâóêîâûõ ÷àñòîò îò 60 Ãö äî 12 êÃö. Ñêîëüêî âåùàòåëüíûõ ðàäèîñòàí-
öèé ìîæíî ðàçìåñòèòü â äèàïàçîíå ñðåäíèõ âîëí îò 520 êÃö äî 1.6 ÌÃö?

Çàäà÷à 1.1.23
Òðåóãîëüíîå íàïðÿæåíèå ñ àìïëèòóäîé 3 Â è ÷àñòîòîé ïîâòîðåíèÿ èì-
ïóëüñîâ 1 êÃö ïðîìîäóëèðîâàí ïî àìïëèòóäå ñèíóñîèäàëüíûì íàïðÿæå-
íèåì ñ àìïëèòóäîé 2 Â è ÷àñòîòîé 300 Ãö. Ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ìîäó-
ëÿöèè M è àìïëèòóäû ãàðìîíèê âåùåñòâåííîãî ñïåêòðà ÀÌ-êîëåáàíèÿ â
äèàïàçîíå äî 10 êÃö. Èçîáðàçèòå âðåìåííóþ ðàçâåðòêó è âåùåñòâåííûé
ñïåêòð ñèãíàëà.

Çàäà÷à 1.1.24
Òðåóãîëüíîå íàïðÿæåíèå ñ àìïëèòóäîé 4 Â è ÷àñòîòîé ïîâòîðåíèÿ èì-



1.1. Ðàäèîòåõíè÷åñêèå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðû 15

ïóëüñîâ 1 êÃö ïðîìîäóëèðîâàí ïî àìïëèòóäå ïðÿìîóãîëüíûì íàïðÿæå-
íèåì ñ àìïëèòóäîé 1 Â è ÷àñòîòîé 100 Ãö. Ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ìîäó-
ëÿöèè M è àìïëèòóäû ãàðìîíèê âåùåñòâåííîãî ñïåêòðà ÀÌ-êîëåáàíèÿ â
äèàïàçîíå äî 12 êÃö. Èçîáðàçèòå âðåìåííóþ ðàçâåðòêó è âåùåñòâåííûé
ñïåêòð ñèãíàëà.

Çàäà÷à 1.1.25
Ïðÿìîóãîëüíîå íàïðÿæåíèå ñ àìïëèòóäîé 3 Â è ÷àñòîòîé ïîâòîðåíèÿ èì-
ïóëüñîâ 1 êÃö ïðîìîäóëèðîâàí ïî àìïëèòóäå ñèíóñîèäàëüíûì íàïðÿæå-
íèåì ñ àìïëèòóäîé 1 Â è ÷àñòîòîé 300 Ãö. Ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ìîäó-
ëÿöèè M è àìïëèòóäû ãàðìîíèê âåùåñòâåííîãî ñïåêòðà ÀÌ-êîëåáàíèÿ â
äèàïàçîíå äî 10 êÃö. Èçîáðàçèòå âðåìåííóþ ðàçâåðòêó è âåùåñòâåííûé
ñïåêòð ñèãíàëà.

Çàäà÷à 1.1.26
Ïðÿìîóãîëüíîå íàïðÿæåíèå ñ àìïëèòóäîé 4 Â è ÷àñòîòîé ïîâòîðåíèÿ èì-
ïóëüñîâ 1 êÃö ïðîìîäóëèðîâàí ïî àìïëèòóäå ïðÿìîóãîëüíûì íàïðÿæå-
íèåì ñ àìïëèòóäîé 2 Â è ÷àñòîòîé 100 Ãö. Ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ìîäó-
ëÿöèè M è àìïëèòóäû ãàðìîíèê âåùåñòâåííîãî ñïåêòðà ÀÌ-êîëåáàíèÿ â
äèàïàçîíå äî 12 êÃö. Èçîáðàçèòå âðåìåííóþ ðàçâåðòêó è âåùåñòâåííûé
ñïåêòð ñèãíàëà.

Çàäà÷à 1.1.27
Ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà ÓÌ-êîëåáàíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
f(t) = 108 · (1 + 10−4 sin(2π · 2500t)). Îïðåäåëèòü äåâèàöèþ ôàçû ∆Ψ,
èíäåêñ ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè β îäíîòîíàëüíîãî ñèãíàëà è çàïèñàòü àíà-
ëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñèãíàëà.

Çàäà÷à 1.1.28
Îïðåäåëèòü äåâèàöèþ ôàçû ∆Ψ è çàïèñàòü îäíîòîíàëüíûé ÓÌ-ñèãíàë
ñ íåñóùåé ÷àñòîòîé 159 ÌÃö, ÷àñòîòîé ìîäóëÿöèè 3.18 êÃö è äåâèàöèåé
÷àñòîòû 0.16 ÌÃö.

Çàäà÷à 1.1.29
Çàïèñàòü çàêîí èçìåíåíèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ω(t) è îïðåäåëèòü
ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ íåñóùåé ÷àñòîòû îäíîòîíàëü-
íîãî ÓÌ-ñèãíàëà ñ íåñóùåé ÷àñòîòîé 159 ÌÃö, ÷àñòîòîé ìîäóëÿöèè
3.18 êÃö è äåâèàöèåé ÷àñòîòû 0.16 ÌÃö.

Çàäà÷à 1.1.30
Â ñïåêòðå îäíîòîíàëüíîãî ×Ì-ñèãíàëà (íåñóùàÿ ÷àñòîòà 0.3 ÌÃö, ÷àñòî-
òà ìîäóëèðóþùåãî êîëåáàíèÿ 10 êÃö) îòñóòñòâóþò ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòà-
ìè 290 è 310 êÃö. Èñïîëüçóÿ ïðèëîæåíèå (ñòð. 18), îïðåäåëèòü äåâèàöèþ
÷àñòîòû è ðàññ÷èòàòü ÷àñòîòû è îòíîñèòåëüíûå àìïëèòóäû ãàðìîíèê
ñèãíàëà.
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1.1.3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷
Çàäà÷à 1.1.1
Ïðåäñòàâèì ïèëîîáðàçíîå íàïðÿæåíèå (ñì. ðèñ. 1.1) íà ïðîòÿæåíèè ïå-
ðèîäà −T/2 ≤ t ≤ T/2 ôóíêöèåé x(t) = 2Ut/T . Òîãäà

Ċk =
1

T

∫ T/2

−T/2
2U

t

T
e−j2πkt/Tdt.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Ċk = 2
U

T 2

(
t
e−j2πkt/T

−j2πk/T

∣∣∣∣
T/2

−T/2
−

∫ T/2

−T/2

e−j2πkt/T

−j2πk/T
dt

)
=

= 2
U

−j2πkT

(
T

2
e−jkπ +

T

2
ekπ − e−jkπ − ekπ

−j2πk/T

)
=

= 2
U

−j2πkT

(
T cos kπ − sin kπ

kπ/T

)
= − 2U

−jkπ
cos kπ.

Ïðåäñòàâëåíèå x(t) â âèäå ðàçëîæåíèÿ â êîìïëåêñíûé ïðèíèìàåò âèä

x(t) = −U

π

∞∑

k=−∞

cos kπ

jk
ej2πkt/T .

Ïîñêîëüêó ñðåäíåå çíà÷åíèå x(t) = 0, ïðåäñòàâëÿÿ ñóììû ýêñïîíåíò ñ
íîìåðàìè k è −k â âèäå ñèíóñîèä, ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä Ôóðüå â âåùå-
ñòâåííîé ôîðìå

x(t) = −2U

π

∞∑

k=1

cos kπ

k
sin k

2π

T
t.

Çàäà÷à 1.1.8
Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïåðâîãî èìïóëüñà Ṡ1(ω) = sinωτ/2

ωτ/2 e−jωτ/2, ãäå
τ � äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà. Äëÿ âòîðîãî èìïóëüñà, çàïàçäûâàþùåãî íà
âðåìÿ T , ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èìååò âèä Ṡ2(ω) = Ṡ1(ω)e−jωT . Òîãäà
äëÿ ãðóïïû èç N èìïóëüñîâ èìååì

Ṡ(ω) = Ṡ1(ω)
(
1 + e−jωT + e−j2ωT + . . . + e−j(N−1)ωT

)
.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Åå
ñóììà ðàâíà (1− rn)/(1− r). Òîãäà

Ṡ(ω) = Ṡ1(ω)
e−jNωT/2 sin NωT/2

e−jωT/2 sin ωT/2
= Ṡ1(ω)e−j(N−1)ωT/2 sin NωT/2

sin ωT/2
.
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Íà ÷àñòîòàõ ωk = 2πk/T êàæäàÿ ýêñïîíåíòà îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó è
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïà÷êè èìïóëüñîâ ïðåâûøàåò â N ðàç ñïåêòðàëü-
íóþ ïëîòíîñòü îäèíî÷íîãî èìïóëüñà

Ṡ(2πk/T ) = NṠ1(2πk/T ).

Çàäà÷à 1.1.14
Ñîãëàñíî ïðÿìîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà

F1(s) = L[e−αt · σ(t)] =

∞∫

0

e−(α+s)tdt =
1

s + α
,

F2(s) = L[e±jωt · σ(t)] =

∞∫

0

e(±jω−s)tdt =
1

s∓ jω
,

F3(s)=L[cos ωt ·σ(t)]=
1

2

∞∫

0

(ejωt+e−jωt)e−stdt=
1

2

(
1

s− jω
+

1

s+jω

)
=

s

s2+ω2 .

Çàäà÷à 1.1.24
Ñîãëàñíî ïðÿìîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå íåñóùåå êîëåáàíèå � òðåóãîëü-
íîå íàïðÿæåíèå (÷àñòîòà f) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì çàäà÷è 1.1.3 îïè-
ñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

x(t) =
2U

π2

∞∑
n=1

sin2(2n− 1)π/2

(2n− 1)2 cos 2π(2n− 1)ft,

à ìîäóëèðóþùåå ïðÿìîóãîëüíîå íàïðÿæåíèå (÷àñòîòà F ) èìååò âèä

x1(t) =
2Å
π

∞∑
m=1

sin2(2m− 1)π/2

2m− 1
sin 2π(2m− 1)Ft.

Êîýôôèöèåíò àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè M = E/U , à àìïëèòóäíî-ìî-
äóëèðîâàííûé ñèãíàë ïðèíèìàåò âèä

xÀÌ(t) =

(
1 + M

2

π

∞∑
m=1

sin2(2m− 1)π/2

2m− 1
sin 2π(2m− 1)Ft

)
õ

õ2U

π2

∞∑
n=1

sin2(2n− 1)π/2

(2n− 1)2 cos 2π(2n− 1)ft.

Ñïåêòð ñîäåðæèò âñå ñîñòàâëÿþùèå íåñóùåãî êîëåáàíèÿ è êîëåáàíèÿ ñ
êîìáèíàöèîííûìè ÷àñòîòàìè (2n− 1)f ± (2m− 1)F .
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Ïðèëîæåíèå 1
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ J0(β)− J7(β)

β J0(β) J1(β) J2(β) J3(β) J4(β) J5(β) J6(β) J7(β)
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0.1 0.997 0.050 0.001 0 0 0 0 0
0.2 0.990 0.099 0.005 0 0 0 0 0
0.3 0.977 0.148 0.011 0.0006 0 0 0 0
0.4 0.960 0.196 0.020 0.0013 0 0 0 0
0.6 0.912 0.287 0.044 0.0044 0.0003 0 0 0
0.8 0.846 0.369 0.076 0.0102 0.001 0 0 0
1 0.765 0.440 0.115 0.0196 0.0025 0.0002 0 0
1.2 0.671 0.498 0.159 0.0329 0.0050 0.0006 0 0
1.4 0.567 0.542 0.207 0.0505 0.0091 0.0012 0 0
1.6 0.455 0.570 0.257 0.0725 0.015 0.0024 0 0
1.8 0.340 0.581 0.306 0.0988 0.0232 0.0043 0 0
2 0.224 0.577 0.353 0.1289 0.0339 0.0070 0.0012 0.0002
2.2 0.110 0.556 0.395 0.1623 0.0476 0.0109 0.0021 0.0003
2.4 0.002 0.520 0.431 0.1981 0.0643 0.0162 0.0034 0.0006
2.6 -0.097 0.471 0.459 0.2353 0.0840 0.0232 0.0035 0.0010
2.8 -0.185 0.410 0.478 0.2727 0.1067 0.0321 0.0079 0.0016
3 -0.260 0.339 0.486 0.3091 0.1320 0.0430 0.0114 0.0025
3.2 -0.320 0.261 0.483 0.3430 0.1597 0.0562 0.0160 0.0038
3.4 -0.364 0.179 0.470 0.3734 0.1892 0.0718 0.0219 0.0056
3.6 -0.392 0.095 0.445 0.3988 0.2198 0.0897 0.0293 0.0080
3.8 -0.402 0.013 0.409 0.4180 0.2507 0.1098 0.0383 0.0112
4 -0.397 -0.066 0.364 0.4302 0.2811 0.1321 0.0491 0.0152
4.2 -0.376 -0.139 0.310 0.4344 0.3100 0.1561 0.0617 0.0202
4.4 -0.342 -0.203 0.250 0.4301 0.3364 0.1816 0.0763 0.0264
4.6 -0.296 -0.257 0.185 0.4171 0.3594 0.2080 0.0927 0.0340
4.8 -0.240 -0.298 0.115 0.3952 0.3780 0.2347 0.1110 0.0429
5 -0.177 -0.328 0.0466 0.3648 0.3912 0.2611 0.1310 0.0534
5.1 -0.143 -0.335 0.0203 0.3455 0.3948 0.2728 0.1417 0.0594
5.2 -0.11 -0.343 -0.022 0.3265 0.3985 0.2865 0.1525 0.0654
5.4 -0.041 -0.345 -0.087 0.2811 0.3991 0.3101 0.1751 0.0791
5.5 -0.007 -0.34 -0.115 0.255 0.3957 0.3205 0.1867 0.0862
5.6 0.027 -0.334 -0.146 0.2298 0.3926 0.3310 0.1986 0.0945
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1.2 Ëèíåéíûå ðàäèîýëåêòðîííûå ñèñòåìû

1.2.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
Îòêëèê g(t) ëèíåéíîé ñèñòåìû íà ýëåìåíòàðíîå âîçäåéñòâèå â âèäå

ôóíêöèè Õåâèñàéäà σ(t) áóäåì íàçûâàòü ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêîé, à
îòêëèê h(t) íà ýëåìåíòàðíîå âîçäåéñòâèå â âèäå äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà
δ(t) � èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû [3, 4].

Èìïóëüñíàÿ h(t) è ïåðåõîäíàÿ g(t) õàðàêòåðèñòèêè ëèíåéíîé ñèñòåìû
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

h(t) =
dg(t)

dt
, g(t) =

t∫

−∞
h(t)dt. (1.25)

ò.å. èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò ïåðåõîäíîé, à
ïåðåõîäíàÿ � èíòåãðàëîì îò èìïóëüñíîé.

Ïðè ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè ñ ÷àñòîòîé ω â êà÷åñòâå õàðàêòåðè-
ñòèê ëèíåéíûõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàþò îòíîøåíèÿ êîìïëåêñíûõ àìïëè-
òóä îòêëèêà è âîçäåéñòâèÿ � êîìïëåêñíûå ôóíêöèè ïåðåäà÷è èëè èõ ëà-
ïëàñîâñêèå èçîáðàæåíèÿ � ñèñòåìíûå ôóíêöèè ñèñòåì. Êîìïëåêñíàÿ
ôóíêöèÿ ïåðåäà÷è Ḣ(jω) ïðåäñòàâëÿåò ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,
à ñèñòåìíàÿ ôóíêöèÿ � ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìïóëüñíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè ëèíåéíîé öåïè. Ñïðàâåäëèâû è îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå, ò.å.

Ḣ(jω) =

∞∫

−∞
h(t)e−jωtdt, h(t) =

1

2π

∞∫

−∞
Ḣ(jω)ejωtdω. (1.26)

H(s) =

∞∫

0

h(t)e−stdt, h(t) =
1

2πj

σ+j∞∫

σ−j∞

H(s)estds. (1.27)

LCR-êîëåáàòåëüíûå êîíòóðû
Öåïü, ñîñòîÿùàÿ èç ñîåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ L, C, R, íàçûâàåòñÿ êîëå-

áàòåëüíûì êîíòóðîì. Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà âêëþ÷åíèÿ èñòî÷íèêà
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (â ðàçðûâ öåïè èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ
L, C, R ëèáî ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåíèþ ïîñëåäíèõ) ðàçëè÷àþò ïîñëå-
äîâàòåëüíûé (ðèñ. 1.13,à) è ïàðàëëåëüíûé (ðèñ. 1.13,â) êîëåáàòåëüíûå
êîíòóðû [1�4].

Ðèñ. 1.13. Êîëåáàòåëüíûå êîíòóðû: à � ïîñëåäîâàòåëü-
íûé; á � ïàðàëëåëüíûé; â � ïàðàëëåëüíûé, äóàëüíûé ê (à)
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Âõîäíûå ñîïðîòèâëåíèÿ êîíòóðîâ íà ÷àñòîòå ω ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû äåéñòâèòåëüíîé (ðåçèñòèâíîé) è ìíèìîé (ðåàêòèâíîé) ñî-
ñòàâëÿþùèõ. Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî êîíòóðà

Żâõ = Râõ + jXâõ = R + j(ωL− 1

ωC
) = R(1 + jQν) = R(1 + jξ),

äëÿ ïàðàëëåëüíîãî êîíòóðà
Żâõ = Râõ + jXâõ =

L/C

R + j(ωL− 1/ωC)
=

ρ2/R

1 + jξ
=

ρ2/R

1 + ξ2 − jξ
ρ2/R

1 + ξ2 ,

ãäå ξ = Qν; ν = ω/ω0−ω0/ω � îáîáùåííàÿ è îòíîñèòåëüíàÿ ðàññòðîéêè
êîíòóðà; ω0 = 1/

√
LC; Q = ρ/R � äîáðîòíîñòü; ρ =

√
L/C � õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà.
Äëÿ àíàëèçà ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé è ðàñ÷åòà ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ íàè-

áîëåå óäîáíû íîðìèðîâàííûå (ïðèâåäåííûå) ðåçîíàíñíûå êðèâûå (ðèñ.
1.14). Îíè îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

|ẋm|
|ẋmðåç| =

1√
1 + ξ2

,

ãäå ẋm � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà îäíîé èç ïåðåìåííûõ: íàïðÿæåíèÿ èëè
òîêà. Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå íîðìèðîâàííîé ðåçîíàíñíîé êðèâîé äëÿ
ðàññòðîåê (ν), ïðè êîòîðûõ |ẋm|/|ẋmðåç| = 1/

√
2 ∼= 0.707, ò.å. ìîùíîñòü

îñëàáëÿåòñÿ òî÷íî â äâà ðàçà, ïîëó÷èì
1√

1 + ξ2
=

1√
2
, ξ2 = Q2ν2 = 1, ν = ± 1

Q
, Q =

ω0

2∆ω
.

Âåëè÷èíà 2∆ω ïðåäñòàâëÿåò øèðèíó ðåçîíàíñíîé êðèâîé íà óðîâíå ïî-
ëîâèííîé ìîùíîñòè.

I
Iðåç

0

1

2

3

ν
-

6

Ðèñ. 1.14. Íîðìèðîâàííûå ðåçîíàíñíûå êðèâûå
LCR-êîíòóðà: 1 � Q=10; 2 � Q=5; 3 � Q=2

Äâóõêîíòóðíûå ñèñòåìû ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ èëè
ïàðàëëåëüíûõ êîíòóðîâ (ðèñ. 1.15). Íàèáîëåå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû
ñèñòåìû ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîíòóðîâ ñ èíäóêòèâíîé (ðèñ. 1.15,à) èëè åì-
êîñòíîé (ðèñ. 1.15,á ) ñâÿçüþ è ïàðàëëåëüíûõ êîíòóðîâ ñ åìêîñòíîé ñâÿ-
çüþ (ðèñ. 1.15,â). ×àñòîòû íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé â ñâÿçàííîé ñèñòåìå
êîíòóðîâ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì [1�3]:

ω2
1,2 =

ω2
01 + ω2

02 ±
√

(ω2
01 + ω2

02)
2 − 4(1− k2)ω2

01ω
2
02

2(1− k2)
=
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=
ω2

01 + ω2
02 ±

√
(ω2

01 − ω2
02)

2 + 4k2ω2
01ω

2
02

2(1− k2)
, (1.28)

ãäå k =
√

k1k2 � êîýôôèöèåíò ñâÿçè êîíòóðîâ.

Ðèñ. 1.15. Äâóõêîíòóðíûå ñâÿçàííûå ñèñòåìû ñ èíäóêòèâíîé (à)
è åìêîñòíîé (á,â) ñâÿçüþ

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â äâóõêîíòóðíûõ ñâÿçàííûõ ñèñòåìàõ èññëå-
äóþòñÿ ìåòîäîì çàìåùåíèÿ ñâÿçàííûõ êîíòóðîâ ýêâèâàëåíòíûìè îäè-
íî÷íûìè êîíòóðàìè. Êîìïëåêñíîå ñîïðîòèâëåíèå ýêâèâàëåíòíîãî êîí-
òóðà èìååò âèä [3]:

Żâõ = R1

[
1 +

A2

1 + ξ2
2

+ j

(
ξ1 − A2

1 + ξ2
2
ξ2

)]
, (1.29)

ãäå ξ1 = ν1ρ1/R1 = ν1Q1 è ξ2 = ν2ρ2/R2 = ν2Q2 � îáîáùåííûå ðàñ-
ñòðîéêè êîíòóðîâ; Q1 è Q2 � èõ äîáðîòíîñòè; A = Xñâ/

√
R1R2 � ôàêòîð

ñâÿçè êîíòóðîâ. Ðåçîíàíñ â ñâÿçàííûõ êîíòóðàõ ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íûì,
ñëîæíûì èëè ïîëíûì (A < 1, A > 1, A = 1) [3].

×àñòîòíûå ôèëüòðû
LC-ôèëüòðû îáðàçóþò äóàëüíûå ðåàêòèâíûå äâóõïîëþñíèêè Ż è

Ẏ (Ż = jX, Ẏ = jB). Òîãäà â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ èäåàëüíîãî ôèëüòðà
(αï=0) èìååì [3]

α=0, cos β =1− XB

2
, èëè β =arccos

(
1− XB

2

)
, (1.30)

à â ïîëîñå çàäåðæèâàíèÿ

β =±π, chα=
XB

2
− 1, èëè α=Arch

(
XB

2
− 1

)
, (1.31)

ãäå Arch(z) � îáðàòíàÿ z=chα ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
Òàê êàê | cos β| 6 1, òî 1+ ŻẎ /2 ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò −1 äî 1, à

óñëîâèå ïðîçðà÷íîñòè ïðèíèìàåò âèä

−1 6 ŻẎ

4
6 0. (1.32)

Èòàê, â ïîëîñå ïðîçðà÷íîñòè ôèëüòðà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîäîëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ Ż äîëæíû áûòü ìåíüøå, ÷åì ó÷åòâåðåííûå ñîïðîòèâëåíèÿ ïîïå-
ðå÷íûõ ýëåìåíòîâ |Ż| ≤ |4/Ẏ |. (1.33)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîïðîòèâëåíèÿ ñîãëàñîâàííûõ ñèììåòðè÷íûõ
Ò- èëè Ï-îáðàçíûõ çâåíüåâ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì [3]
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ŻÒ
0 =

√
Ż

Ẏ

√
1+

ŻẎ

4
, ŻÏ

0 =

√
Ż

Ẏ

/ √
1+

ŻẎ

4
(1.34)

è ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ÷àñòîòû ñèãíàëîâ. Â ïîëîñå ïðîçðà÷íîñòè ôèëü-
òðîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîïðîòèâëåíèÿ èìåþò ðåçèñòèâíûé õàðàêòåð,
çà ãðàíèöàìè ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ � ðåàêòèâíûé.

Äëÿ ïîëîñîâûõ ôèëüòðîâ ŻẎ=0 íà ÷àñòîòå ω=ω0=1/
√

L1C1=1/
√

L2C2.
Òîãäà ðàâåíñòâî Ż(ω)=−4/Ẏ (ω) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà ãðàíèöàõ ïî-
ëîñû ïðîïóñêàíèÿ. Îòñþäà ïðè q=L2/L1 =C1/C2 èìååì

ωñð1 = ω0(
√

q + 1−√q), ωñð2 = ω0(
√

q + 1 +
√

q). (1.35)
Ïîëíàÿ ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ïîëîñîâîãî LC-ôèëüòðà óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâó

ωcp2 − ωcp1 = 2
√

qω0,

à õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîïðîòèâëåíèÿ Ò- è Ï-çâåíüåâ èìåþò âèä

ŻT
0 (ω)=

√
L1/C2

√
1− ν2/4q, ŻÏ

0 (ω)=
√

L1/C2/
√

1− ν2/4q, (1.36)
ãäå ν =ω/ω0 − ω0/ω � îòíîñèòåëüíàÿ ðàññòðîéêà.

Ñîãëàñîâàíèå LC-ôèëüòðîâ â áîëüøåé ÷àñòè ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ âîç-
ìîæíî ïðè ââåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíî- è ïàðàëëåëüíî-ïðîèçâîäíûõ m-
çâåíüåâ (ðèñ. 1.16). Äëÿ ïîïåðå÷íîé âåòâè ïîñëåäîâàòåëüíî-ïðîèçâîäíîãî
m-çâåíà (ðèñ. 1.16,à) èìååì

2

Ẏm

=
2

mẎ
+

Ż(1−m2)

2m
, (1.37)

à äëÿ ïðîäîëüíîé âåòâè ïàðàëëåëüíî-ïðîèçâîäíîãî m-çâåíà (ðèñ.
1.16,á ) ïîëó÷èì

2

Żm

=
2

mŻ
+

Ẏ (1−m2)

2m
. (1.38)

Ðèñ. 1.16. Ïîñëåäîâàòåëüíî-ïðîèçâîäíîå (à) è ïàðàëëåëüíî-ïðîèçâîäíîå (á )
çâåíüÿ m-òèïà

Ôîðìóëû (1.37) è (1.38) èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó, è âîçäåéñòâèå
ïðîèçâîäíûõ çâåíüåâ òîæå îäèíàêîâî [3, 4].

Ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû
Ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû, ïðîòÿæåííîñòü êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ïðå-

âûøàåò äëèíó âîëíû è ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ñèñòåìû, îïèñûâàþòñÿ �òå-
ëåãðàôíûìè óðàâíåíèÿìè äëèííîé ëèíèè�[1�4]. Ðåøåíèåì ïîñëåäíèõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ áåãóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âîëí:
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U̇(x) =
1

2
(U̇í + R0İí)eγ̇x +

1

2
(U̇í −R0İí)e−γ̇x,

İ(x) =
1

2
(İí +

U̇í
R0

)eγ̇x +
1

2
(İí − U̇í

R0
)e−γ̇x, (1.39)

ãäå γ̇ � ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ; R0 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâ-
ëåíèå ëèíèè áåç ïîòåðü.

Îòíîøåíèå êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä íàïðÿæåíèé îòðàæåííîé è ïàäàþ-
ùåé âîëí íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ ïî íà-
ïðÿæåíèþ Γ̇U :

Γ̇U =
U̇mîòð

U̇mïàä
=

U̇í − İíR0

U̇í+İíR0
=

Żí −R0

Żí+R0
= |Γ̇|ejϕΓ,

à îòíîøåíèå ìîäóëåé ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé àìïëèòóä â ëèíèè,
ò.å. îòíîøåíèå ñóììû ìîäóëåé ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí ê ðàç-
íîñòè ìîäóëåé, íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñòîÿ÷åé âîëíû íàïðÿæåíèÿ
(ÊÑÂÍ)

s=
|Uìàêñ|
|Uìèí| =

|U̇mïàä|+|U̇mîòð|
|U̇mïàä| − |U̇mîòð|

=
1 + |Γ̇U |
1− |Γ̇U |

. (1.40)

Äëÿ ëèíèè áåç ïîòåðü (γ̇ =jβ, shjβx=j sin βx, chjβx=cos βx)
U̇(x) = U̇í cos βx + jİíR0 sin βx,

İ(x) = İí cos βx + j
U̇í
R0

sin βx, (1.41)

Żâõ(x)=R0
Żí+jR0tgβx

R0+jŻítgβx
. (1.42)

Ñîãëàñîâàíèåì ëèíèè ïåðåäà÷è íàçûâàåòñÿ óñòàíîâëåíèå ðåæèìà áå-
ãóùèõ âîëí â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
íàãðóçêè â àêòèâíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå. Óçêîïîëîñíîå
ñîãëàñîâàíèå íàèáîëåå ïðîñòî âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ ÷åòâåðòüâîëíîâîãî
òðàíñôîðìàòîðà (ðèñ. 1.17,à,á ) èëè ïàðàëëåëüíîãî ðåàêòèâíîãî øëåéôà
(ðèñ. 1.17,â). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå λ/4-òðàíñôîðìàòîðà
äëÿ ðåçèñòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóçêè (ðèñ. 1.17,à) èëè ðåçèñòèâíîãî
âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ âáëèçè íàãðóçêè (ðèñ. 1.17,á ) èìååò âèä

Ròð=
√

R0Rí, èëè Ròð=
√

R0Râõ.

Ðèñ. 1.17. Ñîãëàñîâàíèå ðåçèñòèâíîé (à) è êîìïëåêñíîé (á ) íàãðóçîê
ñ ïîìîùüþ λ/4-òðàíñôîðìàòîðà è ðåàêòèâíîãî øëåéôà (â) ñâÿçüþ
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Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ êîìïëåêñíîé íàãðóçêè ñ àêòèâíûì õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì ëèíèè ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ðåàêòèâíî-
ãî øëåéôà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Yâõ + jBø = G0, èëè 1

Râõ + jXâõ
+

1

jXø
=

1

R0
, (1.43)

ãäå Râõ+jXâõ= Żâõ � âõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå ëèíèè, à jXø=jR0tgβ`ø �
âõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå êîðîòêîçàìêíóòîãî øëåéôà äëèíîé `ø.

1.2.2. Çàäà÷è
Çàäà÷à 1.2.1
Äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå öåïè

L
dI

dt
+ RI +

1

C

∫
Idt = Ee−αt.

Ñîñòàâèòü îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå öåïè ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ: ïðè t = 0 UC = 0, I = 0.

Çàäà÷à 1.2.2
Ñîñòàâèòü îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå öåïè ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d2U

dt2
+ 2α

dU

dt
+ ω2

0U = E.

Çàäà÷à 1.2.3
Ñîñòàâèòü îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå öåïè ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d3U

dt3
+

R

L

d2U

dt2
+

1

LC

dU

dt
+

S

LC2U = 0.

Çàäà÷à 1.2.4
Ñîñòàâèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñõåìû, ïðåäñòàâëåííîé
íà ðèñ. 1.18. Îïðåäåëèòü óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ â öåïè.

Çàäà÷à 1.2.5
Äëÿ öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.19, âûâåñòè âûðàæåíèÿ êîìïëåêñíîãî
êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ÷åòûðåõïîëþñíèêà K̇(jω), åãî À×Õ è Ô×Õ.

Çàäà÷à 1.2.6
Äëÿ öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.19, çàïèñàòü ñèñòåìíóþ ôóíêöèþ öåïè
K(s) è âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà åå èìïóëüñíîé h(t) è ïåðåõîäíîé
g(t) õàðàêòåðèñòèê.
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Çàäà÷à 1.2.7
Äëÿ öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.19, âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà
êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû A è îïðåäåëèòü êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ íà ÷àñòîòå 1590 êÃö, åñëè L = 10 ìÃ, R1 = 100 Îì, R2 = 200 Îì.

Çàäà÷à 1.2.8
Äëÿ öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.20, âûâåñòè âûðàæåíèÿ êîìïëåêñíîãî
êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ÷åòûðåõïîëþñíèêà K̇(jω), åãî À×Õ è Ô×Õ.

Ðèñ. 1.18 Ðèñ. 1.19 Ðèñ. 1.20

Çàäà÷à 1.2.9
Äëÿ öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.20, çàïèñàòü ñèñòåìíóþ ôóíêöèþ öåïè
K(s) è âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà åå èìïóëüñíîé h(t) è ïåðåõîäíîé
g(t) õàðàêòåðèñòèê.

Çàäà÷à 1.2.10
Äëÿ öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.20, âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êî-
ýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû A è îïðåäåëèòü êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ íà ÷àñòîòå 1590 êÃö, åñëè C =500 íÔ, R1 =200 Îì, R2 =R3 =100 Îì.

Çàäà÷à 1.2.11
Äëÿ ëèíåéíîãî ïàññèâíîãî ñèììåòðè÷íîãî ÷åòûðåõïîëþñíèêà èçâåñòíû
âõîäíûå ñîïðîòèâëåíèÿ â ðåæèìå êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ Zêç è õîëîñòîãî
õîäà Zõõ. Âûâåñòè âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ A-ìàòðèöû.

Çàäà÷à 1.2.12
Íà âõîäå ëèíåéíîé RC-öåïè, ñîñòîÿùåé èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ
ñîïðîòèâëåíèÿ R è åìêîñòè C, äåéñòâóåò ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ ñ àì-
ïëèòóäîé E = 2 Â è äëèòåëüíîñòüþ tè = 20 ìêñ. Ïîëó÷èòü îïåðàòîðíûì
ìåòîäîì âûðàæåíèÿ äëÿ îòêëèêîâ íà ñîïðîòèâëåíèè R è åìêîñòè C.
Ðàññ÷èòàòü è ïîñòðîèòü ãðàôèêè UR(t) è UC(t) äëÿ R=1 êÎì, C =4 íÔ
è R = 10 êÎì, C = 5 íÔ.

Çàäà÷à 1.2.13
Íà âõîäå ëèíåéíîé RL-öåïè, ñîñòîÿùåé èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ
ñîïðîòèâëåíèÿ R è èíäóêòèâíîñòè L, äåéñòâóåò ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ
ñ àìïëèòóäîé E = 3 Â è äëèòåëüíîñòüþ tè = 10 ìêñ. Ïîëó÷èòü îïåðà-
òîðíûì ìåòîäîì âûðàæåíèÿ äëÿ îòêëèêîâ íà ñîïðîòèâëåíèè R è èíäóê-
òèâíîñòè LC. Ðàññ÷èòàòü è ïîñòðîèòü ãðàôèêè UR(t) è UL(t) äëÿ
R = 10 êÎì, L = 10 ìÃ è R = 1 êÎì, L = 50 ìÃ.

Çàäà÷à 1.2.14
Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ñîñòàâëåí èç èíäóêòèâíîñòè L = 75 ìêÃ, åìêî-
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ñòè C = 1200 ïÔ è ñîïðîòèâëåíèÿ R. Ïðè êàêîé âåëè÷èíå ñîïðîòèâëåíèÿ
ðàçðÿä êîíäåíñàòîðà áóäåò àïåðèîäè÷åñêèì?

Çàäà÷à 1.2.15
Îïðåäåëèòü åìêîñòü C êîíäåíñàòîðà, êîòîðûé íóæíî ïîäêëþ÷èòü ê èí-
äóêòèâíîñòè L = 250 ìêÃ, ÷òîáû íàñòðîèòü ïîëó÷åííûé êîíòóð â ðåçî-
íàíñ íà äëèíó âîëíû λ = 900 ì.

Çàäà÷à 1.2.16
Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, íàñòðîåííûé íà äëèíó âîëíû λ = 500 ì, ñîäåð-
æèò èíäóêòèâíîñòü L = 150 ìêÃ è ñîïðîòèâëåíèå R = 5 Îì. Îïðåäåëèòü
ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ êîíòóðà 2∆f íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè.

Çàäà÷à 1.2.17
Èç îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ L = 64 ìêÃ, C = 400 ïô è R = 20 Îì ñîáðàíû
ïàðàëëåëüíûé è ïîñëåäîâàòåëüíûé êîëåáàòåëüíûå êîíòóðû. Âî ñêîëüêî
ðàç îòëè÷àþòñÿ èõ ñîïðîòèâëåíèÿ íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå?

Çàäà÷à 1.2.18
Ñîïðîòèâëåíèå ïàðàëëåëüíîãî êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà íà íåêîòîðîé ðå-
çîíàíñíîé ÷àñòîòå Rýêâ.ðåç = 100 êÎì. Îïðåäåëèòü ðåçèñòèâíóþ Rýêâ è
ðåàêòèâíóþ Xýêâ ñîñòàâëÿþùèå ýêâèâàëåíòíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè áåç-
ðàçìåðíûõ îòíîñèòåëüíûõ ðàññòðîéêàõ ν1 = 1/Q è ν2 = 2/Q.

Çàäà÷à 1.2.19
Íàéòè ñðåäíþþ ìîùíîñòü P , âûäåëÿåìóþ â ïàðàëëåëüíîì êîíòóðå íà ðå-
çîíàíñíîé ÷àñòîòå, åñëè åãî ðåçîíàíñíîå ñîïðîòèâëåíèå Rýêâ.ðåç=40 êÎì,
äîáðîòíîñòü Q= 30, à àìïëèòóäà òîêà â êîíòóðå Im=0.6 À.

Çàäà÷à 1.2.20
Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ñ äîáðîòíîñòüþ Q = 100 è õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ñîïðîòèâëåíèåì ρ = 400 Îì èìååò ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ íà óðîâíå ïîëî-
âèííîé ìîùíîñòè 2∆f = 70 êÃö. Îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû èíäóêòèâíîñòè
L, åìêîñòè C è ðåçèñòîðà R.

Çàäà÷à 1.2.21
Ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó êîëåáàòåëüíîìó êîíòóðó ñ äîáðîòíîñòüþ Q = 10,
íàñòðîåííîìó â ðåçîíàíñ ñ èñòî÷íèêîì ÝÄÑ, ïîäêëþ÷åí ïàðàëëåëüíî
êîíäåíñàòîðó äîïîëíèòåëüíûé ðåçèñòîð, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîãî Räîï
çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ìîäóëü ðåàêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ åìêîñòè. Êàê
èçìåíèòñÿ äîáðîòíîñòü êîíòóðà, åñëè Räîï = 25R.

Çàäà÷à 1.2.22
Ïîñëåäîâàòåëüíûé êîëåáàòåëüíûé êîíòóð îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ïàðà-
ìåòðàìè L=5 ìÃ, C =20 íÔ, R =5Îì. Ðàññ÷èòàòü ïàðàìåòðû ïàðàë-
ëåëüíîãî êîíòóðà, äóàëüíîãî ðàññìîòðåííîìó.

Çàäà÷à 1.2.23
Â ïàðàëëåëüíîì êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå åìêîñòü èçìåíèëè òàê, ÷òî ðå-
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çîíàíñíîå ñîïðîòèâëåíèå óâåëè÷èëîñü â 2 ðàçà. Âî ñêîëüêî ðàç ïðè ýòîì
èçìåíèòñÿ ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè?

Çàäà÷à 1.2.24
Äâà ïàðàëëåëüíûõ êîíòóðà íàñòðîåíû íà ÷àñòîòó ãåíåðàòîðà è âêëþ÷å-
íû ïîñëåäîâàòåëüíî. Íàéòè îòíîøåíèå ìîùíîñòåé P1/P2, åñëè õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå è ðåçèñòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ êîíòóðîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-
íû: ρ1 =200 Îì, ρ2 =300 Îì, R1 =4 Îì, R2 =10 Îì.

Çàäà÷à 1.2.25
Íà ïîñëåäîâàòåëüíûé êîëåáàòåëüíûé êîíòóð äåéñòâóþò îäíîâðåìåííî
ñèãíàë ñ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé u(t) = 1 ·cos 106t (ìÂ) è ïîìåõà
uïîì = 10·cos 5·105t (ìÂ). Ðàññ÷èòàòü ïàðàìåòðû L, C è R, åñëè èçâåñò-
íî, ÷òî íà åìêîñòè C íàïðÿæåíèå ñèãíàëà â 10 ðàç ïðåâûøàåò
íàïðÿæåíèå ïîìåõè, à àìïëèòóäà ñîñòàâëÿþùåé òîêà ñ ÷àñòîòîé
ñèãíàëà ðàâíà 100 ìÀ.

Çàäà÷à 1.2.26
Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ñîäåðæèò åìêîñòü C = 1000 ïÔ, íàñòðîåí íà ðå-
çîíàíñíóþ ÷àñòîòó fðåç = 200 êÃö è èìååò ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ
2∆f = 10 êÃö. Ðàññ÷èòàéòå äîáðîòíîñòü Q è âåëè÷èíó ðåçèñòèâíîãî ñî-
ïðîòèâëåíèÿ R.

Çàäà÷à 1.2.27
Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, íàñòðîåííûé íà ÷àñòîòó fðåç= 600 êÃö, ïðîïóñ-
êàåò íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè îäíîòîíàëüíîå ÀÌ-êîëåáàíèå. ×à-
ñòîòà íåñóùåé f0 =600 êÃö, ÷àñòîòà ñîîáùåíèÿ F =12 êÃö, êîýôôèöèåíò
ìîäóëÿöèè âõîäíîãî ñèãíàëà m=100%. Ðàññ÷èòàòü äîáðîòíîñòü êîíòóðà
Q è îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò ìîäóëÿöèè âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ.

Çàäà÷à 1.2.28
Èñòî÷íèê íàïðÿæåíèÿ u(t) = 0.2 cos 107t ñ âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì
Ri = 14 Îì ïîäêëþ÷åí ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó êîëåáàòåëüíîìó êîíòóðó,
íàñòðîåííîìó â ðåçîíàíñ ñ èñòî÷íèêîì ñèãíàëà. Èíäóêòèâíîñòü êîíòóðà
L = 100 ìêÃ, ñîïðîòèâëåíèå R = 6 Îì. Îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà ρ, äîáðîòíîñòü ñèòåìû Q è àìïëèòóäó Um íàïðÿ-
æåíèÿ íà åìêîñòè.

Çàäà÷à 1.2.29
Íà ÷àñòîòå f åìêîñòíîå ñîïðîòèâëåíèå êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà
XC = 250 Îì, èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå XL = 160 Îì, ðåçèñòèâíîå
ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà R = 4 Îì. Îïðåäåëèòü äîáðîòíîñòü êîíòóðà.

Çàäà÷à 1.2.30
Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ñ ïàðàìåòðàìè C1 = 900 ïÔ, R1 = 2 Îì, íà-
ñòðîåííûé íà ÷àñòîòó f1 = 300 êÃö, èíäóêòèâíî ñâÿçàí (êîýôôèöè-
åíò ñâÿçè M = 30%) ñî âòîðè÷íûì êîíòóðîì ñ ïàðàìåòðàìè
C1 =750 ïÔ, R2 = 10 Îì, íàñòðîåííûì íà ÷àñòîòó f2 = 350 êÃö. Ðàññ÷è-
òàòü èíäóêòèâíîñòè L1, L2 è îïðåäåëèòü ðåçèñòèâíóþ Rýêâ è ðåàêòèâíóþ
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Xýêâ ñîñòàâëÿþùèå âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî êîíòóðà äëÿ
ðàäèîñèãíàëà ñ äëèíîé âîëíû λ = 940 ì.

Çàäà÷à 1.2.31
Íàéòè íîðìàëüíûå ÷àñòîòû f1 è f2 ñèñòåìû èç äâóõ îäèíàêîâûõ èíäóê-
òèâíî ñâÿçàííûõ êîíòóðîâ, íàñòðîåííûõ íà ÷àñòîòó f0 = 2 ÌÃö. Êîýô-
ôèöèåíò ñâÿçè k = 22%.

Çàäà÷à 1.2.32
Íàéòè íîðìàëüíûå ÷àñòîòû ñèñòåìû èç äâóõ èíäóêòèâíî ñâÿçàííûõ êîí-
òóðîâ, íàñòðîåííûõ íà ÷àñòîòû f01 = 2 ÌÃö è f02 = 2.5 ÌÃö. Êîýôôè-
öèåíò ñâÿçè k = 30%.

Çàäà÷à 1.2.33
Èíäóêòèâíî ñâÿçàííûå êîíòóðû ïîäêëþ÷åíû ê èñòî÷íèêó ñèãíàëà ñ ÷à-
ñòîòîé f = 400 êÃö, àìïëèòóäîé U1m = 0.1 Â è íàñòðîåíû ìåòîäîì
ïîëíîãî ðåçîíàíñà. Îïðåäåëèòü àìïëèòóäó òîêà âî âòîðè÷íîì êîíòóðå
I2m ïðè êîýôôèöèåíòå âçàèìíîé èíäóêöèè M = 20 ìêÃ.

Çàäà÷à 1.2.34
Çàäàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû èíäóêòèâíî ñâÿçàííûõ êîíòóðîâ:
L1 = 2 ìêÃ, C1 = 35 íÔ, R1 = 18 Îì, L2 = 1.75 ìêÃ, C2 = 40 íÔ,
R2 =22 Îì, M =5 ìêÃ. Îïðåäåëèòå âèä ðåçîíàíñà. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè
R1 ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíûé ðåçîíàíñ?

Çàäà÷à 1.2.35
Èíäóêòèâíî ñâÿçàííûå êîíòóðû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:
L1 =20 ìêÃ, L2 =25 ìêÃ, M =5 ìêÃ, Ñ1 =4.5 íÔ, Ñ2 =4 íÔ, R1 =30 Îì,
R2 = 20 Îì. Íàéòè âåëè÷èíû ðåçèñòèâíîé Rýêâ è ðåàêòèâíîé
Xýêâ ñîñòàâëÿþùèõ ñîïðîòèâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî êîíòóðà íà ÷àñòîòå
f = 700 êÃö.

Çàäà÷à 1.2.36
Ñèñòåìà êîíòóðîâ ñ åìêîñòíîé ñâÿçüþ, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ 1.15,â, îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: L1 =L2 =6 ìÃ, Ñ1 =6 íÔ, Ñ2 =7 íÔ,
Cñâ = 2 íÔ. Îïðåäåëèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû f01 è f02 ïàðöèàëüíûõ
êîíòóðîâ.

Çàäà÷à 1.2.37
Ðàññ÷èòàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîïðîòèâëåíèÿ è äîáðîòíîñòè ïàðöèàëü-
íûõ êîíòóðîâ, ðàññìîòðåííûõ â çàäà÷å 1.2.35.

Çàäà÷à 1.2.38
Ïàðàëëåëüíûé êîíòóð, ñîäåðæàùèé êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè (L1 = 21 ìÃ,
R1 =100 Îì) è êîíäåíñàòîð C1 =240 ïÔ ñâÿçàí êîíäåíñàòîðîì Cñâ=6 ïÔ
ñ äðóãèì ïàðàëëåëüíûì êîíòóðîì, ñîäåðæàùèì êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè
(L2 =21 ìÃ, R2 =75 Îì) è êîíäåíñàòîð C1 =240 ïÔ. Èçîáðàçèòü ïðèí-
öèïèàëüíóþ ñõåìó ñâÿçàííîé ñèñòåìû, ïðåîáðàçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå
ñîåäèíåíèÿ L1, R1 è L2, R2 â ïàðàëëåëüíûå ñîåäèíåíèÿ èíäóêòèâíîñòåé
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è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîâîäèìîñòåé. Ðàññ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûå ïðîâîäè-
ìîñòè G1, G2, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïðîâîäèìîñòè g1, g2, ñîáñòâåííûå ÷à-
ñòîòû f01, f02 è äîáðîòíîñòè Q1, Q2 ïàðöèàëüíûõ êîíòóðîâ. Îïðåäåëèòü
êîýôôèöèåíò ñâÿçè k.

Çàäà÷à 1.2.39
Èíäóêòèâíî ñâÿçàííûå êîíòóðû èìåþò ïàðàìåòðû: L1 =2 ìêÃ,
C1 =35 íÔ, L2 =1.75 ìêÃ, C2 =40 íÔ, M =0.5 ìêÃ. Ðàññ÷èòàòü êîýô-
ôèöèåíò ñâÿçè êîíòóðîâ è íîðìàëüíûå ÷àñòîòû ñèñòåìû f1, f2.

Çàäà÷à 1.2.40
Äëÿ ðàññìîòðåííûõ â çàäà÷å 1.2.36 ñâÿçàííûõ êîíòóðîâ ðàññ÷èòàòü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîïðîòèâëåíèÿ ρ1, ρ2 è äîáðîòíîñòè Q1, Q2 ïàðöèàëü-
íûõ êîíòóðîâ ïðè R1 = 22Îì, R2 = 23Îì.

Çàäà÷à 1.2.41
Íàéòè ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó fðåç ñèñòåìû èç äâóõ èíäóêòèâíî ñâÿçàííûõ
êîíòóðîâ. Ïåðâè÷íûé êîíòóð íàñòðîåí íà ÷àñòîòó f01 = 100êÃö è ÿâëÿ-
åòñÿ êîëåáàòåëüíûì, âòîðè÷íûé êîíòóð � àïåðèîäè÷åñêèé (ωL2 À R2),
êîýôôèöèåíò ñâÿçè k = 60%,

Çàäà÷à 1.2.42
Ãåíåðàòîð ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ ñ âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì
Ri = 200 Îì íóæíî ñîãëàñîâàòü ñ íàãðóçêîé Rí = 20 êÎì. Äëÿ ñîãëà-
ñîâàíèÿ èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà èíäóêòèâíî ñâÿçàííûõ êîíòóðîâ: êîëåáà-
òåëüíîãî, íàñòðîåííîãî â ðåçîíàíñ ñ ÷àñòîòîé ãåíåðàòîðà, è àïåðèîäè÷å-
ñêîãî (ωL2 À R2 = Rí). Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò âçàèìîèíäóêöèè M
ïðè óñëîâèè, ÷òî L2 = 800 ìêÃ.

Çàäà÷à 1.2.43
Ïî ðåçîíàíñíîé êðèâîé ñèñòåìû èç äâóõ îäèíàêîâûõ êîíòóðîâ ïðè ïîë-
íîì ðåçîíàíñå íà ÷àñòîòå f = 600 êÃö ïîëó÷åíà ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ íà
óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè 2∆f = 12 êÃö. Îïðåäåëèòü äîáðîòíîñòè
Q êîëåáàòåëüíûõ êîíòóðîâ.

Çàäà÷à 1.2.44
Äâà êîëåáàòåëüíûõ êîíòóðà íàñòðîåíû â ðåçîíàíñ ïðè êðèòè÷åñêîé ñâÿ-
çè. Ñîïðîòèâëåíèå ïåðâè÷íîãî êîíòóðà R1 = 25 Îì, à âûõîäíàÿ ìîù-
íîñòü P2 = 1 Âò. Îïðåäåëèòå àìïëèòóäó òîêà I1m â ïåðâè÷íîì êîíòóðå.

Çàäà÷à 1.2.45
Àíòåííà ðàäèîïðèåìíèêà íàãðóæåíà íà íåáîëüøóþ èíäóêòèâíîñòü, ñâÿ-
çàííóþ âçàèìîèíäóêöèåé M = 20 ìêÃ ñî âõîäíûì êîíòóðîì, íàñòðîåí-
íûì íà ÷àñòîòó f = 16 ÌÃö è îáëàäàþùèì ïàðàìåòðàìè C = 20 ïÔ,
R = 8 Îì. Îïðåäåëèòü àìïëèòóäó íàïðÿæåíèÿ UCm, âîçíèêàþùåãî íà
êîíäåíñàòîðå, åñëè àìïëèòóäà òîêà â àíòåííå Im = 50 ìêÀ.

Çàäà÷à 1.2.46
Ñèñòåìà ïàðàëëåëüíûõ êîíòóðîâ ñ åìêîñòíîé ñâÿçüþ (ðèñ. 1.15,â) îáëà-
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äàåò ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: L1 = L2 = 4 ìêÃ, C1 = C2 = 390 ïÔ,
Cñâ = 10 ïÔ, G1 = G2 = 12.5 ìÑì. Ê ïåðâè÷íîìó êîíòóðó ïîäêëþ÷åí
èñòî÷íèê òîêà ñ àìïëèòóäîé I1m = 10 ìÀ, íàñòðîåííûé â ðåçîíàíñ ñ
êîíòóðàìè. Îïðåäåëèòü âíîñèìûå â ïåðâè÷íûé êîíòóð ïðîâîäèìîñòè è
àìïëèòóäó íàïðÿæåíèÿ íà ïåðâè÷íîì êîíòóðå.

Çàäà÷à 1.2.47
Îïðåäåëèòü òèï ôèëüòðà è ïàðàìåòðû åãî Ò-çâåíà, åñëè íà ÷àñòîòå
ω=104 ðàä/ñ åãî ñîïðîòèâëåíèå 104 Îì, à íà ÷àñòîòå 2ω � ŻT

0 = j104 Îì.

Çàäà÷à 1.2.48
Ðàññ÷èòàòü ïàðàìåòðû Ò-çâåíà ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò, èìåþùåãî
ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ îò 0 äî 10 êÃö è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå
1 êÎì.

Çàäà÷à 1.2.49
Ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò (Ò-îáðàçíûé) ñîäåðæèò äâå èíäóêòèâíî-
ñòè L = 397.5 ìÃ è åìêîñòü C = 3.18 ìêÔ. Ðàññ÷èòàòü ÷àñòîòó ñðåçà
ÔÍ×, åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå è ñîïðòèâëåíèå íà ÷àñòîòå
f = 1500 Ãö.

Çàäà÷à 1.2.50
Îïðåäåëèòü òèï ôèëüòðà, ðàññ÷èòàòü åãî ÷àñòîòó ñðåçà è ïàðàìåòðû, åñ-
ëè íà ÷àñòîòå ω = 103 ðàä/ñ ñîïðîòèâëåíèå Ò-çâåíà ŻT

0 = 103 Îì, à íà
÷àñòîòå ω/4 ŻT

0 = −j104.

Çàäà÷à 1.2.51
Ðàññ÷èòàòü ïàðàìåòðû ôèëüòðà âåðõíèõ ÷àñòîò, èìåþùåãî ïîëîñó ïðî-
ïóñêàíèÿ îò 100 êÃö è íàãðóæåííîãî â ïîëîñå ïðîçðà÷íîñòè íà ñîïðî-
òèâëåíèå 1 êÎì.

Çàäà÷à 1.2.52
Ïðîäîëüíûå âåòâè Ò-îáðàçíîãî ïîëîñîâîãî ôèëüòðà ñîäåðæàò êàòóøêó
èíäóêòèâíîñòè L1 =80 ìêÃ è êîíäåíñàòîð C1 = 1 ìêÔ êàæäàÿ, à ïîïå-
ðå÷íóþ âåòâü ñîñòàâëÿåò ïàðàëëåëüíîå âêëþ÷åíèå êàòóøêè èíäóêòèâíî-
ñòè L2 = 160 ìêÃ è êîíäåíñàòîðà C2 = 0.5 ìêÔ. Ðàññ÷èòàòü ñðåäíþþ
÷àñòîòó f0 ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ, ãðàíèöû ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ f1, f2 è
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ôèëüòðà ZT

0 íà ÷àñòîòå f0.

Çàäà÷à 1.2.53
Ðàññ÷èòàòü ñðåäíþþ ÷àñòîòó f0 è ïàðàìåòðû Ò-îáðàçíîãî çâåíà ïîëîñî-
âîãî ôèëüòðà ïî çàäàííûì ãðàíèöàì ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ f1 = 290 Ãö,
f2 = 1090 Ãö è õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñîïðîòèâëåíèþ Ò-çâåíà ôèëüòðà
800 Îì.

Çàäà÷à 1.2.54
Ðàññ÷èòàòü ïàðàìåòðû Ã-îáðàçíîãî m-çâåíà (m = 0.6) äëÿ ôèëüòðà íèæ-
íèõ ÷àñòîò, ðàññìîòðåííîãî â çàäà÷å 1.2.48.
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Çàäà÷à 1.2.55
Ðàññ÷èòàòü ïàðàìåòðû Ã-îáðàçíîãî m-çâåíà (m = 0.6) äëÿ ôèëüòðà âåðõ-
íèõ ÷àñòîò, ðàññìîòðåííîãî â çàäà÷å 1.2.51.

Çàäà÷à 1.2.56
Âûâåñòè ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû è ðàññ÷èòàòü íà ÷àñòîòå f = 800 êÃö
ïîñòîÿííóþ çàòóõàíèÿ (α = Reγ) è ôàçîâóþ ïîñòîÿííóþ (β = Imγ) êî-
àêñèàëüíîé ëèíèè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0 = 50 Îì,
ïîãîííûì ñîïðîòèâëåíèåì Rïîã = 50 ìÎì/ì, ïîãîííîé ïðîâîäèìîñòüþ
Gïîã = 2 ·10−5 Ñì/ì è ïîãîííîé åìêîñòüþ Cïîã = 4 ïÔ/ì ïðè óñëîâèÿõ
ωL À R, ωC À G.

Çàäà÷à 1.2.57
Äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ïàðàìåòðîâ ëèíèè ðàññ÷èòàòü
åå ÊÏÄ, ïîäâîäèìóþ ìîùíîñòü Pâõ, ïîòåðè ìîùíîñòè Pïîò, à òàêæå àì-
ïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ è òîêà â íà÷àëå U1m, I1m è â êîíöå U2m, I2m ëèíèè
äëèíîé `=200 ì, åñëè ëèíèÿ ñîãëàñîâàíà ñ íàãðóçêîé è íà íàãðóçêó ïî-
ñòóïàåò ìîùíîñòü Pâûõ=2 êÂò.

Çàäà÷à 1.2.58
Ê ðàçîìêíóòîé ëèíèè áåç ïîòåðü äëèíîé ` = 500 ì ñ ïîãîííûìè ïàðà-
ìåòðàìè L1 = 0.19 ìêÃ/ì, C1 = 72 ïÔ/ì ïðèëîæåíî ãàðìîíè÷åñêîå íà-
ïðÿæåíèå ñ ÷àñòîòîé f =15.9 êÃö è àìïëèòóäîé U1m =10 Â. Îïðåäåëèòü
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå R0, ôàçîâóþ ñêîðîñòü vô, ïîñòîÿí-
íóþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ β è àìïëèòóäó íàïðÿæåíèÿ U2m íà êîíöå ëèíèè.

Çàäà÷à 1.2.59
Â çàìêíóòîé íà êîíöå ëèíèè áåç ïîòåðü äëèíîé ` = 500 ì ñ ïîãîííûìè
ïàðàìåòðàìè L1 =0.19 ìêÃ/ì, C1 =72 ïÔ/ì ïðèëîæåíî ãàðìîíè÷åñêîå
íàïðÿæåíèå ñ ÷àñòîòîé f = 15.9 êÃö è àìïëèòóäîé U1m = 10 Â. Îïðåäå-
ëèòü àìïëèòóäû òîêîâ I1m, I2m â íà÷àëå è êîíöå ëèíèè.

Çàäà÷à 1.2.60
Âûâåñòè ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ âõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ, âõîäíîãî
òîêà è âõîäíîé ìîùíîñòè íåñîãëàñîâàííîé (R0/Rí = m) êîàêñèàëüíîé
ëèíèè äëèíîé ` ñ ìàëûìè ïîòåðÿìè (α` ¿ 1) è ðàññ÷èòàòü ÊÏÄ ëèíèè
ñ ïîòåðÿìè äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ ïðè m= 2.

Çàäà÷à 1.2.61
Â êîàêñèàëüíîé ëèíèè áåç ïîòåðü äëèíîé `=20 ì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
âîëíà ñ ÷àñòîòîé f = 1.59 ÌÃö. Ñêîðîñòü âîëíû v = 2 · 108 ì/ñ. Îïðå-
äåëèòü âåëè÷èíó è õàðàêòåð âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ êîðîòêî çàìêíóòîé
ëèíèè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0 =75 Îì.

Çàäà÷à 1.2.62
Îïðåäåëèòü ïîãîííûå ïàðàìåòðû êîàêñèàëüíîãî êàáåëÿ áåç ïîòåðü ñ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0 =75 Îì, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýëåê-
òðîìàãíèòíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â íåì ñî ñêîðîñòüþ v=108 ì/ñ.
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Çàäà÷à 1.2.63
Îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå R0 è äëèíó ` êîàêñèàëü-
íîãî êàáåëÿ, åñëè íà ÷àñòîòå f = 100 ÌÃö ïðè êîðîòêîì çàìûêàíèè íà
êîíöå îí èìååò âõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå Żâõ = j231 Îì, à âõîäíîå ñîïðî-
òèâëåíèå ðàçîìêíóòîãî îòðåçêà ñîñòàâëÿåò Żâõ=−j24.4 Îì.

Çàäà÷à 1.2.64
Êàêîâû ìèíèìàëüíûå äëèíû êîðîòêîçàìêíóòûõ îòðåçêîâ êîàêñèàëüíîé
ëèíèè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0 =50 Îì ýêâèâàëåíòíûõ
íà ÷àñòîòå f =10 ÃÃö åìêîñòè C =1 ïÔ è èíäóêòèâíîñòè L=0.02 ìêÃ?

Çàäà÷à 1.2.65
Íà êîíöå ëèíèè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0 = 600 Îì
âêëþ÷åíà èíäóêòèâíîñòü L = 2 ìêÃ. Îïðåäåëèòü íà êàêîì ðàññòîÿíèè
îò êîíöà ëèíèè ïðè äëèíå âîëíû êîëåáàíèé λ=3 ì áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ
áëèæàéøèé ê íàãðóçêå óçåë íàïðÿæåíèÿ.

Çàäà÷à 1.2.66
Íà êîíöå êîàêñèàëüíîé ëèíèè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì
R0 = 80 Îì âêëþ÷åíà èíäóêòèâíîñòü. Ïðè äëèíå âîëíû λ = 40 ñì áëè-
æàéøèé ê èíäóêòèâíîñòè óçåë íàïðÿæåíèÿ íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè
`=15 ñì. Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó èíäóêòèâíîñòè L.

Çàäà÷à 1.2.67
Èñòî÷íèê ñèíóñîèäàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ñ äëèíîé âîëíû λ=3 ì ïîäêëþ-
÷åí ê ðàçîìêíóòîé ëèíèè äëèíîé ` = 4 ì è ñîçäàåò íà êîíöå íàïðÿæå-
íèå ñ àìïëèòóäîé U2m =80 Â. Ðàññ÷èòàòü âõîäíûå íàïðÿæåíèå U1m, òîê
I1m è ñîïðîòèâëåíèå Żâõ, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ëèíèè
R0 =200 Îì.

Çàäà÷à 1.2.68
Êîàêñèàëüíàÿ ëèíèÿ äëèíîé `=21.25 ñì, çàêîðî÷åííàÿ íà êîíöå, ïîäêëþ-
÷åíà ê ãåíåðàòîðó ãàðìîíè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ ñ àìïëèòóäîé U1m=2Â.
Äëèíà âîëíû â ëèíèè 10 ñì. Âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå ãåíåðàòîðà ðàâ-
íî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñîïðîòèâëåíèþ ëèíèè R0 = 75 Îì. Ðàññ÷èòàòü
àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ Um è òîêà Im â ïó÷íîñòÿõ ñòîÿ÷èõ âîëí.

Çàäà÷à 1.2.69
Ê ÷åòâåðòüâîëíîâîìó îòðåçêó êîàêñèàëüíîé ëèíèè áåç ïîòåðü ñ ïîãîí-
íûìè ïàðàìåòðàìè L = 4ìêÃ/ì, C = 11.1 ïÔ/ì è äëèíîé ` = 1.5 ì
ïîäêëþ÷åíî ñîïðîòèâëåíèå íàãðóçêè Żí=−j1000 Îì. Îïðåäåëèòü âåëè-
÷èíó è õàðàêòåð âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Çàäà÷à 1.2.70
Ñîïðîòèâëåíèå íàãðóçêè Żí = 100+j100 Îì ïîäêëþ÷åíî ê âûõîäó êî-
àêñèàëüíîé ëèíèè äëèíîé λ/8 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì
100 Îì. Íàéòè âåëè÷èíó âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.
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Çàäà÷à 1.2.71
Êîàêñèàëüíàÿ ëèíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0 =100 Îì
íàãðóæåíà íà ðåçèñòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå Rí = 300 Îì. Îïðåäåëèòü êî-
ýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ΓU , ÊÑÂÍ s è àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ Um â óçëàõ
è ïó÷íîñòÿõ âîëíû, åñëè àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû U1m =100 Â.

Çàäà÷à 1.2.72
Êîàêñèàëüíàÿ ëèíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0=100 Îì
íàãðóæåíà íà íåèçâåñòíîå àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå Rí. Àìïëèòóäà íà-
ïðÿæåíèÿ â ïó÷íîñòÿõ ïîëÿ Umax = 500 Â, à â óçëàõ - Umin = 300 Â.
Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ Rí, ïðè êîòîðûõ íà êîíöå ëèíèè ðàñïîëàãàåòñÿ
óçåë è ïó÷íîñòü ïîëÿ.

Çàäà÷à 1.2.73
Òðè îäèíàêîâûõ àêòèâíûõ ñîïðîòèâëåíèÿ R = 200 Îì ñîåäèíåíû îò-
ðåçêàìè äëèííûõ ëèíèé ïðîèçâîëüíîé äëèíû, îáåñïå÷èâàþùèìè ðåæèì
áåãóùèõ âîëí íà âñåõ ó÷àñòêàõ. Îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîïðî-
òèâëåíèÿ îòðåçêîâ.

Çàäà÷à 1.2.74
Îòðåçîê ëèíèè äëèíîé λ/2 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì
R01 =100 Îì ïîäêëþ÷åí ê ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ðåçèñòîðà
R1 = 200 Îì è îòðåçêà ëèíèè äëèíîé 3λ/4 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñî-
ïðîòèâëåíèåì R02 = 200 Îì, íàãðóæåííûì íà ðåçèñòîð R2 = 100 Îì.
Èçîáðàçèòü ñòðóêòóðíóþ ñõåìó ñèñòåìû, ðàññ÷èòàòü åå âõîäíîå ñîïðî-
òèâëåíèå Żâõ, êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ Γ è ÊÑÂÍ â îòðåçêàõ ëèíèè.

Çàäà÷à 1.2.75
Êîàêñèàëüíàÿ ëèíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ. Ïåðâûé, ñ÷èòàÿ îò êîíöà,
ðàçîìêíóò, èìååò äëèíó `1, îáëàäàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíè-
åì R01 è ñëóæèò íàãðóçêîé äëÿ âòîðîãî, èìåþùåãî äëèíó `2 è îáëàäà-
þùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R02. Ïîêàçàòü, ÷òî âõîäíîå
ñîïðîòèâëåíèå ëèíèè óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå Ã.À.Óãåðà Zâõ= Zâõ1Zâõ2+R2

02

Zâõ1+Zâõ2
.

Ðàññ÷èòàòü âõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå ñîñòàâíîé ëèíèè ïî îñíîâíîé ôîðìó-
ëå è ïî ôîðìóëå Ã.À.Óãåðà ïðè `1 =7.5 ñì, R01 =200 Îì, `2 =21.25 ñì,
R02 =100 Îì. Äëèíà ðàäèîâîëí 10 ñì.

Çàäà÷à 1.2.76
Èñòî÷íèê ÝÄÑ ñ äëèíîé âîëíû 1 ì è àìïëèòóäîé U1m =100 Â âêëþ÷åí
íà âõîäå çàìêíóòîé íà êîíöå ëèíèè äëèíîé ` = 1.5 ì ñ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0 = 200 Îì. Ïîñðåäèíå ëèíèè ìåæäó åå ïðîâî-
äàìè âêëþ÷åí êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C =2 ïÔ. Îïðåäåëèòü àìïëèòóäû
òîêà I1m â íà÷àëå ëèíèè, íàïðÿæåíèÿ UCm íà êîíäåíñàòîðå è òîêà ICm,
ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç êîíäåíñàòîð.

Çàäà÷à 1.2.77
Äâà êîàêñèàëüíûõ êàáåëÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñîïðîòèâëåíèÿìè
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R01 =500 Îì è R02 =200 Îì ñîãëàñîâàíû íà äëèíå 1 ì ñ ïîìîùüþ îòðåç-
êà âñïîìîãàòåëüíîãî êàáåëÿ (òðàíñôîðìàòîðà). Îïðåäåëèòü åãî äëèíó `
è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå Ròð

0 .

Çàäà÷à 1.2.78
Êîìïëåêñíàÿ íàãðóçêà Żí=35+j105 Îì ïîäêëþ÷åíà ê êîàêñèàëüíîé ëè-
íèè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0 = 70 Îì, ðàáîòàþùåé íà
äëèíå âîëíû λ=60 ñì. Îïðåäåëèòü ìåñòî âêëþ÷åíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå ñîïðîòèâëåíèå ÷åòâåðòüâîëíîâîãî òðàíñôîðìàòîðà, ñîãëàñóþùåãî
ëèíèþ ñ íàãðóçêîé.

Çàäà÷à 1.2.79
Êîàêñèàëüíàÿ ëèíèÿ äëèíîé `1 =20 ñì ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâ-
ëåíèåì R01 =70 Îì ñîåäèíåíà ñ íàãðóçêîé â âèäå ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåí-
íûõ äâóõ îòðåçêîâ ëèíèé (ðèñ. 1.21): 1) äëèíîé `2 =55 ñì ñ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R02 =100 Îì è íàãðóçêîé Rí2 =50 Îì,
2) äëèíîé `3 =30 ñì ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R03 =120 Îì
è íàãðóçêîé Rí3 =70 Îì. Ðàññ÷èòàòü âõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå è ÊÑÂÍ âî
âñåõ îòðåçêàõ ëèíèè ïðè äëèíå âîëíû 40 ñì.

Çàäà÷à 1.2.80
Ãåíåðàòîð îáåñïå÷èâàåò ðåæèì áåãóùèõ âîëí ïðè äëèíå âîëíû 7.5 ì íà
ñîïðîòèâëåíèè íàãðóçêè Rí = 50 Îì. Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ëèíèè ñ êîì-
ïëåêñíîé íàãðóçêîé Żí = 100 − j50 Îì èñïîëüçîâàí êîðîòêîçàìêíóòûé
øëåéô. Ðàññ÷èòàòü ìåñòî âêëþ÷åíèÿ `1 è äëèíó øëåéôà `2.

Çàäà÷à 1.2.81
Ñîãëàñîâàíèå ëèíèè ñ íàãðóçêîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å îñóùåñòâèòü ñ
ïîìîùüþ ÷åòâåðòüâîëíîâîãî òðàíñôîðìàòîðà. Îïðåäåëèòü ìåñòî âêëþ-
÷åíèÿ (ðàññòîÿíèå îò íàãðóçêè `) è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå
Ròð

0 òðàíñôîðìàòîðà.

Çàäà÷à 1.2.82
Èñòî÷íèê ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ñ ÝÄÑ E = 100σ(t) Â è âíóòðåííèì
ñîïðîòèâëåíèåì Ri = 50 Îì ñîåäèíåí ñ íàãðóçêîé Rí = 30 Îì îòðåçêîì
êîàêñèàëüíîé ëèíèè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R0 =50 Îì.
Âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû âäîëü ëèíèè t0 =0.2 ñ. Çàïèñàòü âûðàæå-
íèÿ äëÿ íàïðÿæåíèÿ U1(t) è òîêà I1(t) íà âõîäå ëèíèè ïðè 0 ≤ t ≤ 2t0.

Çàäà÷à 1.2.83
Èñòî÷íèê ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ñ ÝÄÑ E = 110 Â è âíóòðåííèì ñî-
ïðîòèâëåíèåì Ri = 50 Îì ïîäêëþ÷åí ê öåïè (ðèñ. 1.21), ñîñòîÿùåé èç
òðåõ îòðåçêîâ ëèíèé áåç ïîòåðü, íàãðóæåííûõ íà ðåçèñòèâíûå ïðèåìíè-
êè R2 è R3 : R01 = 50Îì, R2 = R02 = 2R01, R3 = R03 = 3R01. Çàïèñàòü
âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé è òîêîâ íà âõîäàõ ëèíèé ïðè t=2`1/v1, ãäå
v1 � ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû.

Çàäà÷à 1.2.84
Ëèíèÿ áåç ïîòåðü (R0 = 120 Îì, ` = 400 ì, vô = 2·108 ì/ñ) ñîãëàñîâàíà
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ñ èñòî÷íèêîì ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ (ÝÄÑ E =100σ(t) Â, âíóòðåííåå
ñîïðîòèâëåíèå Ri =120 Îì) è íàãðóçêîé Rí=120 Îì. Ê ñåðåäèíå ëèíèè
(ðèñ. 1.22) ïðèñîåäèíåíà èíäóêòèâíîñòü L = 30 ìêÃ. Çàïèñàòü âûðàæå-
íèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé â òî÷êå x1 =0.25` è íà íàãðóçêå (x=`).

Çàäà÷à 1.2.85
Èñïîëüçóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ëèíèè Ż0 è ïîñòîÿííóþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ γ, ïðåäñòàâèòü A-ìàòðèöåé ÷åòûðåõïîëþñíèêà îòðå-
çîê äëèííîé ëèíèè ñ ïîòåðÿìè äëèíîé `.

Çàäà÷à 1.2.86
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå îòðåçêà äëèííîé ëèíèè A-ìàòðèöåé ÷åòûðåõ-
ïîëþñíèêà, ïîñòðîèòü ìàòðè÷íóþ ìîäåëü ñîåäèíåíèÿ äëèííûõ ëèíèé áåç
ïîòåðü, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1.23.

Ðèñ. 1.21 Ðèñ. 1.22 Ðèñ. 1.23

1.2.3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷
Çàäà÷à 1.2.4

L
dI

dt
=E − U, C1

dU

dt
=I − (U − U1)/R, C2

dU1

dt
=(U − U1)/R.

Îòñþäà
dI

dt
=

E − U

L
,

dU

dt
=

I

C1
+

U1 − U

RC1
,

dU1

dt
=

U − U1

RC2
.

Öåïü áóäåò íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâåñèè ïðè I = 0, U1 = U2 = E.

Çàäà÷à 1.2.5
Îáîçíà÷èì ïðîäîëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ÷åòûðåõïîëþñíèêà Ż1 = R1+jωL,
à ïîïåðå÷íîå ñîïðîòèâëåíèå Ż2 = R2. Êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò ïåðå-
äà÷è ÷åòûðåõïîëþñíèêà

K̇(jω) =
U̇2

U̇1
=

Ż2

Ż1 + Ż2
=

R2

R1 + R2 + jωL
.

Îòñþäà äëÿ À×Õ K(ω) = |K̇(ω)| è Ô×Õ ϕ(ω) = arctgImK̇(jω)
ReK̇(jω)

èìååì
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K(ω)| = R2√
(R1 + R2)2 + ω2L2

, ϕ(ω) =
ImK̇

ReK̇
= −arctg ωL

R1 + R2
.

Çàäà÷à 1.2.6
Îïåðàòîðíûé êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ÷åòûðåõïîëþñíèêà (ñèñòåìíóþ
ôóíêöèþ) K(s) ÷åòûðåõïîëþñíèêà ïîëó÷èì, çàìåùàÿ jω êîìïëåêñíîé
÷àñòîòîé s K(s) = R2/(R1 + R2 + sL).

Ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó ÷åòûðåõïîëþñíèêà ïîëó÷èì â äâà ýòàïà.
Ñíà÷àëà ïîñòðîèì åå ëàïëàñîâñêîå èçîáðàæåíèå. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì
èçîáðàæåíèå 1/s ôóíêöèè Õåâèñàéäà σ(t) íà ñèñòåìíóþ ôóíêöèþ ÷åòû-
ðåõïîëþñíèêà K(s) è ïîëó÷èì g(s) � ëàïëàñîâñêîå èçîáðàæåíèå îòêëèêà
÷åòûðåõïîëþñíèêà íà âîçäåéñòâèå σ(t) g(s) = R2

s(R1+R2+sL) .
Âòîðîé ýòàï çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè îðèãèíàëà, ò.å. ôóíêöèè g(t)

ïî ôîðìóëå Õåâèñàéäà. Ìíîãî÷ëåí â çíàìåíàòåëå s(s+(R1+R2)/L èìååò
äâà êîðíÿ s1 = 0, s2 = −(R1 + R2)/L. Ïîýòîìó

g(t)=
R2

L

(
1

(R1+R2)/L
− e−(R1+R2)/L

(R1+R2)/L

)
=

R2

R1+R2

(
1− e−(R1+R2)/L

)
.

Ïîñêîëüêó èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíîé öåïè h(t) ñâÿçàíà ñ
ñèñòåìíîé ôóíêöèåé K(s) ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà, ïî òåîðåìå Õåâè-
ñàéäà ïîëó÷èì

h(t) =
R2

L

(
1

(R1 + R2)/L
e−(R1+R2)/L

)
=

R2

R1 + R2
e−(R1+R2)/L.

Çàäà÷à 1.2.8
Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ Êèðõãîôà:

İ1(R2 + R1)− İ2R2 = U̇1, İ2(R2 + R3 +
1

jωC
)− İ1R2 = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ İ1 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âî âòîðîå, ïîëó÷èì

İ2(R1 + R2)(R2 + R3 +
1

jωC
)− İ2R

2
2 − U̇1R2 = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî U̇2 = İ2R3, ïîëó÷èì êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò ïåðå-
äà÷è öåïè

K̇(jω) =
U̇2

U̇1
=

R2R3

R1R2 + R1R3 + R2R3 + R1+R2

jωC

.

Îòñþäà äëÿ À×Õ K(ω) = |K̇(ω)| è Ô×Õ ϕ(ω) = arctgImK̇(jω)
ReK̇(jω)

èìååì

K(ω) =
ωR3C√

(1 + R1

R2
)2 + (1 + R1

R2
+ R1

R3
)2(ωR3C)2

,
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ϕ(ω) = arctg 1

ωC(R3 + R1R2/(R1 + R2))
.

Çàäà÷à 1.2.16
Äëèíå âîëíû λ ñîîòâåòñòâóåò ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà

fðåç =
c

λ
=

3·108 ì/ñ
500 ì = 6·105 Ãö, ωðåç=2πfðåç= 37.7·105 ðàä/ñ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà ρ = ωðåçL = 565 Îì,
äîáðîòíîñòü êîíòóðà Q = ρ/R = fðåç/2∆f . Îòñþäà

2∆f = fðåçR/ρ = 5.31 êÃö.

Çàäà÷à 1.2.19
Ñðåäíÿÿ àêòèâíàÿ ìîùíîñòü âûäåëÿåòñÿ â êîíòóðå íà àêòèâíîì ñîïðî-
òèâëåíèè. Ðåçîíàíñíîå ñîïðîòèâëåíèå ïàðàëëåëüíîãî êîíòóðà îïèñûâà-
åòñÿ ôîðìóëîé Zðåç=ρ2/R=Q2R. Îòñþäà

R=Zðåç/Q
2 =40000 Îì/900=44.4 Îì,

à ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü P = I2
mR/2 = 0.36 · 44.4/2 = 8 Âò.

Çàäà÷à 1.2.41
Óñëîâèåì ðåçîíàíñà â ñèñòåìå ñâÿçàííûõ êîíòóðîâ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
íóëþ ðåàêòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî
êîíòóðà

Xâõ=ωðåçL1 − 1

ωðåçC1
− ω2

ðåçM
2

R2
2 + ω2

ðåçL
2
2
ωðåçL2 =0.

Ïîñêîëüêó R2 ¿ ωðåçL2, èìååì

Xâõ∼=ωðåçL1 − 1

ωðåçC1
− ω2

ðåçM
2

ωðåçL2
= 0, èëè 1− ω2

01

ω2
ðåç
− M 2

L1L2
=0.

Îòñþäà
ω2

01

ω2
ðåç

=
f 2

01

f 2
ðåç

=1− k2, èëè fðåç=
f01√
1− k2

=125êÃö.

Çàäà÷à 1.2.78
×åòâåðòüâîëíîâûå òðàíñôîðìàòîðû ñîãëàñóþò òîëüêî ðåçèñòèâíûå ñî-
ïðîòèâëåíèÿ ñ ðåçèñòèâíûìè. Ïîýòîìó òðàíñôîðìàòîð ñëåäóåò âêëþ-
÷àòü â ñå÷åíèè, ãäå Xâõ=0. Íà ðàññòîÿíèè ` îò íàãðóçêè èìååì

Żâõ=R0
Żí+jR0tgβ`

R0+jŻítgβ`
=

R0(rí+jxí+jR0tgβ`)(R0 − xítgβ`− jrítgβ`)

(R0 − xítgβ`+jrítgβ`)(R0 − xítgβ`− jrítgβ`)
=
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=
R2

0rí(1 + tg2β`)

(R0 − xítgβ`)2 + (rítgβ`)2+jR0
[xíR0(1 + tg2β`) + (R2

0 − r2
í − x2

í)tgβ`)

(R0 − xítgβ`)2 + (rítgβ`)2 .

Ðåàêòèâíàÿ ÷àñòü âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, êîãäà

R0xítg2β` + (x2
í + r2

í −R2
0)tgβ`− xíR0 =0.

Îòñþäà tgβ` = −1/2 ± √
5/2. Äëÿ β` = 2π`/0.6 = 10.47` ïîëó÷àåì

`1 =0.088λ=5.28 ñì, `2 =0.338λ=20.28 ñì. Â ýòèõ ñå÷åíèÿõ ðåçèñòèâíàÿ
÷àñòü âõîäíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà 79.61 è 10.9 Îì, à
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîïðîòèâëåíèÿ ÷åòâåðòüâîëíîâûõ òðàíñôîðìàòîðîâ
Ròð

0 =
√

RâõR0 ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 74.65 è 27.6 Îì.
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1.3 Íåëèíåéíûå ðàäèîýëåêòðîííûå
ñèñòåìû

1.3.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
Ïðîöåññ ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôè÷åñêè

èëè òàáëè÷íî çàäàííûõ õàðàêòåðèñòèê íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé. Àï-
ïðîêñèìàöèÿ ñòåïåííûì ìíîãî÷ëåíîì îñíîâàíà íà ðàçëîæåíèè âîëüò-
àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà (ÂÀÕ ÍÝ) â îêðåñòíî-
ñòè ðàáî÷åé òî÷êè U0 â ðÿä Òåéëîðà:

I(U) = a0 +a1(U −U0)+a2(U −U0)
2 + . . . = a0 +

n∑

k=0

ak(U −U0)
k, (1.44)

ãäå ak = 1
k!

dkI
dUk |U=U0

.
Åñëè íà âõîäå ðåçèñòèâíîãî ÍÝ äåéñòâóþò íàïðÿæåíèå ñìåùåíèÿ U0

è ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë U(t) = Um cos ωt, ò.å. U = U0 +Um cos ωt (ðèñ.
1.24), òî òîê ÍÝ ñòàíîâèòñÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêèì:

I = a0 + a1Um cos ωt + a2U
2
m cos2 ωt + a3U

3
m cos3 ωt + . . . (1.45)

0 U

U
U0

Um

I

0

I

I0

t

0

t

-

6

-

6

-

?

-
-

Ðèñ. 1.24. Ãðàôè÷åñêîå ïîñòðîåíèå òîêà â öåïè ÍÝ ñî ñòåïåííîé
àïïðîêñèìàöèåé ÂÀÕ

I =a0+
1

2
a2U

2
m+

3

8
a4U

4
m+. . .+

(
a1Um+

3

4
a3U

3
m+

5

8
a5U

5
m+. . .

)
cos ωt+

+
(a2

2
U2

m+
a4

2
U 4

m+. . .
)
cos 2ωt+

(
a2

4
U3

m+
5

16
a5U

5
m+. . .

)
cos 3ωt+. . .=

= I0 + I1 cos ωt + I2 cos 2ωt + I3 cos 3ωt + . . .

Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñîñòîèò â çàìåíå ðåàëüíîé õàðàê-
òåðèñòèêè ïðèáëèæåííîé, ñîñòîÿùåé èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ ëèíèé ñ ðàç-
ëè÷íûìè íàêëîíàìè:
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I(U) =

{
0 ïðè U < Uîòñ,
S(U − Uîòñ) ïðè U > Uîòñ

(1.46)

ãäå S � êðóòèçíà õàðàêòåðèñòèêè; Uîòñ � íàïðÿæåíèå åå èçëîìà. Ñìåùå-
íèå U0 íà ðèñ. 1.25 âûáðàíî òàê, ÷òîáû âûõîäíîé òîê ïðîòåêàë òîëüêî â
òå÷åíèå ÷àñòè ïåðèîäà (óäâîåííûé óãîë îòñå÷êè 2ϑ):

cos ϑ =
Uîòñ − U0

Um
, I(t) = SUm(cos ωt− cos ϑ).

0 U

U
UîòñU0 Um ϑ 2ϑ

I

0

I

ωt

ωt

-

6

-

6

-

?

- - - ¾ -

Ðèñ. 1.25. Ãðàôè÷åñêîå ïîñòðîåíèå òîêà â öåïè ÍÝ ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé
àïïðîêñèìàöèåé ÂÀÕ

Òîãäà I(t) èìååò âèä èìïóëüñîâ òîêà (ðèñ. 1.25) è ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé
ôóíêöèåé

I(t) = I0 + I1 cos ωt + I2 cos 2ωt + I3 cos 3ωt + . . . , (1.47)
à êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå èìåþò âèä

I0 =
SUm

π

ϑ∫

0

(cos ωt− cos ϑ)dωt=
SUm

π
(sin ϑ− ϑcos ϑ)=SUmγ0(ϑ),

I1=
2SUm

π

ϑ∫

0

(cos ωt− cos ϑ) cos ωtdωt=
SUm

π
(ϑ− sin ϑ cos ϑ)=SUmγ1(ϑ),

In =
2SUm

π

ϑ∫

0

(cos ωt− cos ϑ) cos nωtdωt =

=
2SUm

π
· sin nϑ cos ϑ− n sin ϑ cos nϑ

n(n2 − 1)
=SUmγn(ϑ), n = 2, 3, 4, . . . ,

(1.48)
ãäå γi(ϑ) � ôóíêöèè Áåðãà. Åñëè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå òîêà ïîääåðæèâà-
åòñÿ ïîñòîÿííûì, âìåñòî ôóíêöèé Áåðãà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü íîðìèðî-
âàííûå êîýôôèöèåíòû Áåðãà αn(ϑ) [6], äîñòèãàþùèå íàèáîëüøåãî çíà÷å-
íèÿ ïðè ϑ=120◦/n. Îñíîâíûå ïðèìåíåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñè-
ìàöèè ÂÀÕ ÍÝ è íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ
� âûïðÿìëåíèå òîêà è óìíîæåíèå ÷àñòîòû ñèãíàëîâ.
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Ïðè áèãàðìîíè÷åñêîì è ïîëèãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèÿõ íà ÍÝ âîç-
íèêàþò êîëåáàíèÿ ñ êðàòíûìè è êîìáèíàöèîííûìè ÷àñòîòàìè ωêîìá. Â
îáùåì ñëó÷àå ÂÀÕ ÍÝ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì N -é ñòåïåíè, à
âõîäíîé ñèãíàë ñîäåðæèò n ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè ÷à-
ñòîòàìè. Òîãäà

ωêîìá = |m1ω1 + m2ω2 + . . . + mnωn|, (1.49)
ãäå mi ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò ±1 äî ±(N − 1). Âîçíèêàþùåå
â ÍÝ âçàèìîäåéñòâèå ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèÿ ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âûïîëíåíèÿ òàêèõ îïåðàöèé, êàê àìïëèòóäíàÿ
ìîäóëÿöèÿ, ïåðåíîñ ñïåêòðà ïî øêàëå ÷àñòîò, äåòåêòèðîâàíèå.

Íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëîâ âîçìîæíû â ýëåêòðè÷åñêèõ öå-
ïÿõ, ñîäåðæàùèõ ðåçèñòèâíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ýëåìåíòû (ÏÝ), ïðîâî-
äèìîñòè êîòîðûõ G èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ïî ïåðèîäè÷åñêîìó çàêîíó:

G(t) =
g0

2
+

∞∑

k=1

gk cos (kωót + ϕk),

ãäå gk � êîýôôèöèåíòû ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ÏÝ; ωó � ÷àñòîòà óïðàâëÿ-
þùåãî ñèãíàëà. Åñëè íà âõîä öåïè ïîñòóïàåò íàïðÿæåíèå U(t)=Um cos ωt,
òîê â öåïè ÏÝ èìååò âèä

I(t)=G(t)U(t)=
g0Um

2
cos ωt+

∞∑

k=1

gkUm cos (kωót+ϕk) cos ωt =

=
Um

2
g0 cos ωt+

+
Um

2

[ ∞∑

k=1

gk (cos [(ω − kωó)t− ϕk]+cos [(ω+kωó)t+ϕk])

]
=

=
Um

2

∞∑

k=−∞
gk cos [(ω − kωó)t− ϕk]. (1.50)

Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ
Ðåàêòèâíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ýëåìåíòû îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ â ñîñòà-

âå êîëåáàòåëüíûõ êîíòóðîâ. Åñëè óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå èçìåíÿåòñÿ
ìåäëåííî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé êîíòóðà, âîçíèêàåò ÿâ-
ëåíèå ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè. Êîãäà æå ÷àñòîòà óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà
áëèçêà ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êîíòóðà èëè êðàòíà åé, âîçíèêàåò ïàðà-
ìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ.

Ïóñòü åìêîñòü êîíäåíñàòîðà C ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè
è â òå ìîìåíòû, êîãäà çàðÿä êîíäåíñàòîðà è íàïðÿæåíèå UC äîñòèãàþò
àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé, óìåíüøàåòñÿ ñêà÷êîì íà âåëè÷èíó ∆C çà ìàëîå
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âðåìÿ (ðèñ. 1.26), à â
òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà UC =0, ñêà÷êîì âîçâðàùàåòñÿ â ïåðâîíà÷àëü-
íîå ñîñòîÿíèå. Òîãäà â êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ïîñòóïàåò äîïîëíèòåëüíàÿ
ýíåðãèÿ ∆W =−∆C

C W è âíîñèòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îòðèöàòåëüíîå ñîïðî-
òèâëåíèå Râí, à êîëåáàíèÿ íàðàñòàþò. Îòíîøåíèå m = ∆C/C ïðèíÿòî
íàçûâàòü ãëóáèíîé ìîäóëÿöèè åìêîñòè. Ãëóáèíà ìîäóëÿöèè m ìîæåò
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áûòü íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî Râí ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåò ñîïðîòèâëå-
íèå ïîòåðü â êîíòóðå, è êîëåáàíèÿ íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàþò.

Ðèñ. 1.26. Èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ
íà åìêîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîì êîíòóðå

Âîçíèêíîâåíèå íàðàñòàþùèõ êîëåáàíèé ïðè ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíå-
íèè âåëè÷èíû ýíåðãîåìêîãî ïàðàìåòðà ñ ÷àñòîòîé, êðàòíîé ñîáñòâåííîé
÷àñòîòå êîíòóðà, íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçáóæäåíèåì êîëåáà-
íèé èëè ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëóáèíà ìî-
äóëÿöèè åìêîñòè � êðèòè÷åñêîé mêð. Êîãäà m < mêð ïîòåðè â êîíòóðå
êîìïåíñèðóþòñÿ ÷àñòè÷íî è ýêâèâàëåíòíàÿ äîáðîòíîñòü êîíòóðà âîçðàñ-
òàåò.

Âåëè÷èíû mêð, à çíà÷èò, è âíîñèìîãî ñîïðîòèâëåíèÿ Râí, çàâèñÿò îò
âðåìåííîãî çàêîíà èçìåíåíèÿ åìêîñòè. Ïðè ñòóïåí÷àòîì èçìåíåíèè C(t)
ïîëó÷èì [2,7,8] ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ: mêð = π/2Q, Râí = 2mρ/π, ãäå
ρ = 1/ω0C � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà. Ïðè ñèíóñîè-
äàëüíîì èçìåíåíèè C(t) ïîëó÷àåì mêð=2/Q cos ϕ, Râí=mρ cos ϕ/2, ãäå
ϕ � óãîë ñäâèãà ôàç ìåæäó óïðàâëÿþùèì íàïðÿæåíèåì è íàïðÿæåíèåì â
êîíòóðå. Ðàññìîòðåííûå ïðîöåññû èñïîëüçóþòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêèõ óñè-
ëèòåëÿõ (ÏÓ) ðàäèîñèãíàëîâ. Êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ÏÓ ïî ìîùíîñòè
KP îïèñûâàåòñÿ [8] ôîðìóëîé KP =1/(1−m/mêð)2.

Óñèëåíèå ñèãíàëîâ
Äëÿ óñèëåíèÿ ðàäèîñèãíàëîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â îñíîâíîì èñïîëü-

çóþòñÿ îïåðàöèîííûå óñèëèòåëè (ÎÓ) ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ
(ÎÎÑ). Ñòàíäàðòíûé ÎÓ èìååò äâà âõîäà: èíâåðòèðóþùèé è íåèíâåðòè-
ðóþùèé. Âõîäíîé ñèãíàë ìîæåò áûòü ïîäàí íà îáà îäíîâðåìåííî (äèô-
ôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå) èëè òîëüêî íà îäèí èç íèõ. ÎÎÑ ïîäàåòñÿ
òîëüêî íà èíâåðòèðóþùèé âõîä, è âîçìîæíû äâå ñõåìû íåäèôôåðåíöè-
àëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ÎÓ: èíâåðòèðóþùåå (ðèñ. 1.27,à) è íåèíâåðòèðóþùåå
(ðèñ. 1.27,á ) âêëþ÷åíèå ÎÓ. Ñòàíäàðòíûå ÎÓ îáëàäàþò äâóìÿ âàæíûìè
ñâîéñòâàìè: 1) âõîäíûå òîêè ÎÓ íè÷òîæíî ìàëû è îáû÷íî íå ó÷èòû-
âàþòñÿ, 2) íîðìàëüíîìó ðåæèìó ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÎÓ ñîîòâåòñòâóåò
íóëåâàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó åãî âõîäàìè. Ïðè ýòîì äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü

K̇β =
U̇âûõ

U̇âõ
= −Żβ

Ż1
, K̇β =

U̇âûõ

U̇âõ
= 1 +

Żβ

Ż1
. (1.51)
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Ðèñ. 1.27. Èíâåðòèðóþùåå è íåèíâåðòèðóþùåå âêëþ÷åíèå ÎÓ
Íà îñíîâå ÎÓ â ðàäèîýëåêòðîíèêå ñîçäàíû àêòèâíûå RC-ôèëüòðû,

ïðåöèçèîííûå èçìåðèòåëüíûå óñèëèòåëè (ðèñ. 1.28), ãèðàòîðû (ðèñ.
1.29,à), ïîçâîëÿþùèå ñîçäàâàòü ýëåêòðîííûå àíàëîãè èíäóêòèâíîñòåé è
êîëåáàòåëüíûå êîíòóðû çâóêîâûõ ÷àñòîò (ðèñ. 1.29,á ) â ìèêðîýëåêòðîí-
íîì èñïîëíåíèè, ðàçíîîáðàçíûå äèôôåðåíöèðóþùèå, èíòåãðèðóþùèå è
ñóììèðóþùèå óñòðîéñòâà [8�10].

Ðèñ. 1.28. Èçìåðèòåëüíûé Ðèñ. 1.29. Ãèðàòîð (à) è ãèðàòîðíûé êîëåáàòåëüíûé
óñèëèòåëü êîíòóð (á )

Ïðåöèçèîííûé èçìåðèòåëüíûé óñèëèòåëü (ðèñ. 1.28) ñîñòîèò èç òðåõ
ÎÓ. Âõîäíîé êàñêàä ïðåäñòàâëÿåò äâà íåèíâåðòèðóþùèõ ÎÓ, ñâÿçàííûõ
îáùåé öåïüþ ÎÎÑ, à âûõîäíîé êàñêàä ñîäåðæèò ÎÓ â äèôôåðåíöèàëü-
íîì âêëþ÷åíèè è ñ îäíîôàçíûì âûõîäîì. Ðåçóëüòèðóþùèé êîýôôèöè-
åíò óñèëåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî óñèëèòåëÿ èìååò âèä

K =
Uâûõ

Uâõ1 − Uâõ2

Rβ

R1
= (1 +

R2

R3
+

R4

R3
)
Rβ

R1
. (1.52)

Äëÿ ãèðàòîðà (ðèñ. 1.29, à)

Żâõ =
U̇

İ
=

Ż1Ż3Ż5

Ż2Ż4
. (1.53)

Ýòî ðàâåíñòâî íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ âñå òîêè, ïðîòåêàþ-
ùèå ÷åðåç Ż1 − Ż5, è ñ÷èòàòü ÎÓ èäåàëüíûìè. Åñëè Ż2 èëè Ż4 èìååò
åìêîñòíûé õàðàêòåð (íàïðèìåð, Ż2 =1/jωC), à îñòàëüíûå Żi =R � îäè-
íàêîâûå ðåçèñòîðû, òî Żâõ = jωCR2 = jωL, L = CR2. Ïðè C = 10 íÔ
è R = 10 êÎì L = 1 Ãí. Ïîäîáíàÿ èíäóêòèâíîñòü, âûïîëíåííàÿ â âèäå
êàòóøêè, èìåëà áû âåñüìà âíóøèòåëüíûå ðàçìåðû.
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Ãèðàòîðû ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ðåçîíàíñíûå êîëåáàòåëüíûå êîíòóðû
áåç êàòóøåê èíäóêòèâíîñòè (ñì. ðèñ. 1.29,á ).

Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû
Ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû â LC-àâòîãåíåðàòîðå (ðèñ. 1.30) îïèñûâàþòñÿ

íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà:

d2U

dt2
+

(
R

L
− M

LC

dIÑò
dU

(U)

)
dU

dt
+

1

LC
U = 0. (1.54)

Ðåàëüíóþ ÂÀÕ ïîëåâîãî òðàíçèñòîðà (ÏÒ) öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòà-
âèòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ â âèäå ñòåïåííîãî ìíîãî÷ëåíà:

IÑò = a0 + a1(U − Uñì) + a2(U − Uñì)2 + a3(U − Uñì)3+

+a4(U − Uñì)4 + a5(U − Uñì)5 + . . . . (1.55)
Âèä õàðàêòåðèñòèêè (1.55) çàâèñèò îò îñîáåííîñòåé íåëèíåéíîãî ýëåìåí-
òà è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè êîýôôèöèåíòîâ ai. Òåîðåòè÷åñ-
êèé àíàëèç îáû÷íî ïðîâîäèòñÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé è ïÿòîé ñòåïåíè.

Åñëè ñ÷èòàòü ÂÀÕ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî åå ñåðåäèíû, òî óðàâ-
íåíèå (1.55) óïðîùàåòñÿ: â íåì îñòàþòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå
íå÷åòíûå ñòåïåíè íàïðÿæåíèÿ:

IÑò = a0 + a1(U − Uñì) + a3(U − Uñì)3 + a5(U − Uñì)5. (1.56)
Òîãäà â ðàáî÷åé òî÷êå (Uñì=0) èìååì

dIÑò
dU

=a1+3a3U
2+5a5U

4 =S0+S1U
2+S2U

4. (1.57)

Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå àâòîãåíåðàòîðà ïðèíèìàåò âèä

d2U

dt2
−

(
M

LC
(S0 + S1U

2 − S2U
4)− R

L

)
dU

dt
+

1

LC
U = 0. (1.58)

Êâàçèãàðìîíè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü òàêæå â óñè-
ëèòåëå, îõâà÷åííîì ÷àñòîòíî-èçáèðàòåëüíîé RC-öåïüþ ïîëîæèòåëüíîé
îáðàòíîé ñâÿçè, íàïðèìåð, öåïüþ Âèíà (ðèñ. 1.31,à). Öåïü Âèíà è öåïü
îáðàòíîé ñâÿçè ÎÓ îáðàçóþò ìîñò Âèíà (ðèñ. 1.31,á ). Ïðåíåáðåãàÿ âõîä-
íûì òîêîì óñèëèòåëÿ è ïðåäñòàâëÿÿ ïåðåäàòî÷íóþ õàðàêòåðèñòèêó ìíî-
ãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè Uâûõ/U = KU − K ′U3, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå RC-àâòîãåíåðàòîðà [7�10]:

d2U

dt2
+

1

R1C2

(
1+

R1

R2
+

C2

C1
−K+3K ′U 2

)
dU

dt
+

1

R1C1R2C2
U =0. (1.59)

Ïðè R1 =R2 =R è C1 =C2 =C ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé
âèä:

d2U

dt2
+

1

RC

(
3−K + 3K ′U 2) dU

dt
+

1

(RC)2U = 0. (1.60)
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Îòñþäà ÷àñòîòà àâòîêîëåáàíèé RC-ãåíåðàòîðà ω0 = 1/RC.

Ðèñ. 1.30. LC-ãåíåðàòîð Ðèñ. 1.31. Öåïü Âèíà (à) è RC-ãåíåðàòîð
ñ ìîñòîì Âèíà (á )

1.3.2. Çàäà÷è
Çàäà÷à 1.3.1
Ìîæåò ëè ðåçèñòèâíûé äâóõïîëþñíèê, îïèñûâàåìûé âûðàæåíèåì
U =I − 0.2I2 + 0.5I3, ãåíåðèðîâàòü ýíåðãèþ?

Çàäà÷à 1.3.2
Íà öåïü, ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ êîíäåíñàòîðà ñ
åìêîñòüþ C è íåëèíåéíîãî ðåçèñòîðà ñ õàðàêòåðèñòèêîé I = f(U), âîç-
äåéñòâóåò èäåàëèçèðîâàííûé èñòî÷íèê íàïðÿæåíèÿ ñ ÝÄÑ E(t). Ïîëó-
÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ öåïè îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåíèÿ U
íà íåëèíåéíîì ýëåìåíòå è íàïðÿæåíèÿ UC íà êîíäåíñàòîðå.

Çàäà÷à 1.3.3
Íà âõîä äâóõïîëóïåðèîäíîãî âûïðÿìèòåëÿ ñ õàðàêòåðèñòèêîé I = 2|U |
ïîäàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå U(t)=U0 cos ωt. Íàéòè ïîñòîÿííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ I0 âûïðÿìëåííîãî òîêà è àìïëèòóäó I2 åãî âòîðîé ãàðìî-
íèêè.

Çàäà÷à 1.3.4
Ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ïîñòîÿííîãî ðåçèñòîðà R = 5 Îì è
íåëèíåéíîãî ðåçèñòîðà Rí =3+0.5U Îì, ïîäêëþ÷åí èñòî÷íèê ïåðåìåí-
íîãî íàïðÿæåíèÿ U(t)=2 cos ωt. Îïðåäåëèòü òîê â öåïè.

Çàäà÷à 1.3.5
Íåëèíåéíûé ðåçèñòèâíûé ÷åòûðåõïîëþñíèê (ðèñ. 1.32) îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè: U1 = 2I1 + I1I2 + I2

1 + I2
2 , U2 =−I1 + I2 + 2I2

1 + 2I2
2 . Ïîëàãàÿ,

÷òî I1(t)=2 + I1∼(t), I2(t)=1 + I2∼(t), ãäå I1∼(t) è I2∼(t) � ïåðåìåííûå
òîêè ñ ìàëûìè àìïëèòóäàìè, ñîñòàâèòü ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ÷å-
òûðåõïîëþñíèêà ïî ïåðåìåííîìó òîêó. Áóäåò ëè ïîëó÷åííûé ÷åòûðåõ-
ïîëþñíèê îáðàòèìûì?

Ðèñ. 1.32
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Çàäà÷à 1.3.6
Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÂÀÕ ðåçèñòèâíîãî íåëèíåéíîãî ýëå-
ìåíòà èìååò âèä I(U) =

{
0, U < Uîòñ,

S(U − Uîòñ), U ≥ Uîòñ.
Çàïèñàòü âûðàæå-

íèå äëÿ èìïóëüñîâ òîêà ïðè S =3ìÀ/Â, Uîòñ=3Â, Uâõ(t)=2 + 5 cos ωt è
âû÷èñëèòü âåëè÷èíó óãëà îòñå÷êè òîêà ϑ.

Çàäà÷à 1.3.7
Ê ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ïîñòîÿííîãî ðåçèñòîðà è íåëèíåéíîé åì-
êîñòè ïîäêëþ÷àåòñÿ íàïðÿæåíèå U(t)=2 + 3 sin ωt, è â öåïè óñòàíàâëè-
âàåòñÿ çíà÷åíèå òîêà I(t)=0.1+0.1 sin ωt−21 sin 3ωt. Îïðåäåëèòü ñîïðî-
òèâëåíèå ðåçèñòîðà R è âûðàæåíèÿ äëÿ òîêîâ ðåçèñòîðà IR è åìêîñòè IC .

Çàäà÷à 1.3.8
Ðàññ÷èòàòü àìïëèòóäû ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè ω ÷ 4ω, âîçíèêàþùèõ ïðè
ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè U =Um cos ωt=6 cos ωt â öåïè ÍÝ, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî ïîëèíîìîì I(U)=5 + U + 0.3U2 + 0.1U 3.

Çàäà÷à 1.3.9
Åìêîñòü C =20 ìêÔ, çàðÿæåííàÿ äî íàïðÿæåíèÿ U =10 Â, ðàçðÿæàåòñÿ
÷åðåç öåïü, ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ èíäóêòèâíîñòè
L=1 ìÃ è íåëèíåéíîãî ðåçèñòîðà ñ õàðàêòåðèñòèêîé U =2I+I3. Îïðåäå-
ëèòü ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó òîêà Imax ÷åðåç ðåçèñòîð, åñëè íà÷àëüíûé
òîê èíäóêòèâíîñòè ðàâåí íóëþ IL(0)=0.

Çàäà÷à 1.3.10
Õàðàêòåðèñòèêà íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà I(U) àïïðîêñèìèðîâàíà êóñî÷íî-
ëèíåéíîé ìîäåëüþ (íàïðÿæåíèå èçëîìà Uîòñ = 3.5 Â, êðóòèçíà õàðàê-
òåðèñòèêè S = 1 À/Â). Çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ èìïóëüñîâ òîêà ïðè
âîçäåéñòâèè â âèäå: U(t)=3 + 2 cos ωt + 6 cos 2ωt è ðàññ÷èòàòü àìïëèòó-
äó èìïóëüñîâ òîêà ïðè ωt=2kπ è ωt=(2k − 1)π.

Çàäà÷à 1.3.11
Ñòîêîâî-çàòâîðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîëåâîãî òðàíçèñòîðà îïèñûâàåòñÿ
âûðàæåíèåì IÑò=S(Uîòñ−UÇÈ)2. Àïïðîêñèìèðîâàòü õàðàêòåðèñòèêó ÏÒ
ñòåïåííûì ìíîãî÷ëåíîì è ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ïðè
S =10ìÀ/Â2, Uîòñ=−6 Â.

Çàäà÷à 1.3.12
Óìíîæèòåëü ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà â 4 ðàçà ñîáðàí íà íåëè-
íåéíîì ýëåìåíòå, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî I(U) àïïðîêñèìèðîâàíà êó-
ñî÷íî-ëèíåéíîé ìîäåëüþ (íàïðÿæåíèå èçëîìà Uîòñ = 5 Â, êðóòèçíà õà-
ðàêòåðèñòèêè S = 3 À/Â). Ïîäîáðàòü àìïëèòóäó ïåðåìåííîãî íàïðÿæå-
íèÿ Um è íàïðÿæåíèå ñìåùåíèÿ ðàáî÷åé òî÷êè U0 òàêèìè, ÷òîáû ìàêñè-
ìàëüíîé îêàçàëàñü ÷åòâåðòàÿ ãàðìîíèêà è åå àìïëèòóäà ñîñòàâèëà 20 ìÀ.

Çàäà÷à 1.3.13
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîòîíàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà èñïîëüçóåòñÿ ÍÝ ñ õàðàê-
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òåðèñòèêîé I(U)=0.5U + 0.1U2. Íà âõîä öåïè âîçäåéñòâóåò ïåðåìåííîå
íàïðÿæåíèå U(t) = 3 cos ω0t + 4 cos Ωt(Ω ¿ ω0). Ðàññ÷èòàòü ìîùíîñòè
âõîäíûõ ñèãíàëîâ, à òàêæå ìîùíîñòè âñåõ ãàðìîíèê òîêà ÍÝ, ðàçâèâàå-
ìûå íà ïîñòîÿííîì ðåçèñòîðå R=1 Îì. Ñîïîñòàâèòü ìîùíîñòè êîëåáà-
íèé ñ êîìáèíàöèîííûìè è óäâîåííûìè ÷àñòîòàìè.

Çàäà÷à 1.3.14
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîòîíàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà èñïîëüçóåòñÿ ÍÝ ñ õàðàê-
òåðèñòèêîé I(U) = 0.5U + 0.1U 2 + 0.01U 3. Íà âõîä öåïè âîçäåéñòâóåò
ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå U(t)=3 cos ω0t + 4 cos Ωt(Ω ¿ ω0). Îïðåäåëèòü
àìïëèòóäû âñåõ ãàðìîíèê òîêà ÍÝ, ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò àìïëèòóä-
íîé ìîäóëÿöèè m è êîýôôèöèåíò íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé kíë â âèäå îò-
íîøåíèÿ àìïëèòóä ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè ω0 ± 2Ω è ω0 ± Ω. Ïîêàçàòü,
÷òî ïðè ìîäóëèðóþùåì ñèãíàëå, ñîäåðæàùåì òîëüêî äâà ãàðìîíè÷åñêèõ
êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòàìè Ω è 2Ω, âûäåëèòü ÀÌ-ñèãíàë íåâîçìîæíî.

Çàäà÷à 1.3.15
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîòîíàëüíîãî ÀÌ-ñèãíàëà íà âõîä ïîëåâîãî òðàíçèñòî-
ðà ñî ñòîêîâî-çàòâîðíîé õàðàêòåðèñòèêîé IÑò=S(Uîòñ−UÇÈ)2 âêëþ÷åíû
äâà ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ãåíåðàòîðà ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ
U1(t)=U1m cos 2πf1t è U2(t)=U2m cos 2πf2t, à â öåïü ñòîêà ÏÒ âêëþ÷åí
ïîëîñîâîé ôèëüòð. Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè
ïîëó÷àåìîãî êîëåáàíèÿ, åñëè U1m =2Â, f1 =159.15êÃö, U2m =0.9Â,
f2 = 1.5915êÃö, S = 20ìÀ/Â, Uîòñ = −6 Â, â öåïè çàòâîðà ÏÒ ñîçäàíî
àâòîìàòè÷åñêîå ñìåùåíèå U0 = −3 Â, ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ôèëüòðà
7 êÃö. Êàê èçìåíèòñÿ êîýôôèöèåíò ìîäóëÿöèè, åñëè ïîëîñîâîé ôèëüòð
çàìåíèòü îäèíî÷íûì êîíòóðîì ñ äîáðîòíîñòüþ Q=50, íàñòðîåííûì íà
íåñóùóþ ÷àñòîòó ÀÌ-êîëåáàíèÿ?
Ìåòîäè÷åñêîå óêàçàíèå: ïðåäñòàâèòü õàðàêòåðèñòèêó ÏÒ ñòåïåííûì ìíîãî÷ëå-
íîì, à â êà÷åñòâå Uâõ èñïîëüçîâàòü U(t) + U0.

Çàäà÷à 1.3.16
Îáúÿñíèòå, êàê ïîëó÷èòü îäíîòîíàëüíîå ÀÌ-êîëåáàíèå, èñïîëüçóÿ íåëè-
íåéíûé ýëåìåíò ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé è ñóììó äâóõ ãàð-
ìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè ω0 è Ω, (Ω ¿ ω0). Èçîáðàçèòå äèà-
ãðàììû òîêîâ è íàïðÿæåíèé.

Çàäà÷à 1.3.17
Íà âõîä êâàäðàòè÷íîãî äåòåêòîðà ñ õàðàêòåðèñòèêîé I =αU+βU 2 ïîñòó-
ïàåò îäíîòîíàëüíîå ÀÌ-êîëåáàíèå U(t)=Um(1 + m cos Ωt) cos ω0t. Îïðå-
äåëèòü àìïëèòóäû ãàðìîíèê âûõîäíîãî ñèãíàëà ñ ÷àñòîòàìè 2Ω è Ω è
ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ÷àñòîòíûõ èñêàæåíèé êàê îòíîøåíèå àìïëè-
òóä ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè 2Ω è Ω.
Ìåòîäè÷åñêîå óêàçàíèå: ïðåäñòàâèòü ÀÌ-êîëåáàíèå ñóììîé òðåõ ãàðìîíè÷åñêèõ
ñîñòàâëÿþùèõ.

Çàäà÷à 1.3.18
Îáúÿñíèòü, íå ïðîèçâîäÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê, ïî÷åìó äåòåêòèðî-
âàíèå ÀÌ-êîëåáàíèé ñ ïîäàâëåííîé íåñóùåé íå ñîçäàåò, à äåòåêòèðîâà-
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íèå ÀÌ-êîëåáàíèÿ ñ îäíîé áîêîâîé ïîëîñîé ñîçäàåò êîëåáàíèÿ çâóêîâûõ
÷àñòîò.

Çàäà÷à 1.3.19
Îáúÿñíèòü, íå ïðîèçâîäÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê, ïî÷åìó ïðè êâàä-
ðàòè÷íîì äåòåêòèðîâàíèè ÀÌ-êîëåáàíèé ñ îäíîé áîêîâîé ïîëîñîé íåëè-
íåéíûå èñêàæåíèÿ îòñóòñòâóþò.

Çàäà÷à 1.3.20
Ïðîâîäèìîñòü G(t) ðåçèñòèâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ýëåìåíòà ïðåäñòàâ-
ëåíà âåùåñòâåííûì ðÿäîì Ôóðüå è ïðè ïåðèîäè÷åñêîì óïðàâëåíèè ñ ÷à-
ñòîòîé fóïð = 16 êÃö îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà:
g0 = 5ìÑì, g1 = 20ìÑì, g2 = 1ìÑì, g3 = 0.3ìÑì. Îïðåäåëèòü ÷àñòîòû
è àìïëèòóäû ãàðìîíèê òîêà I(t) ïàðàìåòðè÷åñêîãî ýëåìåíòà ïðè ãàðìî-
íè÷åñêîì âîçäåéñòâèè U(t) = Um cos 2πf0t (Um = 4Â, f0 = 2 êÃö). Áóäåò
ëè ôóíêöèÿ I(t) ïåðèîäè÷åñêîé?

Çàäà÷à 1.3.21
Áèãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë U(t)=Um1 cos 2πf1t + Um2 cos 2πf2t ñ ïàðàìåò-
ðàìè Um1 = 2 Â, f1 = 1 êÃö, Um2 = 7 Â, f2 = 3 êÃö âîçäåéñòâóåò íà
ðàññìîòðåííûé â çàäà÷å 1.3.20 ðåçèñòèâíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ýëåìåíò.
Îïðåäåëèòü ÷àñòîòû è àìïëèòóäû ãàðìîíèê òîêà I(t) ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ýëåìåíòà.

Çàäà÷à 1.3.22
Ðàññìîòðåííûé â çàäà÷å 1.3.20 ðåçèñòèâíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé
ýëåìåíò èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñèíõðîííîãî äåòåêòîðà ÀÌ-ñèãíàëîâ
U(t) = Um(1 + mF (t)) cos 2πf0t, ãäå Um = 2 Â, f0 = 200 êÃö, m è F (t)
ïðîèçâîëüíû. Êàêóþ ÷àñòîòó ìîæåò èìåòü èñòî÷íèê óïðàâëÿþùåãî ñèã-
íàëà è êàêîâà àìïëèòóäà âûïðÿìëåííîãî íàïðÿæåíèÿ çâóêîâûõ ÷àñòîò
Uí∼ íà ñîïðîòèâëåíèè íàãðóçêè Rí=10 Îì?

Çàäà÷à 1.3.23
Âûáðàòü ñõåìû âêëþ÷åíèÿ ÎÓ è ðàññ÷èòàòü ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðîâ
Rβ, îáåñïå÷èâàþùèå óñèëåíèå ñèãíàëà ïî àìïëèòóäå â 120 è �120 ðàç ïðè
óñëîâèè, ÷òî R1 =10 êÎì.

Çàäà÷à 1.3.24
Â ñõåìå èçìåðèòåëüíîãî óñèëèòåëÿ (ñì. ðèñ. 1.28) çàäàíû ñîïðîòèâëåíèÿ
R1 = R′

1 = Rβ = R0 = 100 êÎì, R2 = R4 = 40 êÎì. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèå
R3, ïîçâîëÿþùåå ðåàëèçîâàòü êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ 40.

Çàäà÷à 1.3.25
Ðàññ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíóþ èíäóêòèâíîñòü ãèðàòîðà (ñì. ðèñ. 1.29,à)
ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ ñõåìû: Ż1 = Ż2 = Ż3 = Ż5 = R = 20 êÎì,
C1 =C2 =100 ïÔ è îïðåäåëèòü ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó fðåç ïàðàëëåëüíîãî
êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà (ðèñ. 1.29,á ). Êàê áóäåò èçìåíÿòüñÿ ðåçîíàíñíàÿ
÷àñòîòà êîíòóðà ïðè èçìåíåíèè R2 îò 10 äî 20 êÎì?
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Çàäà÷à 1.3.26
Â àâòîãåíåðàòîðå (ñì. ðèñ. 1.30) êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, íàñòðîåííûé íà
÷àñòîòó fðåç=159.15 êÃö, ñîäåðæèò èíäóêòèâíîñòü L=10 ìêÃ è îáëàäàåò
ñîïðîòèâëåíèåì ïîòåðü R=8 Îì. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ êðóòèçíà õàðàêòå-
ðèñòèêè òðàíçèñòîðà Säèô=2 ìÀ/Â. Ïðè êàêîé âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòà
âçàèìîèíäóêöèè M âîçíèêàåò ñàìîâîçáóæäåíèå àâòîãåíåðàòîðà?

Çàäà÷à 1.3.27
Ñðåäíÿÿ êðóòèçíà òðàíçèñòîðà â àâòîãåíåðàòîðå ñ òðàíñôîðìàòîðíîé
ñâÿçüþ (ñì. ðèñ. 1.30) S0 =10 ìÀ/Â. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð àâòîãåíå-
ðàòîðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà
f0 = 1.59 ÌÃö, L = 10ìêÃ, Q = 50. Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó âçàèìîèíäóê-
öèè Mêð, ïðè êîòîðîé â äàííîé ñèñòåìå âîçíèêíóò àâòîêîëåáàíèÿ. Êàê
èçìåíèòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ äîáðîòíîñòü è ïîêàçàòåëü çàòóõàíèÿ êîíòóðà
α ïðè M =Mêð/2?

Çàäà÷à 1.3.28
Ñðåäíÿÿ êðóòèçíà òðàíçèñòîðà â àâòîãåíåðàòîðå ñ òðàíñôîðìàòîðíîé
ñâÿçüþ (ñì. ðèñ. 1.30) îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì S(U) = S0 +S1U

2, ãäå
S0 =10ìÀ/Â, S1 = −3ìÀ/Â3. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð îáëàäàåò ñëåäó-
þùèìè ïàðàìåòðàìè: ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà f0 =1.59 ÌÃö, L=10ìêÃ,
Q=50. Îïðåäåëèòü ðåæèì êîëåáàíèé â ñèñòåìå, óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ
ñòàöèîíàðíûõ àâòîêîëåáàíèé è èõ àìïëèòóäó Uñò ïðè äâóõ ïðîèçâîëüíî
âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà âçàèìîèíäóêöèè M .

Çàäà÷à 1.3.29
Â ðàäèîýëåêòðîííîé ñèñòåìå, ðàññìîòðåííîé â çàäà÷å 1.3.28, ñðåäíÿÿ
êðóòèçíà òðàíçèñòîðà îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì S(U)=S0+S1U

2+S2U
4,

ãäå S0 = 0.4 ìÀ/Â, S1 = 1ìÀ/Â3, S2 = −0.1ìÀ/Â5. Êîëåáàòåëüíûé
êîíòóð ãåíåðàòîðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ðåçîíàíñíàÿ ÷à-
ñòîòà f0 =1.59 ÌÃö, L=10 ìêÃ, Q=50, M =1 ìêÃ. Îïðåäåëèòü ðåæèì
êîëåáàíèé â ñèñòåìå (ìÿãêèé èëè æåñòêèé), óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñòà-
öèîíàðíûõ àâòîêîëåáàíèé è èõ àìïëèòóäó Uñò.

Çàäà÷à 1.3.30
Ñîâðåìåííûå RC-ãåíåðàòîðû çâóêîâûõ êîëåáàíèé ñèíóñîèäàëüíîé ôîð-
ìû èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå ÷àñòîòíî-èçáèðàòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ïà-
ðàëëåëüíóþ öåïü Âèíà (ñì. ðèñ. 1.31,à). Ïîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïå-
ðåäà÷è öåïè Âèíà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèþ ðå-
çîíàíñíîé êðèâîé êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà:

Im = Imax/
√

1 + (ωL/R− 1/ωCR)2.

Çàäà÷à 1.3.31
Ðàññ÷èòàòü RC-ãåíåðàòîð êâàçèãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà ÷àñòîòó
f0 =15.9 êÃö, ñ÷èòàÿ åìêîñòè â öåïè Âèíà îäèíàêîâûìè C1 =C2 =1 íÔ.

Çàäà÷à 1.3.32
Íà óïðàâëÿåìóþ åìêîñòü C(t)=20+8 cos(102t+π/4)+4 cos 5 · 102t (ìêÔ)
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âîçäåéñòâóåò ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå U(t) = 3 sin 5 · 103t (Â). Ïîëó÷èòü
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ òîêà I(t), ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç åìêîñòü.

Çàäà÷à 1.3.33
Ïàðàìåòðè÷åñêèé êîëåáàòåëüíûé êîíòóð îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ïàðà-
ìåòðàìè: L = 100ìêÃ, R = 20Îì. Åìêîñòü êîíòóðà èçìåíÿåòñÿ âî âðå-
ìåíè ïî çàêîíó C(t) = 100+2 cos 2 · 107t (ïÔ). Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó îò-
ðèöàòåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ Râí, âíîñèìîãî èç-çà ïàðàìåòðè÷åñêîãî èç-
ìåíåíèÿ åìêîñòè, è äîáðîòíîñòü êîíòóðà Q.

Çàäà÷à 1.3.34
Ïàðàìåòðè÷åñêèé êîëåáàòåëüíûé êîíòóð îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ïàðà-
ìåòðàìè: L = 200ìêÃ, ñðåäíÿÿ åìêîñòüC0 = 200 ïÔ, R = 20Îì. Åì-
êîñòü êîíòóðà èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî îòíîñèòåëüíî C0. Îïðåäåëèòü
÷àñòîòó fó è ïðåäåëû èçìåíåíèÿ åìêîñòè ∆C, ãëóáèíó ìîäóëÿöèè m, ïðè
êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíàÿ äîáðîòíîñòü âîçðàñòåò äî 250.

Çàäà÷à 1.3.35
Åìêîñòü C(t) = 200+4 cos 106t (ïÔ), óïðàâëÿåìàÿ ïåðåìåííûì íàïðÿ-
æåíèåì, âêëþ÷åíà â ïîñëåäîâàòåëüíûé êîëåáàòåëüíûé êîíòóð. Ïðè êà-
êèõ çíà÷åíèÿõ èíäóêòèâíîñòè L è äîáðîòíîñòè Q â êîíòóðå ïðîèçîéäåò
ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé? ßâëÿåòñÿ ëè äàííîå ðåøåíèå
åäèíñòâåííûì?

Çàäà÷à 1.3.36
Îäíîêîíòóðíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé óñèëèòåëü ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñè-
ëåíèÿ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé f0 = 15.9 ÌÃö. Óñèëèòåëü ñîäåðæèò êà-
òóøêó ñ èíäóêòèâíîñòüþ L = 0.5 ìêÃ è ïàðàìåòðè÷åñêèé êîíäåíñàòîð
C(t)=C0+∆C·F (t). Îïðåäåëèòü ÷àñòîòó èçìåíåíèÿ åìêîñòè ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà fó è ïðåäåëû èçìåíåíèÿ åìêîñòè ∆C, îáåñïå÷èâà-
þùèå óñèëåíèå ñèãíàëà ïî ìîùíîñòè â 100 ðàç (20 äÁ).

1.3.3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷
Çàäà÷à 1.3.5
Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ ÷åòûðåõïîëþñíèêà I1(t) è I2(t) è ñîõðàíÿÿ òîëü-
êî ëèíåéíûå ïåðåìåííûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

U1∼ = 2I1∼ + I1∼ + 2I2∼ + 4I1∼ + 2I2∼ = 7I1∼ + 4I2∼,

U2∼ = −I1∼ + I2∼ + 8I1∼ + 4I2∼ = 7I1∼ + 5I2∼.

Ìàòðèöà ñîïðîòèâëåíèé íåñèììåòðè÷íà , ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðåõïîëþñ-
íèê íåîáðàòèìûé.

Çàäà÷à 1.3.12
×òîáû àìïëèòóäà ÷åòâåðòîé ãàðìîíèêè òîêà îêàçàëàñü íàèáîëüøåé, óãîë
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îòñå÷êè òîêà äîëæåí ñîñòàâëÿòü ϑ=120◦/n=30◦. Ïðè ýòîì

Im4 =
2SUm

π

sin nϑ cos ϑ− n cos nϑ sin ϑ

n(n2 − 1)
=1.91Um

−(0.866)2 + 4 · 0.52

4 · 15
=

= 0.00796Um. Îòñþäà Um = Im4/0.00796 = 20 · 10−3/0.00786 = 2.5 Â.
Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü íàïðÿæåíèå ñìåùåíèÿ U0. Ïîñêîëüêó
cos ϑ=(Uîòñ − U0)/Um =0.5, èìååì U0 =Uîòñ − 0.5Um =3.75 Â.

Çàäà÷à 1.3.28
Ñðåäíÿÿ êðóòèçíà õàðàêòåðèñòèêè òðàíçèñòîðà îïèñûâàåòñÿ ìíîãî÷ëå-
íîì âòîðîé ñòåïåíè. Ïîýòîìó ðåæèì â äàííîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü ëè-
áî ðåãåíåðàòèâíûì, êîãäà M ìåíüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
Mêð, ëèáî àâòîêîëåáàòåëüíûì ñ ìÿãêèì âîçáóæäåíèåì ïðè M >Mêð.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ðåçèñòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ êîíòóðà:
R = ω0L/Q = 10710−5/50 = 2 Îìà. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñàìîèíäóêöèè
îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ R/L − MS0/LC = R/L − MS0ω

2
0 = 0. Îòñþäà

Mêð=R/(LS0ω
2
0)=1/QS0ω0 =10−7/0.5= 0.2 ìêÃ.

Âûáåðåì M1 =1 ìêÃ è M2 =2 ìêÃ. Óñëîâèå ïîääåðæàíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ êîëåáàíèé ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ (1.54) â âèäå

R/L−Mω2
0(S0+S1U

2)=0, èëè U 2 = −R/L−Mω2
0S0

QMω2
0S1

= − 1

QMω0S1
+

S0

S1
.

Ïðè M1 =1 ìêÃ ïîëó÷èì U1 = 1.63 Â, ïðè M2 =2 ìêÃ U2 = 1.73 Â.

Çàäà÷à 1.3.35
Óïðàâëÿåìàÿ åìêîñòü èçìåíÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ωó = 106 ðàä/ñ. Êîýôôè-
öèåíò ìîäóëÿöèè åìêîñòè m = 4/200 = 0.02, à äîáðîòíîñòü êîíòóðà
ïðè ñèíóñîèäàëüíîì óïðàâëåíèè Q = 2/mêð = 100. Ïàðàìåòðè÷åñêèé
êîíòóð ìîæíî íàñòðîèòü íà ëþáóþ ÷àñòîòó, òàê êàê ïåðèîä óïðàâëå-
íèÿ äîëæåí áûòü êðàòíûì ïîëóïåðèîäó êîëåáàíèé â êîíòóðå. Êîãäà
ωó = 2ω0 (f0 = 79 êÃö) èíäóêòèâíîñòü êîíòóðà L = 20 ìÃ, à ñîïðîòèâ-
ëåíèå ïîòåðü R = 100 Îì. Ïðè äðóãîé ÷àñòîòå êîíòóðà áóäåò äðóãîå
ñîïðîòèâëåíèå ïîòåðü.
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1.4 Îòâåòû ê çàäà÷àì
Ðàçäåë 1.1

1.1.1 x(t) = 2At/T ïðè −T/2 ≤ t ≤ T/2, Ċk = − 2A
−jkπ cos kπ,

x(t) = −A
π

∑∞
k=−∞

cos kπ
jk ej2πkt/T = −2A

π

∑∞
k=1

cos kπ
k sin k 2π

T t.

1.1.2 x(t) = 2At/T ïðè 0 ≤ t ≤ T, Ċk = − A
−jkπ ,

x(t) = −A
π

∑∞
k=−∞

ej2πkt/T

jk = A− 2A
π

∑∞
k=1

sin 2πkt/T
k .

1.1.3 x(t) = A(1− 2|t|/T ) ïðè −T/2 ≤ t ≤ T/2,
C0 = A

2 , Ck = A
π2k2 (1− cos πk) = 2A

π2k2 sin2 πk/2,

x(t) = A
2 + 2A

π2

∑∞
k=−∞

sin2 πk/2
k2 ej2πkt/T = A

2 + 4A
π2

∑∞
k=1

sin2 πk/2
k2 cos 2π

T kt.

1.1.4 x(t) = A(1− 2|t|/τ) ïðè −τ/2 ≤ t ≤ τ/2,
C0 = U

2
τ
T , Ck = U

π2k2 (1− cos πk τ
T ) = 2U

π2k2 sin2 πk τ
2T ,

x(t)= Uτ
2T + 2U

π2

∑∞
k=−∞

sin2 πkτ/2T
k2τ/T ej2πkt/T = Uτ

2T + 4U
π2

∑∞
k=1

sin2 πkτ/2T
k2τ/T cos 2π

T kt.

1.1.5 C0 = 2τ
πT , Ck = 2τ

πT
cos πkτ

1−4k2τ2/T 2 ,

x(t)= 2τ
πT

∑∞
k=−∞

cosπkτ
1−4k2τ2/T 2ej2πkt/T = 2τ

πT + 4τ
πT

∑∞
k=1

cosπkτ
1−4k2τ2/T 2 cos 2π

T kt.

1.1.6 Ṡ(ω) = 2πτ cosωτ/2
π2−ω2τ2 .

1.1.7 Ṡ1(ω)=Uτ sin ωτ/2
ωτ/2 =10−5 sin 5πf

5πf , ãäå f â ÌÃö,
Ṡ2(ω)=Uτ sinωτ/2

ωτ/2 e−jωτ/2 =10−5 sin 5πf
5πf e−5πf .

1.1.8 Ṡ(ω)= Ṡ1(ω)
(
1+e−jωT +e−j2ωT + . . . +e−j(N−1)ωT

)
=

= Ṡ1(ω)e−j(N−1)ωT/2 sin NωT/2
sin ωT/2 .

1.1.9 Ṡ(ω) = Ṡ1(ω)(1 + e−jωT ) = 2Ṡ1(ω)e−jωT/2 cos ωT
2 .

1.1.10 Ṡ(ω)= Ṡ1(ω)
(
1+e−jωT+e−j2ωT+e−j3ωT

)
=4Ṡ1(ω)e−j3ωT/2cos ωT cos ωT

2 .

1.1.11 Ṡ(jω) = E
α+jω , |Ṡ(ω)|= E√

α2+ω2
, φ= −arctgω

α , Ṡ(jω) = E√
α2+ω2

e−jarctg ω
α ,

S2(ω)= E2

α2+ω2 .

1.1.12 C0 = 3Eτ
2T , Ck = 2E

kπ cos πkτ
4T sin 3πkτ

4T .

1.1.14 F1(s) = 1
s+α , F2(s) = 1

s∓jω , F3(s)= s
s2+ω2 .

1.1.15 F1(s) = s
s2−α2 Re|s| > α, F2(s)= α

s(s+α) .

1.1.16 F (s) = t[σ(t)− σ(t− 1)] + σ(t− 1)− σ(t− 5).
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1.1.17 f(t) = σ(t)− σ(t− τ), F (s) = 1
s(1− e−sτ).

1.1.18 ÀÌ-êîëåáàíèå ñ áèãàðìîíè÷åñêèì ìîäóëèðóþùèì ñèãíàëîì
x(t)=20[1+0.4cos(2π103t+0.8)+0.3cos(4π103t+0.6)] cos(2π105t+1.2). Íåñó-
ùåå êîëåáàíèå èìååò ÷àñòîòó 100 êÃö, ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë ñîäåðæèò
ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè 1 è 2 êÃö.

1.1.19ÀÌ-êîëåáàíèå x(t)=(1+0.5cos 24π103t)·(10 cos 2π105t+16 cos 4π105t)
â âèäå áèãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà ñ ÷àñòîòàìè 100 è 200 êÃö, ïðîìîäóëè-
ðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèåì ñ ÷àñòîòîé 12 êÃö.

1.1.20 x(t)=10 cos(4π108t+10 cos 4π104t), fmin =99.8 ÌÃö,
fmax =100.2 ÌÃö.

1.1.21 ÀÌ-êîëåáàíèå ñ áèãàðìîíè÷åñêèì ìîäóëèðóþùèì ñèãíàëîì
x(t) = 100 [1 + 0.4 cos π104t + 0.8 cos(16π103t + 0.2)] cos(2π105t + 1.57).
Íåñóùåå êîëåáàíèå èìååò ÷àñòîòó 100 êÃö, ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë ñîäåð-
æèò ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè 5 è 8 êÃö.

1.1.22 Âñåãî 45 ðàäèîñòàíöèé.

1.1.23 xÀÌ(t) = 2U
π2 (1 + M sin 2πFt)

∑∞
n=1

sin2(2n−1)π/2
(2n−1)2 cos 2π(2n− 1)ft.

1.1.24 xÀÌ(t) = 2U
π2

(
1 + M 2

π2

∑∞
m=1

sin(2m−1)π/2
2m−1 sin 2π(2m− 1)Ft

)
õ

õ
∑∞

n=1
sin2(2n−1)π/2

(2n−1)2 cos 2π(2n− 1)ft.

1.1.25 xÀÌ(t)= 2U
π (1+M sin 2πFt)

∑∞
m=1

sin(2m−1)π/2
2m−1 sin 2π(2m− 1)ft.

1.1.26 xÀÌ(t)= 2U
π

(
1 + M 2

π

∑∞
m=1

sin(2m−1)π/2
2m−1 sin 2π(2m− 1)Ft

)
õ

õ
∑∞

n=1
sin(2n−1)π/2

(2n−1)2 cos 2π(2n− 1)ft.

1.1.27 ∆Ψ=5π · 107 ðàä, β =4.

1.1.28 ∆Ψ=510 · 106 ðàä, xÓÌ(t)=A cos 107(100t + 51 cos 2 · 104t).

1.1.29 ω(t)=109+51·107cos 2·104t ðàä/ñ, ωìàêñ=1.51·109, ωìèí=0.49·109 ðàä/ñ.

1.1.30 ∆ω = 38 êÃö.

Ðàçäåë 1.2

1.2.1(Ls + R + 1
Cs)I(s) = E

s2+α2 .

1.2.2 (s2 + 2αs + ω2
0)U(s) = Eσ(t).
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1.2.3 (s3 + R
Ls2 + 1

LCs + S
LC2 )U(s) = 0.

1.2.4 Öåïü íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ïðè I =0, U1 =U2 =E.

1.2.5 K̇(jω)= R2

R1+R2+jωL , K(ω)= R2√
(R1+R2)2+ω2L2

, ϕ(ω)= −arctg ωL
R1+R2

.

1.2.6K(s)= R2

R1+R2+sL , h(t)= R2

R1+R2
e−(R1+R2)/L, g(t)= R2

R1+R2

(
1− e−(R1+R2)/L

)
.

1.2.7 A =

[
(Ż1 + Ż2)/Ż2 Ż1

1/Ż2 1

]
=

[
(1.5 + j0.5 100 + j100

0.005 1

]
.

1.2.8 K̇(jω) = R2R3

R1R2+R1R3+R2R3+
R1+R2

jωC

, K(ω) = ωR3C√
(1+R1

R2
)2+(1+R1

R2
+R1

R3
)2(ωR3C)2

,

ϕ(ω) = arctg 1
ωC(R3+R1R2/(R1+R2))

.

1.2.9 K(s)= R3Cs

(1+R1
R2

+R3Cs(1+R1
R2

+R1
R3

)
, h(t)=(1+ R1

R2
+R1

R3
)e−t/[CR3+CR1R2/(R1+R2)],

g(t)= R3C
1+R1/R2

e−t/[CR3+CR1R2/(R1+R2)].

1.2.10 A =

[
1 + R1

R2
R1 + R1+R2

jωCR2
1

R2
1 + 1

jωCR2

]
=

[
3 200− j600

0.01 1− j2

]
.

1.2.11 A11 =A22 =
√

Zõõ/(Zõõ − Zêç), A12 =Zêç
√

Zõõ/(Zõõ − Zêç),

A21 =
√

Zõõ/(Zõõ − Zêç)/Zõõ.

1.2.12 UR(t) = E
[
e−t/RCσ(t)− e−(t−tè)/RCσ(t− tè)

]
,

UC(t) = E
[
(1− e−t/RC)σ(t)− (1− e−(t−tè)/RC)σ(t− tè)

]
.

1.2.13 UL(t) = E
[
e−tR/Lσ(t)− e−(t−tè)R/Lσ(t− tè)

]
,

UR(t) = E
[
(1− e−tR/L)σ(t)− (1− e−(t−tè)R/L)σ(t− tè)

]
.

1.2.14 R > 2
√

L/C = 500 Îì.

1.2.15 C = 0.912 íÔ.

1.2.16 2∆f = 5.31 êÃö.

1.2.17 Â 400 ðàç.

1.2.18 Ïðè ν = 1/Q Rýêâ = 50 êÎì, Xýêâ = −50 êÎì,
ïðè ν = 2/Q Rýêâ = 20 êÎì, Xýêâ = −40 êÎì.

1.2.19 Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü P = 8 Âò.

1.2.20 L = 9.1 ìêÃ, C = 56.8 ïÔ, R = 4 Îì.

1.2.21 Äîáðîòíîñòü óìåíüøèòñÿ â 5 ðàç.
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1.2.22 L = 5 ìÃ, C = 20 íÔ, G = 20 ìêÑì.

1.2.23 Ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ íå èçìåíèòñÿ.

1.2.24 Îòíîøåíèå ìîùíîñòåé P1/P2 = 10/9.

1.2.25 L = 13.3 ìÃ, C = 75 ïÔ, R = 10 Îì.

1.2.26 Q = 20, R = 39.8 Îì.

1.2.27 Q = 25, mâûõ = 70%.

1.2.28 ρ = 1 êÎì, Q = 166, uC = 10 Â.

1.2.29 Q = 50.

1.2.30 L1 =313 ìêÃ, L2 =276 ìêÃ, Rýêâ=25.38 Îì, Xýêâ=−197.7 Îì.

1.2.31 f1 = 2.265 ÌÃö, f2 = 1.81 ÌÃö.

1.2.32 f1 = 1.39 ÌÃö, f2 = 0.945 ÌÃö.

1.2.33 I2m = 2.5 À.

1.2.34 Èíäèâèäóàëüíûé ðåçîíàíñ. Ïîëíûé ðåçîíàíñ ïðè R1 = 16.2 Îì.

1.2.35 Rýêâ = 33 Îì, Xýêâ = 29.52 Îì.

1.2.36 f01 = 23 êÃö, f02 = 21.7 êÃö.

1.2.37 ρ1 = 66.7 Îì, Q1 = 2.2, ρ2 = 79 Îì, Q2 = 3.95.

1.2.38 G1 = 1.14 ìêÑì, G2 = 0.86 ìêÑì, g1 = g2 = 10.7 ìÑì,
f01 =f02 =70 êÃö, Q1 =85, Q2 =113.3, k=2.5%.

1.2.39 k = 0.267, f1 = 3.375 ÌÃö, f2 = 4.44 ÌÃö.

1.2.40 ρ1 = 866 Îì, Q1 = 39.36, ρ2 = 816 Îì, Q2 = 35.48.

1.2.41 fðåç = 125 êÃö.

1.2.42 M = 80 ìêÃ.

1.2.43 Q = 70.7.

1.2.44 I1m = 0.283 À.

1.2.45 UCm = 100 ìÂ.
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1.2.46 Gâí=5 ìêÑì, Bâí=0.1 ìêÑì, U1m = 0.8 Â.

1.2.47 Ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò L = 1.634 Ã, C = 9.804 íÔ.

1.2.48 L = 31.8 ìÃ, C = 31.8 íÔ.

1.2.49 fñð = 500 Ãö, K =1.26 êÎì ŻT = j3.56 êÎì.

1.2.50 Ôèëüòð âåðõíèõ ÷àñòîò fñð = 148.5 Ãö, L = 1.489 Ã, C = 193 íÔ.

1.2.51 L = 795.8 ìêÃ, C = 795.8 ïÔ.

1.2.52 f0 = 562.7 Ãö, f1 = 233.1 Ãö, f2 = 1358.5 Ãö, ZT
0 = 565.7 Îì.

1.2.53 f0=562.23Ãö, L1=318ìÃ, C1=0.253ìêÔ, L2=161ìÃ, C2=0.5 ìêÔ.

1.2.54 Lïðîä = 9.54 ìÃ, Lïîïåð = 16.96 ìÃ, Cïîïåð = 9.54 íÔ.

1.2.55 Cïðîä = 2652.7 íÔ, Lïîïåð = 2652.7 ìêÃ, Cïîïåð = 1493.06 íÔ.

1.2.56 α=R/2
√

LC + G
√

LC/2=0.5 · 10−3 ì−1, β =ω
√

LC =0.1 ðàä/ì.

1.2.57 ÊÏÄ=92%, Pâõ=2.17 êÂò, Pïîò=170 Âò, U1m =466 Â,
I1m =9.3 À, U2m =447 Â, I2m =8.95 À.

1.2.58 R0 =51 Îì, vô=2.7 · 108 ì/ñ β =3.7 · 10−4 ì−1, U2m =10.17 Â.

1.2.59 I2m =1.087À, I1m =1.07 À.

1.2.60 ÊÏÄ = 50%.

1.2.61 Èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå 116.8 Îì.

1.2.62 L = 0.75 ìêÃ/ì, C = 133.3 ïÔ/ì.

1.2.63 R0 =75.07 Îì, `=0.6 + 1.5n ì.

1.2.64 `L =7.2 ìì, `C =1.35 ñì.

1.2.65 `=0.972 ì.

1.2.66 L=17 íÃ.

1.2.67 U1m =40 Â, I1m =0.346 À, Żâõ=j115.5 Îì.

1.2.68 Um =1.4 Â, Im =18.8 ìÀ.

1.2.69 Żâõ=j360 Îì.
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1.2.70 Żâõ=200− j100 Îì.

1.2.71 ΓU =0.5, s=3, Umin =50 Â, Umax =150 Â.

1.2.72 Ïó÷íîñòü íà êîíöå ïðè Rí=166 Îì, óçåë � ïðè Rí=60 Îì.

1.2.73 R03 =200 Îì, R02 =100 Îì, R01 =66.7 Îì.

1.2.74 ΓU1 =0.14, s1 =1.33, ΓU2 =−0.33, s2 =2, Râõ=133 Îì.

1.2.75 Żâõ=j100 Îì.

1.2.76 I1m =0.663 À, UCm =175.86 Â, ICm =0.377 À.

1.2.77 `=λ/4=25ñì, Ròð
0 =316 Îì.

1.2.78 `1 =5.28 ñì, Ròð
01 =74.65 Îì, `2 =20.28 ñì, Ròð

02 =27.6 Îì.

1.2.79 Żâõ2 =80− j60 Îì, s2 =5, Żâõ3 =205.7 Îì, s3 =1.7,
Żâõ1 =63.9− j29.8 Îì, s1 =1.56.

1.2.80 `1 = 93, 75 ñì, `2 =13.2 ñì.

1.2.81 `=1.598 ì, Ròð
0 =30.9 Îì.

1.2.82 U(t)=50σ(t)− 12.5σ(t− 2t0), I(t)=0.5σ(t) + 0.125σ(t− 2t0).

1.2.83 U(t)=55σ(t) + 5σ(t− `1/v1), I(t)=1.1σ(t)− 0.1σ(t− `1/v1),
U2 =U3 =60Â, I1 =1À, I2 =0.6À, I3 =0.4 À.

1.2.84 U(t, `/4)=50σ(t− 0.25t0)− 50[1− e−2·106(t−0.75t0)]σ(t− 0.75t0),
U(t, `)=50σ(t− t0)− 50[1− e−2·106(t−t0)]σ(t− t0)=50e−2·106(t−t0)σ(t− t0).

1.2.85 A =

[
chγ` Ż0shγ`
1
Ż0
shγ` chγ`

]
.

1.2.86 A =

[
−R01

R02
sin β` jR02 cos β`

j 1
R02

cos β` R02

R01
sin β`

]
.

Ðàçäåë 1.3

1.3.1 Íå ìîæåò ãåíåðèðîâàòü, òàê êàê ìîùíîñòü ïîëîæèòåëüíà.

1.3.2 dU
dt = dE

dt − 1
Cf(U), dUC

dt = 1
Cf(E − UC).

1.3.3 I0 = 2U0/π, I2 = 4U0/3/π.
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1.3.4 I(t) = 2 cos ωt/(8 + cos ωt).

1.3.5 U1∼=7I1∼+4I2∼, U2∼=7I1∼+5I2∼. ×åòûðåõïîëþñíèê íåîáðàòèìûé.

1.3.6 I(t)=15(cos ωt− cos 1.37) ìÀ ïðè 2πn− 1.37 ≤ ωt ≤ 2πn + 1.37,
ϑ=1.37ðàä.

1.3.7 R=20Îì, IR =0.1 + 0.15 sin ωtÀ, IC =−0.05 sin ωt− 21 sin 3ωtÀ.

1.3.8 I0 =10.4À, I1 =22.2À, I2 =5.4À, I3 =5.4À, I4 =0.

1.3.9 Imax =1.414 À.

1.3.10 I(ωt)=2(cos ωt−cos 1.318)+6(cos 2ωt−cos 1.487)Â, I(2kπ)=7 Â,
I((2k − 1)π)=3Â.

1.3.11 IÑò(UÇÈ)=0.36 + 0.12UÇÈ + 0.01U 2
ÇÈ, a0 =0.36À, a1 =0.12À/Â,

a2 =10ìÀ/Â2.

1.3.12 Um =2.5Â, U0 =3.75 Â.

1.3.13 P1âõ=4.5 Âò, P2âõ=8 Âò, Pâûõ(ω0)=2.25Âò, Pâûõ(Ω)=4Âò,
Pâûõ(2ω0)=0.101Âò, Pâûõ(2Ω)=0.32Âò, Pâûõ(ω0 ± Ω)=0.72 Âò.

1.3.14 I(t)=1.25+3.02 cos Ωt+0.8 cos 2Ωt+0.16 cos 3Ωt+0.36 cos(ω0−2Ω)t+
+ 1.2 cos(ω0 − Ω)t+2.42 cos ω0t+1.2 cos(ω0+Ω)t+0.36 cos(ω0+2Ω)t+
+ 0.27 cos(2ω0 − Ω)t+0.45 cos 2ω0t+0.27 cos(2ω0+Ω)t + 0.0675 cos 3ω0t.
m = 99%, kíë = 30%

1.3.15 m=0.33, m1 =m/
√

1 + Q24Ω2/ω2
0 =0.236.

1.3.16 Ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ óãîë îòñå÷êè íàïðÿæåíèÿ.

1.3.17 I1 =βmU 2
m cos Ωt, I2 = βm2

4 U 2
m cos 2Ωt, kíë=m/4.

1.3.18 Êîìáèíàöèîííûå ÷àñòîòû îò ÀÌ-êîëåáàíèé ñ ïîäàâëåííîé íåñó-
ùåé ñîäåðæàò òîëüêî óäâîåííûå ÷àñòîòû çâóêîâûõ êîëåáàíèé.

1.3.19 Êîëåáàíèÿ ñ óäâîåííûìè ÷àñòîòàìè çâóêîâûõ êîëåáàíèé âîçíè-
êàþò ïðè ñìåøåíèè ãàðìîíèê âåðõíåé è íèæíåé áîêîâûõ ïîëîñ.

1.3.20 ×àñòîòû ãàðìîíèê: 2, 14, 18, 30, 34, 46 è 50 êÃö. Àìïëèòóäû ãàð-
ìîíèê ñîîòâåòñòâåííî: 10, 40, 40, 2, 2, 0.6, 0.6 ìÀ.

1.3.21 ×àñòîòû ãàðìîíèê: 1, 3, 13, 15, 17, 19, 29, 31, 33, 35, 45, 47, 49 è
51 êÃö. Àìïëèòóäû ãàðìîíèê ñîîòâåòñòâåííî: 5, 17.5, 70, 20, 20, 70, 3.5,
1.0, 1.0, 3.5, 1.05, 0.3, 0.3, 1.05 ìÀ.
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1.3.22 ×àñòîòà óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà fóïð=f0/n, (n=1, 2, 3).
Ïðè fóïð=f0, Uí∼=0.2(1 + mF (t)) Â.

1.3.23 Óñèëåíèå 120 äîñòèãàåòñÿ ïðè íåèíâåðòèðóþùåì âêëþ÷åíèè ÎÓ
è Rβ =1190 êÎì, à óñèëåíèå �120 � ïðè èíâåðòèðóþùåì âêëþ÷åíèè ÎÓ
è Rβ =1200 êÎì.

1.3.24 R3 = 20.5 êÎì.

1.3.25 L = 40ìêÃ, fðåç = 250 êÃö. Ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà áóäåò èçìåíÿòü-
ñÿ îò 125 äî 250 êÃö.

1.3.26 M =400 ìêÃ.

1.3.27 Mêð=0.2 ìêÃ. Ïðè M =Mêð/2 äîáðîòíîñòü âîçðàñòàåò, à α óìåíü-
øàåòñÿ âäâîå.

1.3.28 Mêð=0.2 ìêÃ. ÏðèM1=1 ìêÃ U1=1.63 Â, ïðè M2=2 ìêÃ
U2=1.73 Â.

1.3.29 Æåñòêèé ðåæèì êîëåáàíèé. U1 = 1.41 Â − íåóñòîé÷èâà,
U2 =2.83 Â �óñòîé÷èâà.

1.3.30 |U2/U1|=1/
√

32 + (ωCR− 1/ωCR)2.

1.3.31 R1 =R2 =10 êÎì, R0 =10 êÎì, Rβ =30 êÎì.

1.3.32 3 cos 5 · 103t+0.588 cos(49 · 102t− π/4)+0.612 cos(51 · 102t+π/4)+
+0.27 cos 45 · 102t+0.33 cos 55 · 102tìÀ.

1.3.33 Râí = 10Îì, Q = 100.

1.3.34 fó = 1.592ÌÃö, m = 0.025, ∆C = 5 ïÔ.

1.3.35 mêð=0.02. Q=100. Ïðè fó=79 êÃö, L=20 ìÃ; ïðè fó=52 êÃö
L = 45 ìÃ.

1.3.36 fó = 31.8ÌÃö, mêð = 0.05, m = 0.045, ∆C = 9 ïÔ.
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×àñòü 2
ÎÑÍÎÂÛ
ÒÅÎÐÈÈ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

Ââåäåíèå
Êóðñ �Îñíîâû òåîðèè êîëåáàíèé� ÷èòàåòñÿ ñòóäåíòàì äíåâíîãî îòäåëå-
íèÿ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå è ôàêóëüòåòå íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ, îáó-
÷àþùèìñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè 013800 �Ðàäèîôèçèêà è ýëåêòðîíèêà�. Öå-
ëüþ êóðñà ÿâëÿåòñÿ îáó÷åíèå ñòóäåíòîâ ìåòîäàì àíàëèçà íåëèíåéíûõ
ñèñòåì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, îïèñàíèþ ïðîñòåéøèõ áàçîâûõ ìîäåëåé òåî-
ðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé è îñíîâíûõ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé, çíàêîìñòâî
ñ îñíîâíûìè èäåÿìè è ïîíÿòèÿìè íåëèíåéíîé äèíàìèêè, íà êîòîðûõ áà-
çèðóåòñÿ ðÿä ñïåöêóðñîâ óêàçàííîé ñïåöèàëüíîñòè.

Â äàííîé ÷àñòè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ñãðóïïèðîâà-
íû â ÷åòûðå ðàçäåëà:

2.1. Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâîñòü è áèôóðêàöèè.
2.2. Äèíàìèêà ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.
2.3. Íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð. Íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ.
2.4. Àâòîêîëåáàíèÿ. Ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàíèé.
Êàæäûé ðàçäåë íà÷èíàåòñÿ ñ êðàòêîãî îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâ-

ëåíèé, áàçîâûõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Â êîíöå ýòîé ÷àñòè
ïðåäñòàâëåí ñïèñîê ëèòåðàòóðû [1�18], êîòîðàÿ â òîé èëè èíîé ìåðå áû-
ëà èñïîëüçîâàíà ïðè ñîñòàâëåíèè çàäàíèé è êðàòêîì èçëîæåíèè òåîðèè.
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2.1 Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâîñòü
è áèôóðêàöèè

2.1.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ñâåñòè ê èçó-
÷åíèþ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ âñå âîçìîæíûå äâèæåíèÿ
ñèñòåìû îòîáðàæàþòñÿ íà ôàçîâîì ïîðòðåòå. Ôàçîâûì ïîðòðåòîì äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íà ôàçîâûå òðàåêòîðèè. Ïîä ñòðóêòóðîé ðàçáèåíèÿ ôàçî-
âîãî ïðîñòðàíñòâà íà òðàåêòîðèè ïîíèìàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êàðòèíà
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âñå âîç-
ìîæíûå òðàåêòîðèè ðàçäåëÿþò íà îáûêíîâåííûå è îñîáûå. Ïðè ïîñòðîå-
íèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê è èññëåäîâàíèå
îñîáûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Ê ïðîñòåéøèì îñîáûì òðàåêòîðèÿì îòíî-
ñÿòñÿ:
1. Îñîáûå òî÷êè, èëè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ñî-

ñòîÿíèå ïîêîÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (çíà÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè).

2. Èçîëèðîâàííûå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè, èëè ïðåäåëüíûå öèêëû, êî-
òîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.

3. Ñåïàðàòðèñíûå êðèâûå è ïîâåðõíîñòè (èëè óñòîé÷èâûå è íåóñòîé-
÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíûõ öèê-
ëîâ), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷è-
âûõ îñîáûõ òðàåêòîðèé, íàïðèìåð, óñòîé÷èâûõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ
èëè óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû ïðîñòåéøèå îñîáûå ôàçîâûå
òðàåêòîðèè, à èìåííî, òî÷êè ðàâíîâåñèÿ èëè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì, çàäàííûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè:

dxi

dt
= fi (x1, ..., xN) ,

i = 1, ..., N.

Ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ òî÷êà â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîé âåêòîð ñêîðîñòè ðàâåí íóëþ:

(
dx1

dt
,
dx2

dt
, . . . ,

dxN

dt

)
= 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ îòñóòñòâóåò âñÿ-
êîå äâèæåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
íåîáõîäèìî ïðèðàâíÿòü íóëþ ïðàâûå ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó.
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Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîãóò áûòü óñòîé÷èâûìè è íåóñòîé÷èâûìè. Åñ-
ëè ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, òî ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî.
Åñëè ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè ñèñòåìà óõîäèò îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
òî îíî ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ.

Ïðîâåäåì àíàëèç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïðîñòåéøèõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ñ ðàçìåðíîñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà N = 2:

dx

dt
= f (x, y) ,

dy

dt
= g (x, y) . (2.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà P ñ êîîðäèíàòàìè x = x̄, y = ȳ ÿâëÿåòñÿ ñî-
ñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ. Ïðåäñòàâèì äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñèñòåìû â
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè â âèäå x = x̄ + x̃ è y = ȳ + ỹ (ãäå x̃, ỹ � ìà-
ëûå âåëè÷èíû). Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.1) â íîâûõ ïåðåìåííûõ, èñïîëü-
çóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà è îãðàíè÷èâàÿñü â ðàçëîæåíèè ëèíåéíûìè
ñëàãàåìûìè,

dx̃

dt
= f (x̄, ȳ) +

∂f (x̄, ȳ)

∂x
x̃ +

∂f (x̄, ȳ)

∂y
ỹ,

dỹ

dt
= g (x̄, ȳ) +

∂g (x̄, ȳ)

∂x
x̃ +

∂g (x̄, ȳ)

∂y
ỹ.

Ïîñêîëüêó f (x̄, ȳ) = 0, g (x̄, ȳ) = 0, ëèíåàðèçîâàííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

dx̃

dt
= Ax̃ + Bỹ,

dỹ

dt
= Cx̃ + Dỹ, (2.2)

ãäå A = ∂f(x̄,ȳ)
∂x , B = ∂f(x̄,ȳ)

∂y , C = ∂g(x̄,ȳ)
∂x , D = ∂g(x̄,ȳ)

∂y � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,
âû÷èñëåííûå â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ.

Ïîëó÷åíà ñèñòåìà äâóõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïðîàíàëèçèðî-
âàòü õàðàêòåð ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. ×àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (2.2) èùåòñÿ â âèäå

x̃ = γ1exp (λt) ,
ỹ = γ2exp (λt) . (2.3)

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
÷àñòíûõ ðåøåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ (2.3) â (2.2), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

(A− λ) γ1 + Bγ2 = 0,
Cγ1 + (D − λ) γ2 = 0. (2.4)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (2.4) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ γ1 è γ2 èìåëà íåíóëåâûå ðåøåíèÿ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü åå áûë ðàâåí íóëþ

det
[

A− λ B
C D − λ

]
= 0. (2.5)

Óðàâíåíèå (2.5) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû
(2.2). Ïåðåïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

λ2 − Sλ + J = 0, (2.6)
ãäå S = A + D, J = AD − BC. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
(2.6)

λ1,2 =
S

2
±

√
S2

4
− J (2.7)

îïðåäåëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2), ñëåäîâàòåëüíî, è ïîâåäåíèå ôàçî-
âûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè. Óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåò çíàê äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ (Reλ). Åñëè õîòÿ áû ó îäíîãî êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíàÿ (Reλ1 > 0) èëè (Reλ2 > 0),
òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà è Reλ1 < 0, è Reλ2 < 0.

Òèïû ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ. Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ñëåäóþùèå
ñëó÷àè:
1. Åñëè λ1, λ2 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè

÷àñòÿìè, òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ôîêóñîì.
2. Åñëè λ1, λ2 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè

÷àñòÿìè, òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóñòîé÷èâûé
ôîêóñ.

3. Åñëè λ1, λ2 � äåéñòâèòåëüíûå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òî ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ � óñòîé÷èâûé óçåë.

4. Åñëè λ1, λ2 � äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ � íåóñòîé÷èâûé óçåë.

5. Åñëè λ1, λ2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ðàçíûõ çíàêîâ, òî ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.

6. Åñëè λ1, λ2 � ÷èñòî ìíèìûå âåëè÷èíû, òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ öåíòðîì.

Â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ ðàçìåðíîñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâ-
íîé òðåì èìååòñÿ òðè êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ìîãóò èìåòü áîëåå ñëîæíûé è ðàçíîîáðàçíûé õàðàêòåð. Çäåñü
âîçìîæíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ñëó÷àè:
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1. λ1, λ2, λ3 � äåéñòâèòåëüíûå îòðèöàòåëüíûå (ïîëîæèòåëüíûå) ÷èñ-
ëà. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì
(íåóñòîé÷èâûì) óçëîì.

2. λ1 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, λ2, λ3 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðè÷åì âñå
êîðíè èìåþò îòðèöàòåëüíûå (ïîëîæèòåëüíûå) äåéñòâèòåëüíûå ÷à-
ñòè. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì
(íåóñòîé÷èâûì) ôîêóñîì.

3. Îäèí èç êîðíåé äåéñòâèòåëüíûé, äâà äðóãèõ êîìïëåêñíûå, ïðè÷åì
çíàêè äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé äâóõ äðóãèõ
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé � ðàçíûå (λ1 � äåéñòâèòåëüíûé,
λ2, λ3 � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå, λ1 < 0, Reλ2,3 > 0). Ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì.

4. Âñå êîðíè äåéñòâèòåëüíûå è èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ýòîò ñëó÷àé ñî-
îòâåòñòâóåò îñîáûì òî÷êàì, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñåäëî-óçåë.

Ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè åå ïà-
ðàìåòðà, ïðîõîäÿ ÷åðåç íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ, ìîæåò ïðåòåðïåâàòü êà÷å-
ñòâåííûå èçìåíåíèÿ, ÷òî îòðàæàåòñÿ â êà÷åñòâåííîé ïåðåñòðîéêå ôàçî-
âîãî ïîðòðåòà. Ïîäîáíûå êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â ïîâåäåíèè ñèñòåìû
ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà íàçûâàþò áèôóðêàöèåé. Çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ, íàçûâàþò áèôóð-
êàöèîííûì çíà÷åíèåì èëè òî÷êîé áèôóðêàöèè. Â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòå-
ìàõ ìîãóò ïðîèñõîäèòü áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, áèôóðêàöèè
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è áèôóðêàöèè áîëåå ñëîæíûõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ áè-
ôóðêàöèè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Ê íèì îòíîñèòñÿ ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóð-
êàöèÿ, òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ, áèôóðêàöèÿ òèïà âèë, áèôóðêà-
öèÿ Àíäðîíîâà � Õîïôà.

Ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ
Ïóñòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èìååòñÿ óñòîé÷èâûé óçåë è

ñåäëî. Ïðè äâèæåíèè ïî óïðàâëÿþùåìó ïàðàìåòðó ñèñòåìû ê íåêîòî-
ðîìó áèôóðêàöèîííîìó çíà÷åíèþ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ñáëèæàþòñÿ è ïðè
êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ñëèÿíèÿ óçëà è ñåäëà ñ
îáðàçîâàíèåì íåãðóáîãî ñîñòîÿíèÿ ðàíîâåñèÿ, íàçûâàåìîãî ñåäëî-óçëîì.
Ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà çà òî÷êó áèôóðêàöèè ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ èñ÷åçàåò.

Ïðîñòåéøåé ìîäåëüíîé ñèñòåìîé, îïèñûâàþùåé ñëèÿíèå è èñ÷åçíîâå-
íèå óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñëóæèò óðàâíå-
íèå âèäà

dx

dt
= m− x2, (2.8)

ãäå x � äèíàìè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ; m � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð.
Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì è â åãî ôàçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå, åñòåñòâåííî, íå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ. Îíà
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òðåáóåò êàê ìèíèìóì äâóìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî çàêî-
íîìåðíîñòè ñëèÿíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ñîñòîÿíèé ðàíîâåñèÿ â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñèñòåìû (2.8) êà÷åñòâåííî ïîâòîðÿþò çàêîíîìåðíîñòè ñåäëî-
óçëîâîé áèôóðêàöèè â ïðîñòðàíñòâå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïîäîáíûå
ïðîñòåéøèå ôîðìû äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñî-
áûõ òî÷åê, êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ëîêàëüíûå áèôóðêàöèè è â
êîòîðûõ âàæíûå äëÿ õàðàêòåðèñòèêè îñîáîé òî÷êè âåëè÷èíû îêàçûâà-
þòñÿ âûïèñàííûìè â ÿâíîì âèäå (íàïðèìåð, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ), íà-
çûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè ôîðìàìè. Íîðìàëüíîé ôîðìîé ñåäëî-óçëîâîé
áèôóðêàöèè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (2.8).

Ñèñòåìà (2.8) èìååò äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ñ êîîðäèíàòàìè x̄1 =
√

m è
x̄2 = −√m. Âèäíî, ÷òî îíè îïðåäåëåíû òîëüêî ïðè m > 0. Èõ óñòîé÷è-
âîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ρ = −2x̄i (ãäå x̄i � êîîðäèíà-
òà òî÷êè ðàâíîâåñèÿ). Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ êîîðäèíàòîé x̄1 =

√
m

ïîëó÷àåì ρ1 = −2
√

m, äëÿ òî÷êè x̄2 = −√m ïîëó÷àåì ρ2 = 2
√

m.
Ñëåäîâàòåëüíî, x̄1 � óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, à x̄2 � íåóñòîé÷èâàÿ.
Ïðè m < 0 ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòñóòñòâóþò. Â áèôóðêàöèîííîé òî÷-
êå m = 0 âîçíèêàåò ñåäëî-óçåë. Ïðè m > 0 ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ è
íåóñòîé÷èâàÿ òî÷êè. Ñ ðîñòîì íàäêðèòè÷íîñòè (|m − mcr|) îíè ðàñõî-
äÿòñÿ.

Òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ
Ïðè òðàíñêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöèè ïðîèñõîäèò îáìåí óñòîé÷èâîñòüþ

ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ðàâíîâåñèÿ. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà äëÿ òàêîé áèôóð-
êàöèè èìååò âèä

dx

dt
= mx− x2. (2.9)

Ñèñòåìà (2.9) èìååò äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ x̄1 = 0 è x̄2 = m. Èõ óñòîé÷è-
âîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ρ = m− 2x̄i. Äëÿ òî÷êè ðàâ-
íîâåñèÿ x̄1 = 0 ïîëó÷àåì ρ1 = m, äëÿ òî÷êè x̄2 = m ïîëó÷àåì ρ2 = −m.
Âèäíî, ÷òî òî÷êà x̄1 = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè m < 0 è íåóñòîé÷èâîé
� ïðè m > 0. Äëÿ òî÷êè x̄2 = m âñå íàîáîðîò. Ïðè áèôóðêàöèîííîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà m = 0 òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ñëèâàþòñÿ è îáìåíèâàþòñÿ
óñòîé÷èâîñòüþ.

Áèôóðêàöèÿ òèïà âèë
Íîðìàëüíàÿ ôîðìà, îïèñûâàþùàÿ áèôóðêàöèþ òèïà âèë, èìååò âèä

dx

dt
= mx− x3. (2.10)

Â ýòîé ñèñòåìå ïðè m < 0 èìååòñÿ îäíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ x̄1 = 0.
Ïðè m > 0 ñóùåñòâóåò òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: x̄1 = 0, x̄2 =

√
m è

x̄3 = −√m. Óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì ρ = m−3x̄2

i . Âèäíî, ÷òî äëÿ òî÷êè x̄1 = 0 ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå ρ = m, à äëÿ x̄2 =

√
m è x̄3 = −√m ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

ρ = −2m. Ïðè ïåðåõîäå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ÷åðåç íîëü óñòîé÷è-
âîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì è â åãî îêðåñòíîñòè
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ðîæäàåòñÿ ïàðà óñòîé÷èâûõ ñèììåòðè÷íûõ äðóã äðóãó ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ áèôóðêàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â ñèñòå-
ìàõ ñ ñèììåòðèåé. Ñèñòåìà (2.10) ñèììåòðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíå
x ↔ (−x).

Áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà � Õîïôà
Ïðè áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà � Õîïôà ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå ïðåäåëü-

íîãî öèêëà. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà, îïèñûâàþùàÿ äàííóþ áèôóðêàöèþ, èìå-
åò âèä

dz

dt
= (m + iω) z − z|z|2, (2.11)

ãäå z � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ; i =
√−1; ω � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàí-

òà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó ñèñòåìû è íå èãðàåò ðîëè
áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà (2.11) ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïëåêñíûì ýêâèâàëåíòîì íîðìàëüíîé ôîðìû áèôóðêàöèè âèë.

Ïåðåïèøåì (2.11) â âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîëàãàÿ z = x + iy. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé:

dx

dt
=

[
m− (

x2 + y2)] x− ωy,

dy

dt
=

[
m− (

x2 + y2)] y + ωx. (2.12)

Óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé èìåþò âèä
[
m− (

x2 + y2)] x− ωy = 0,[
m− (

x2 + y2)] y + ωx = 0. (2.13)
Äîóìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà x, âòîðîå � íà y è ñêëàäûâàÿ ïðàâûå è
ëåâûå ÷àñòè, ïîëó÷èì

[
m− (

x2 + y2)] (
x2 + y2) = 0. (2.14)

Âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ: îäíî èç íèõ x = 0, y = 0 (èëè z = 0)
è âòîðîå, äëÿ êîòîðîãî x2 + y2 = |z|2 = m, ò.å. ïðè áèôóðêàöèîííîì
çíà÷åíèè m = 0 â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ êîîðäèíàòàìè
x = 0, y = 0 ðîæäàåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë, ðàäèóñ êîòîðîãî |z| = √

m.

2.1.2. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 2.1.1
Èññëåäóéòå áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèñòåìû

ẋ = m− x2.

Ïîñòðîéòå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x
è m.
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Çàäà÷à 2.1.2
Èññëåäóéòå áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèñòåìû

ẋ = mx− x2.

Ïîñòðîéòå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x
è m.

Çàäà÷à 2.1.3
Èññëåäóéòå áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèñòåìû

ẋ = mx− x3.

Ïîñòðîéòå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x
è m.

Çàäà÷à 2.1.4
Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèÿ ñðåäíèõ êîíöåíòðàöèé ðåàãèðóþ-
ùèõ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ẋ = x [β − βx− (α + β) y] ,
ẏ = y [−γ + (α + γ) x + γy] .

Èññëåäóéòå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ,
ïîëàãàÿ α > 0, β > 0, γ > 0.

Çàäà÷à 2.1.5
Óðàâíåíèÿ

ẋ =
(
ε− x2 − y2) x + y,

ẏ =
(
ε− x2 − y2) y − x

ïðåäñòàâëÿþò àâòîêîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó. Ïðîâåäèòå àíàëèç óñòîé÷èâî-
ñòè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ.

Çàäà÷à 2.1.6
Â îñöèëëÿòîðå Âàí äåð Ïîëÿ

ẍ− (
ε− x2) ẋ + x = 0

èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-
ìåòðà ε.

Çàäà÷à 2.1.7
Â îñöèëëÿòîðå Ðýëåÿ

ẍ− (
λ− ẋ2) ẋ + x = 0

îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê è èññëåäóéòå èõ óñòîé÷è-
âîñòü â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ.
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Çàäà÷à 2.1.8
Äëÿ äèññèïàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà

ẍ + αẋ + βx + γx3 = 0

îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ïîñòðîéòå íà ïëîñêîñòè ïà-
ðàìåòðîâ (α − β) îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè γ = 1,
îïèøèòå õàðàêòåð áèôóðêàöèé ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó îáëàñòÿìè.

Çàäà÷à 2.1.9
Äëÿ äèññèïàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà

ẍ + αẋ + βx + γx3 = 0

îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ïîñòðîéòå íà ïëîñêîñòè ïà-
ðàìåòðîâ (α−β) îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè γ = −1,
îïèøèòå õàðàêòåð áèôóðêàöèé ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó îáëàñòÿìè.

Çàäà÷à 2.1.10
Äëÿ äèññèïàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà

ẍ + αẋ + βx + γx3 = 0

îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ïîñòðîéòå íà ïëîñêîñòè ïà-
ðàìåòðîâ (β−γ) îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà äèññèïàöèè α = 0.01,
îïèøèòå õàðàêòåð áèôóðêàöèé ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó îáëàñòÿìè.

Çàäà÷à 2.1.11
Äëÿ äèññèïàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Òîäû

ẍ + αẋ + exp(x)− 1 = 0

îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Êàêèå òè-
ïû íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîãóò íàáëþäàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà
äèññèïàöèè α ?

Çàäà÷à 2.1.12
Äëÿ àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû Âàí äåð Ïîëÿ � Äóôôèíãà

ẍ− (
ε− x2) ẋ + x + γx3 = 0

îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïî-
ñòðîéòå íà ïëîñêîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (ε−γ) îáëàñòè ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, îïèøèòå õàðàêòåð áèôóð-
êàöèé ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó îáëàñòÿìè.
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Çàäà÷à 2.1.13
Äëÿ àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû Ðýëåÿ � Òîäû

ẍ− (
ε− ẋ2) ẋ + exp(x)− 1 = 0

îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Êàêèå òèïû íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîãóò íàáëþäàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò
óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ε ?

Çàäà÷à 2.1.14
Â ãåíåðàòîðå ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ

ẋ = mx− xz + y − dx3,
ẏ = −x,
ż = −gz + g [exp(x)− 1]

îïðåäåëèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèå èõ óñòîé÷èâîñòü. Èññëåäóéòå õàðàêòåð îñîáûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ m−g ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà áåçûíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòè
d = 0.

Çàäà÷à 2.1.15
Â ãåíåðàòîðå ñ èíåðöèîííîé íåëèíåéíîñòüþ

ẋ = mx− xz + y − dx3,
ẏ = −x,
ż = −gz + g [exp(x)− 1]

íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå
èõ óñòîé÷èâîñòü. Èññëåäóéòå õàðàêòåð ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íà ïëîñêî-
ñòè ïàðàìåòðîâ m− d ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà èíåðöèîííîcòè g = 0.2.

Çàäà÷à 2.1.16
Â ãåíåðàòîðå ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé (öåïü ×óà)

ẋ = α [y − x− f(x)] ,
ẏ = x− y + z,
ż = −βy,

ãäå f(x) =

{
bx + a− b, x > 1,
ax, |x| ≤ 1,
bx− a + b, x < −1,

íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè è çàïèøèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 2.1.17
Â ñèñòåìå Ðåññëåðà

ẋ = −y − z,
ẏ = x + αy,
ż = α + z (x− µ)
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íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè è çàïèøèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.
×òî ïðîèñõîäèò ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ïðè ïåðåñå÷åíèè ëèíèè µ = 2α
íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (α− µ) ?

Çàäà÷à 2.1.18
Â ñèñòåìå Ëîðåíöà

ẋ = σ (y − x) ,
ẏ = ρx− y − xz,
ż = −βz + xy

íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Çàïèøèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
ëèíåàðèçàöèè äëÿ îñîáîé òî÷êè â íà÷àëå êîîðäèíàò (σ, ρ, β > 0).
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2.2 Äèíàìèêà ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì

2.2.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü
âûÿñíåíî ïóòåì èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé
ñ íåêîòîðûì îòðåçêîì â ñëó÷àå äâóìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èëè ñ
ñåêóùåé ïîâåðõíîñòüþ â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóåò íåêîòîðîå òî÷å÷íîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå F , ê èçó÷åíèþ êîòîðîãî è ñâîäèòñÿ çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè ïî-
âåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Ñòðóêòóðà ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà òðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âçàèìíî
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ïîðîæäàåìîãî åþ òî÷å÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ F . Â ÷àñòíîñòè, ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F .

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â âèäå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçìåðíîñòüþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàâíîé äâóì

dx

dt
= f (x, y) ,

dy

dt
= g (x, y) .

Ïðîâåäåì íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÷åðåç íåîñîáûå òî÷êè îòðåçîê áåç êîí-
òàêòà AB, ò.å. òàêîé îòðåçîê ïðÿìîé èëè äóãè íåêîòîðîé ãëàäêîé êðè-
âîé, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîãî ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò åãî íè-
ãäå íå êàñàÿñü. Ðàññìîòðèì ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ, ïðîõîäÿùóþ â ìîìåíò
âðåìåíè t = t1 ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó M îòðåçêà AB. Åñëè ïðè äàëü-
íåéøåì äâèæåíèè èçîáðàæàþùåé òî÷êè âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè îíà
áóäåò âíîâü è âíîâü ïåðåñåêàòü îòðåçîê áåç êîíòàêòà AB, òî ãîâîðÿò,
÷òî òî÷êà M èìååò ïîñëåäóþùèå. Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ñóùåñòâîâàòü
ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü

zn+1 = F (zn) , (2.15)
ãäå zn è zn+1 � êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñ îò-
ðåçêîì AB â ìîìåíòû âðåìåíè tn è tn+1. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
(2.15) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïîñëåäîâàíèÿ. Îíà âûðàæàåò çàêîí íåêîòî-
ðîãî òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà AB â ñåáÿ, óñòàíàâëèâàÿ âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ýòîãî îòðåçêà è èõ ïîñëåäóþ-
ùèìè. Òåì ñàìûì çàäà÷à èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè íà òðàåêòîðèè ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùåãî
òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïîñëåäîâàíèÿ (2.15).

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, äëÿ
êîòîðîãî íåñëîæíî àíàëèòè÷åñêè íàéòè ôóíêöèþ ïîñëåäîâàíèÿ. Çàïè-
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øåì óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà â âèäå
ẋ = y,

ẏ = −2γy − ω2
0x, (2.16)

ãäå x, y � äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñèñòåìû; γ � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ;
ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà. Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû â êà÷åñòâå ñåêóùåé âûáåðåì îñü àáñöèññ (y = 0). Íà÷àëü-
íîå ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà çàäàäèì â âèäå òî÷êè, ëåæàùåé íà ñåêóùåé:
x(0) = x0 è y(0) = 0. Â ñëó÷àå ñëàáîãî òðåíèÿ, ðåøåíèå ñèñòåìû (2.16)
èìååò âèä

x(t) = e−γt
[
x0 cos ωt +

γx0

ω
sin ωt

]
,

y(t) = −e−γt

(
ω +

γ2

ω

)
x0 sin ωt, (2.17)

ãäå ω =
√

ω2
0 − γ2. Óñëîâèåì ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñåêóùåé ÿâëÿåòñÿ y(t) = 0.

Ýòî âûïîëíÿåòñÿ (ñì. (2.17)), êîãäà sin ωt = 0, ò.å. â ìîìåíòû âðåìåíè
tn = nπ

ω , n = 0, 1, 2, . . .. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé
ôàçîâîé òðàåêòîðèåé ðàâíû

x (tn) = xn = (−1)n
(
e−

γπ
ω

)n

x0. (2.18)

Çàïèøåì êîîðäèíàòû äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè tn+1

x (tn+1) = xn+1 = −e−
γπ
ω (−1)n

(
e−

γπ
ω

)n

x0. (2.19)

Ñðàâíèâàÿ (2.19) è (2.18), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ïîñëåäîâàíèÿ â âèäå
xn+1 = λxn,

λ = − exp
(
−γπ

ω

)
. (2.20)

Ìåòîä òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ê äèíàìè÷åñêèì ñèñòå-
ìàì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Ðàçìåðíîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèñ-
êðåòíûì âðåìåíåì îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ñåêóùåé, ò.å. íà åäèíè-
öó ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Åñëè ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó íà ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷å÷íîå îòîáðàæåíèå áóäåò îäíîìåðíûì, åñ-
ëè â òðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî � äâóìåðíûì.

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì íîñÿò íå òîëüêî âñïî-
ìîãàòåëüíûé õàðàêòåð, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ â ìåòîäå òî÷å÷íûõ îòîáðà-
æåíèé ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â âèäå îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìíîãèå èç íèõ èìåþò áîëüøîå ñàìîñòî-
ÿòåëüíîå çíà÷åíèå è ñòàëè áàçîâûìè ìîäåëÿìè òåîðèè íåëèíåéíûõ êî-
ëåáàíèé, íåëèíåéíîé äèíàìèêè, òåîðèè äèíàìè÷åñêîãî õàîñà. Íàèáîëåå
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ïîïóëÿðíûìè ñèñòåìàìè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, îòîáðàæåíèå Ýíî, îòîáðàæåíèå Õîëìñà, êó-
áè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (tent map), îòîá-
ðàæåíèå îêðóæíîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ ïåðå÷èñëåííûå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü êàê ðåãóëÿðíîå,
òàê è õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Â íèõ íàáëþäàþòñÿ òèïè÷íûå áèôóðêàöèè
è òèïè÷íûå ïóòè ïåðåõîäà ê õàîñó. Ïîèñê ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îð-
áèò, àíàëèç èõ óñòîé÷èâîñòè è áèôóðêàöèé ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå
ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå â âèäå

xn+1 = λ− x2
n, (2.21)

ãäå xn � äèíàìè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, n = 0, 1, 2, . . . � äèñêðåòíîå âðåìÿ;
λ � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð. Íàéäåì íåïîäâèæíûå òî÷êè (èëè îðáèòû
ïåðèîäà-1), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì xn+1 = xn. Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå (2.21) ïðèìåò âèä

xn = λ− x2
n

èëè
x2

n + xn − λ = 0.

Êîðíè ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê P1 è P2 ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ:

x̄01 = −1

2
+

√
1

4
+ λ, (2.22)

x̄02 = −1

2
−

√
1

4
+ λ. (2.23)

Ïîñêîëüêó äèíàìè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ñèñòåìû ïðèíèìàåò òîëüêî äåé-
ñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íåïîäâèæíûå òî÷êè ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
ñóùåñòâóþò ïðè λ ≥ −0.25. Ñ óìåíüøåíèåì λ íåïîäâèæíûå òî÷êè ñáëè-
æàþòñÿ. Ïðè λ = −0.25 îíè ñëèâàþòñÿ (x̄01 = x̄02 = −0.5). Íèæå ýòîãî
çíà÷åíèÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè èñ÷åçàþò.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê P1 è P2. Äëÿ ýòîãî èñ-
ñëåäóåì ýâîëþöèþ ìàëûõ îòêëîíåíèé îò íåïîäâèæíîé òî÷êè (èëè ìàëûõ
âîçìóùåíèé â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè). Ïðåäñòàâèì äèíàìè÷å-
ñêóþ ïåðåìåííóþ â âèäå

xn = x̄0i + x̃n, (2.24)
ãäå x̄0i � êîîðäèíàòà íåïîäâèæíîé òî÷êè (i = 1, 2); x̃n � ìàëîå îòêëîíåíèå
îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ â ìîìåíò âðåìåíè n. Ïîäñòàâëÿÿ (2.24) â ëîãèñòè-
÷åñêîå îòîáðàæåíèå (2.21), ïîëó÷èì

x̄0i + x̃n+1 = λ− x̄2
0i − 2x̄0ix̃n − x̃2

n.
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Ïî îïðåäåëåíèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè

x̄0i = λ− x̄2
0i.

Òîãäà óðàâíåíèå ýâîëþöèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè
ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

x̃n+1 = −2x̄0ix̃n.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, åñëè ìàëûå
âîçìóùåíèÿ íàðàñòàþò âî âðåìåíè, ò.å.

∣∣∣∣
x̃n+1

x̃n

∣∣∣∣ > 1.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ìàëûå âîçìóùåíèÿ çàòó-
õàþò âî âðåìåíè, ò.å.

∣∣∣∣
x̃n+1

x̃n

∣∣∣∣ < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñòîé÷èâîñòü i-é íåïîäâèæíîé òî÷êè õàðàêòåðèçóåò íåêî-
òîðàÿ âåëè÷èíà

µi =
x̃n+1

x̃n
= −2x̄0i. (2.25)

Åå íàçûâàþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåïîäâèæíîé òî÷êè èëè ìóëüòè-
ïëèêàòîðîì îðáèòû ïåðèîäà-1 (ïî àíàëîãèè ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì öèê-
ëà). Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà Pi ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè −1 < µi < +1.
Áèôóðêàöèîííûìè óñëîâèÿìè (êîãäà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðåòåðïåâàåò
áèôóðêàöèþ) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ µi = +1 è µi = −1.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µ1 íåïîäâèæíîé òî÷êè P1 ñ êîîðäèíàòîé x̄01
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

µ1 = −2x̄01 = 1− 2
√

0.25 + λ. (2.26)
Îïðåäåëèì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïî ïàðàìåòðó λ òî÷êè P1:

−1 < 1− 2
√

0.25 + λ < +1,
−0.25 < λ < 0.75.

Íà ãðàíèöàõ óêàçàííîãî èíòåðâàëà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà P1 ïðåòåðïåâàåò
áèôóðêàöèè: ïðè λ = −0.25 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µ1 = +1 è ïðè λ = 0.75
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µ1 = −1.

Òåïåðü îïðåäåëèì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µ2 íåïîäâèæíîé òî÷êè P2 ñ
êîîðäèíàòîé x̄02:

µ2 = −2x̄02 = 1 + 2
√

0.25 + λ. (2.27)
Âèäíî, ÷òî òî÷êà P2 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé-
÷èâîé.
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Òàêèì îáðàçîì, â èññëåäóåìîé ñèñòåìå ïðè −0.25 < λ < 0.75 ñó-
ùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà P1. Ñ óìåíüøåíèåì çíà÷åíèé
óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ñáëèæàåòñÿ ñ íåóñòîé÷èâîé
òî÷êîé P2. Ïðè λ = −0.25 èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1,2 = +1. Ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç äàííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ñëèÿíèÿ è
èñ÷åçíîâåíèÿ óñòîé÷èâîé è íåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ñ ðîñòîì
óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç áèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå
λ = 0.75 (µ1 = −1) íåïîäâèæíàÿ òî÷êà P1 íå èñ÷åçàåò. Ïðîèñõîäèò áè-
ôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Òî÷êà P1 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé, è â åå
îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ îðáèòà ïåðèîäà-2. Ðàññìîòðèì ýòîò
áèôóðêàöèîííûé ïåðåõîä áîëåå äåòàëüíî.

Îðáèòà ïåðèîäà-2 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì xn+2 = xn. Ïðåäñòàâèì äè-
íàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ â îêðåñòíîñòè äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xn = x̄1 + x̃n,
xn+1 = x̄2 + x̃n+1,
xn+2 = x̄1 + x̃n+2, (2.28)

ãäå x̄1, x̄2 � òî÷êè îðáèòû ïåðèîäà-2; x̃n, x̃n+1, x̃n+2 � ìàëûå îòêëîíåíèÿ
èçîáðàæàþùåé òî÷êè îò îðáèòû ïåðèîäà-2 â ìîìåíòû âðåìåíè n,
n+1 è n+2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ó÷åòîì òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåïèøåì
ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå â âèäå

x̄2 + x̃n+1 = λ− (x̄1 + x̃n)
2 ,

x̄1 + x̃n+2 = λ− (x̄2 + x̃n+1)
2 .

Äëÿ òî÷åê îðáèòû ïåðèîäà-2 ìîæíî çàïèñàòü
x̄2 = λ− x̄2

1,

x̄1 = λ− x̄2
2. (2.29)

Äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ
x̃n+1 = −2x̄1x̃n,
x̃n+2 = −2x̄2x̃n+1.

Íàñ èíòåðåñóåò ýâîëþöèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé çà ïåðèîä, ÷òî ëåãêî âûðà-
çèòü èç ïðåäñòàâëåííûõ óðàâíåíèé

x̃n+2 = 2x̄22x̄1x̃n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèïëèêàòîð îðáèòû ïåðèîäà-2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:
µ = 4x̄2x̄1. (2.30)

×òîáû ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå çàâèñèìîñòü ìóëüòèïëèêàòîðà îò óïðàâ-
ëÿþùåãî ïàðàìåòðà λ, íàéäåì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.29) êîîðäèíàòû
òî÷åê îðáèòû ïåðèîäà-2. Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì

x̄2 − x̄1 = x̄2
2 − x̄2

1,
(x̄2 − x̄1) = (x̄2 − x̄1) (x̄2 + x̄1) ,

x̄2 + x̄1 = 1,
x̄1 = 1− x̄2.
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Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.29)

1− x̄2 = λ− x̄2
2,

x̄2
2 − x̄2 + (1− λ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

(x̄2)1,2 =
1

2
±

√
λ− 3

4
,

(x̄1)1,2 = 1− (x̄2)1,2 ,

(x̄1)1,2 =
1

2
∓

√
λ− 3

4
.

Ïîëó÷èëè äâå ïàðû òî÷åê äâóõ îðáèò ïåðèîäà-2. Îäíàêî ýòè îðáèòû îò-
ëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî âðåìåííûì ñäâèãîì íà n = 1 è ó íèõ
(x̄2)1 = (x̄1)2 è (x̄2)2 = (x̄1)1. Åñëè íå ó÷èòûâàòü íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìå-
íè, òî ýòî îäíà è òà æå ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà. Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è
ìû íå áóäåì èõ ðàçëè÷àòü. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà 2C ñ êîîðäèíàòàìè

x̄2 =
1

2
+

√
λ− 3

4
,

x̄1 =
1

2
−

√
λ− 3

4
. (2.31)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.31) â (2.30), ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå ìóëüòèïëèêàòîðà
÷åðåç óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ñèñòåìû:

µ = 4 (1− λ) . (2.32)
Èç àíàëèçà âûðàæåíèé äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê îðáèòû ïåðèîäà-2 (2.31) è
ìóëüòèïëèêàòîðà ýòîé îðáèòû (2.32) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä.
Îðáèòà 2C ðîæäàåòñÿ ïðè λ = 0.75. Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà åå òî÷êè îòâåòâ-
ëÿþòñÿ îò îðáèòû ïåðèîäà-1 è ðàñõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà. Îðáèòà ïåðèî-
äà-2 ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâîé. Åå ìóëüòèïëèêàòîð ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäè-
íèöû â èíòåðâàëå çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà 0.75 < λ < 1.25.
Ïðè λ = 1.25 ìóëüòèïëèêàòîð µ = −1, ò.å. îðáèòà 2C òåðÿåò óñòîé÷è-
âîñòü ÷åðåç áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Ïîèñê ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, àíàëèç èõ óñòîé÷èâîñòè è áèôóðêàöèé
ìû ðàññìîòðåëè íà ïðèìåðå ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ îäíîìåð-
íîãî òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, çàïèñàííîãî â îáùåì âèäå

xn+1 = f (xn) ,

êîîðäèíàòû òî÷åê îðáèòû ïåðèîäà-k îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ xn+k = xn.
Åå óñòîé÷èâîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì

µ =
∂f (x̄1)

∂x
× ∂f (x̄2)

∂x
× . . .× ∂f (x̄k)

∂x
,
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êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíûõ, âû÷èñëåííûõ â
òî÷êàõ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû. Îðáèòà ïåðèîäà-k ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé,
åñëè |µ| < 1.

Äëÿ äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, çàäàííûõ â îá-
ùåì âèäå

xn+1 = f (xn, yn) ,
yn+1 = g (xn, yn) ,

íåïîäâèæíûå òî÷êè (èëè îðáèòû ïåðèîäà-1) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ
xn+1 = xn è yn+1 = yn. Õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè
P : {x̄, ȳ} îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â ìàëîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè P . Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (â äàííîì ñëó÷àå èõ äâà), õàðàê-
òåðèçóþùèå óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè, íàõîäÿò êàê êîðíè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣∣
∂f(x̄,ȳ)

∂x − µ ∂f(x̄,ȳ)
∂y

∂g(x̄,ȳ)
∂x

∂g(x̄,ȳ)
∂y − µ

∣∣∣∣∣ = 0.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà, åñëè |µ1,2| < 1. Âûõîä ìóëüòèïëèêàòîðîâ
íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþ íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè
Re(µ) è Im(µ), ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèîííîé ñèòóàöèè. Â òèïè÷íûõ
ñëó÷àÿõ, åñëè îäèí èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì åäèíèöå
(µ = +1), òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñåäëî-óçëîâîé áèôóðêàöèè. Åñëè îäèí
èç ìóëüòèïëèêàòîðîâ µ = −1, òî ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïå-
ðèîäà. Åñëè µ1 è µ2 êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå è ïî ìîäóëþ ðàâíû åäè-
íèöå, òî ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ èíâàðèàíòíîé îêðóæíîñòè â
îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè.

2.2.2. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 2.2.1
Óðàâíåíèå äèñêðåòíîãî ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ îáû÷íî çàïèñûâà-
þò â îäíîì èç òðåõ âèäîâ:

xn+1 = λ− x2
n,

yn+1 = 1− ry2
n,

zn+1 = bzn (1− zn) .

Íàéäèòå çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ è ïîêàæèòå, ÷òî âòîðîå è òðå-
òüå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ.

Çàäà÷à 2.2.2
Óðàâíåíèå äèñêðåòíîãî ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò âèä

xn+1 = λ− x2
n.
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Íàéäèòå êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê êðàòíîñòè îäèí (èëè îðáèòû
ïåðèîäà-1) è îáëàñòè èõ óñòîé÷èâîñòè ïî ïàðàìåòðó λ.

Çàäà÷à 2.2.3
Íàéäèòå êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê êðàòíîñòè 1 â äâóìåðíîì äèñ-
êðåòíîì îòîáðàæåíèè Ýíî

xn+1 = λ− x2
n + yn,

yn+1 = −bxn,
b ∈ [0, 1] .

Çàïèøèòå óñëîâèå äëÿ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà îðáèòû ïåðèîäà-1.

Çàäà÷à 2.2.4
Íàéäèòå îðáèòû ïåðèîäà-1 (íåïîäâèæíûå òî÷êè) îòîáðàæåíèÿ Ýíî

xn+1 = λ− x2
n + yn,

yn+1 = −bxn,
b ∈ [0, 1] .

Îïðåäåëèòå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê è õàðàêòåð ãðà-
íèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè. Ïîñòðîéòå áèôóðêàöèîííûå ëèíèè (ãðàíèöû
îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè) íà ïëîñîêîñòè ïàðàìåòðîâ (λ− b).

Çàäà÷à 2.2.5
Ïîñòðîéòå òî÷å÷íîå îòîáðàæåíèå äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà

ẋ = −y + x
[
1− (

x2 + y2)] ,

ẏ = x + y
[
1− (

x2 + y2)] .

Çàäà÷à 2.2.6
Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè êóáè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

xn+1 = (a− 1)xn − ax3
n.

Îïðåäåëèòå èõ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïî ïàðàìåòðó a.
Íàéäèòå çíà÷åíèå òî÷êè áèôóðêàöèè âèë. Ïîñòðîéòå â åå îêðåñòíîñòè
áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äëÿ îðáèò ïåðèîäà-1. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Çàäà÷à 2.2.7
Íàéäèòå îðáèòû ïåðèîäà-1 îòîáðàæåíèÿ Õîëìñà

xn+1 = yn,

yn+1 = −bxn + dyn − y3
n.

Ïîñòðîéòå èõ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêî-
ñòè ïàðàìåòðîâ (b− d). Îïðåäåëèòå õàðàêòåð ãðàíèö (òèï áèôóðêàöèîí-
íûõ ëèíèé) ýòèõ îáëàñòåé.
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Çàäà÷à 2.2.8
Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè êóñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

xn+1 = f (xn) ,

f (x) =

{
x/a, 0 ≤ x ≤ a,
(1− x)/(1− a), a ≤ x ≤ 1,

è èññëåäóéòå èõ óñòîé÷èâîñòü.

Çàäà÷à 2.2.9
Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷åê îðáèòû ïåðèîäà-2 ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæå-
íèÿ

xn+1 = λ− x2
n.

Îïðåäåëèòå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè îðáèòû ïåðèîäà-2 ïî ïàðàìåòðó λ.

Çàäà÷à 2.2.10
Â äâóõ ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ ëîãèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿõ

xn+1 = λ− x2
n + ε

[
x2

n − y2
n

]
,

yn+1 = λ− y2
n + ε

[
y2

n − x2
n

]

îïðåäåëèòå ñèììåòðè÷íûå (ò.å. ðàñïîëîæåííûå â ñèììåòðè÷íîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå xn = yn ïîëíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû) íåïîäâèæ-
íûå òî÷êè. Ïîñòðîéòå äëÿ íèõ ëèíèè áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé íà ïëîñ-
êîñòè ïàðàìåòðîâ (λ− ε). (Áèôóðêàöèîííûé àíàëèç ñëåäóåò ïðîâåñòè â
îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ −0.3 < λ < 2 è 0 < ε < 1.)

Çàäà÷à 2.2.11
Ïåðåïèøèòå ñèñòåìó äâóõ ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ ëîãèñòè÷åñêèõ îòîá-
ðàæåíèé

xn+1 = λ− x2
n + ε

[
x2

n − y2
n

]
,

yn+1 = λ− y2
n + ε

[
y2

n − x2
n

]

â íîâûõ ïåðåìåííûõ u = x+y
2 è v = x−y

2 . Çàïèøèòå îòîáðàæåíèå, îïèñû-
âàþùåå äèíàìèêó ñèíõðîííûõ äâèæåíèé xn = yn.

Çàäà÷à 2.2.12
Äëÿ ñèíõðîííûõ (xn = yn) îðáèò ïåðèîäà-1 äâóõ èäåíòè÷íûõ âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ñèñòåì

xn+1 = λ− x2
n + ε

[
x2

n − y2
n

]
,

yn+1 = λ− y2
n + ε

[
y2

n − x2
n

]

ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ òàíãåíöèàëüíîãî è òðàíñâåðñàëüíîãî ëÿïóíîâ-
ñêèõ ïîêàçàòåëåé è óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ýòè ïîêàçàòåëè.
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Çàäà÷à 2.2.13
Â äâóõ èíåðöèîííî ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ ëîãèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿõ

xn+1 = λ− x2
n + ε [yn − xn] ,

yn+1 = λ− y2
n + ε [xn − yn]

îïðåäåëèòå ñèììåòðè÷íûå (ðàñïîëîæåííûå â ñèììåòðè÷íîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå xn = yn ïîëíîãî ôàçîâîãî ïðîñðàíñòâà ñèñòåìû) íåïîäâèæíûå òî÷-
êè. Ïîñòðîéòå äëÿ íèõ ëèíèè áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé íà ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ (λ− ε).

Çàäà÷à 2.2.14
Ïåðåïèøèòå ñèñòåìó

xn+1 = λ− x2
n + ε [yn − xn] ,

yn+1 = λ− y2
n + ε [xn − yn]

â íîâûõ ïåðåìåííûõ u = x+y
2 è v = x−y

2 . Ïîëó÷èòå îòîáðàæåíèå, îïèñû-
âàþùåå äèíàìèêó ñèíõðîííûõ äâèæåíèé xn = yn.

Çàäà÷à 2.2.15
Äëÿ ñèíõðîííûõ (xn = yn) îðáèò ïåðèîäà-1 äâóõ èíåðöèîííî ñâÿçàííûõ
ëîãèñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé

xn+1 = λ− x2
n + ε [yn − xn] ,

yn+1 = λ− y2
n + ε [xn − yn]

ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ òàíãåíöèàëüíîãî è òðàíñâåðñàëüíîãî ëÿïóíîâ-
ñêèõ ïîêàçàòåëåé è óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ýòè ïîêàçàòåëè.

Çàäà÷à 2.2.16
Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ (îòîáðàæåíèå Êà-
òàëà)

xn+1 = p1xn + yn,

yn+1 = p2 + x2
n.

Ïîñòðîéòå èõ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè ïà-
ðàìåòðîâ (p1 − p2).

Çàäà÷à 2.2.17
Ïîñòðîéòå òî÷å÷íîå îòîáðàæåíèå xn+1 = f (xn) äëÿ ëèíåéíîãî äèññèïà-
òèâíîãî îñöèëëÿòîðà

ẍ + 2γẋ + ω2
0x = 0.

Çàäà÷à 2.2.18
Ïîñòðîéòå òî÷å÷íîå îòîáðàæåíèå xn+1 = f (xn) äëÿ ãåíåðàòîðà Âàí äåð
Ïîëÿ

ẍ− (
λ− x2) ẋ + x = 0
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â ñëó÷àå ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ, êîãäà àâòîêîëå-
áàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêèìè.

Çàäà÷à 2.2.19
Îïðåäåëèòå áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ îðáèòû ïåðèîäà-1
ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ âèäà

yn+1 = 1− ry2
n.

Çàäà÷à 2.2.20
Îïðåäåëèòå áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ îðáèòû ïåðèîäà-1
ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ âèäà

zn+1 = bzn (1− zn) .
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2.3 Íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð. Íåëèíåéíûé
ðåçîíàíñ

2.3.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Â îáîáùåííîì âèäå óðàâíåíèå íåëèíåéíîãî, êîíñåðâàòèâíîãî, àâòî-
íîìíîãî îñöèëëÿòîðà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẍ +
dU(x)

dx
= 0 (2.33)

èëè
ẍ + f(x) = 0,

ãäå U(x) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû; f(x) � âîçâðàùàþùàÿ ñè-
ëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñèñòåìó ïðè îòêëîíåíèè îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ è âîçâðàùàþùàÿ ñèëà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

U(x) =

∫
f(x)dx.

Óðàâíåíèå íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Ââåäåì
ïåðåìåííóþ ẋ = v, è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà

dv

dx

dx

dt
+

dU(x)

dx
= 0,

v
dv

dx
+

dU(x)

dx
= 0.

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

v2

2
+ U(x) = E.

Ýòî ñîîòíîøåíèå îòðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â êîíñåðâàòèâíîì
íåëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå. Çäåñü E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ; U(x) � ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.

Âûðàæàÿ v îò x, çàïèøåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè íà ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè

v =
√

2[E − U(x)].

Çíàÿ âèä ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè, ìîæíî ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò
íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîíñåðâàòèâíûé îñöèëëÿòîð Äóô-
ôèíãà

ẍ + βx + γx3 = 0.
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Óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà ìîæíî çàïèñàòü êàê

ẍ +
dU(x)

dx
= 0,

òîãäà

U(x) =

∫
(βx + γx3)dx.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì â ÿâíîì âèäå ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ

U(x) =
1

2
βx2 +

1

4
γx4 + C.

Ïî âèäó ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü õàðàêòåðíûé
âèä ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ. Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ãðàôèêîâ ïîòåíöè-
àëüíîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì ìèíèìóìû
ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ òèïà öåíòð, à ìàêñèìóìû � ñåäëî-
âûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ. Ñåäëà è èõ ñåïàðàòðèñû ðàçäåëÿþò â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäåíèåì. Óáåäèòüñÿ â ýòîì, à
òàêæå ïðîäåëàòü ïîñòðîåíèå ôàçîâûõ ïîòðåòîâ ïî âèäó ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèè ìîæíî è áîëåå ñòðîãèì îáðàçîì. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ
ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè, çàïèøåì óðàâíåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé äëÿ
êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà

v =

√
2E − 2C − βx2 − 1

2
γx4.

Çàäàâàÿ êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû (β, γ)
è åå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â âèäå ïîëíîé çàïàñåííîé ýíåðãèè (E è C), ìîæ-
íî íà ôàçîâîé ïëîñîêîñòè ñòðîèòü ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé äëÿ ðàçëè÷íûõ
ôîðì ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè (ñ îäíèì ìèíèìóìîì, ñ îäíèì ìàêñèìó-
ìîì, ïîòåíöèàë èç äâóõ ÿì è ïîòåíöèàë ñ äâóìÿ ãîðáàìè).

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì íåëèíåéíîñòè ìîæíî
àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè íàéòè ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ. Ýòè ìåòîäû
ïîçâîëÿþò îïèñàòü íåêîòîðûå íåëèíåéíûå ýôôåêòû, òàêèå, íàïðèìåð,
êàê àíãàðìîíè÷íîñòü è íåèçîõðîííîñòü, ÿâëåíèå íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà.
Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ìåòîä Ïóàññîíà, ìåòîä Ïóàíêàðå, ìåòîä Âàí äåð
Ïîëÿ è ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà.

Ìåòîä Ïóàññîíà (ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà)
Äàííûé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Ïóàññîíîì ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è î
êîëåáàíèÿõ ìàÿòíèêà. Ñîñòîèò îí â ñëåäóþùåì. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè
ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ìàëûé ïàðàìåòð ε, êîòî-
ðîå ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå

d2x

dt2
+ ω2x = εf

(
x,

dx

dt

)
.
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Òîãäà ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí
ïîðÿäêà ìàëîñòè εn+1, èùóò â âèäå ðÿäà

x = x0 + εx1 + ε2x2 + . . . + εnxn.

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûé ðÿä â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ðàçëàãàþò ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè ïî ñòåïåíÿì ε, ïðè÷åì îòáðàñûâàþò ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ε â
ñòåïåíè âûøå n-é. Ïîñëå ýòîãî ïðèðàâíèâàþò êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíà-
êîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ε. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

d2x0

dt2
+ ω2x0 = 0,

d2x1

dt2
+ ω2x1 = f

(
x0,

dx0

dt

)
,

. . . . . . . . . . . .

ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì ýëåìåíòû ðÿäà x0, x1, . . ., à ñëåäîâàòåëüíî, è
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x(t).

Ïðèìåíèì ýòîò ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Çàïèøåì óðàâíåíèå
îñöèëëÿòîðà â âèäå

ẍ + x + εx2 = 0. (2.34)
Ðàññìàòðèì ñëó÷àé ñëàáîé íåëèíåéíîñòè, êîãäà ε << 1. Áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà
ìàëîñòè ε2, â âèäå

x = x0 + εx1. (2.35)
Ïîäñòàâèì (2.35) â óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà (2.34)

ẍ0 + εẍ1 + x0 + εx1 + ε (x0 + εx1)
2 = 0.

Òåïåðü ðàçëîæèì ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïî ñòåïåíÿì ε. Ïðèðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ε, ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

ε0 : ẍ0 + x0 = 0, (2.36)
ε1 : ẍ1 + x1 = −x2

0. (2.37)
Óðàâíåíèå äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå

ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðÿäÿ(2.35) ëåãêî îïðåäå-
ëÿåòñÿ

x0 = a cos (t + φ) ,

ãäå àìïëèòóäà a è íà÷àëüíàÿ ôàçà φ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíñòàíòû,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Âòîðîå ñëàãàåìîå ðÿäà
(2.35), ÿâëÿþùååñÿ âåëè÷èíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ
èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, â êîòîðîì óæå èñïîëüçóåòñÿ íàéäåííîå
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íàìè íà ïðåäûäóùåì øàãå íóëåâîå ïðèáëèæåíèå. Óðàâíåíèå äëÿ ïåðâî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ ëèíåéíîãî, êîíñåðâàòèâíîãî,
íåàâòîíîìíîãî îñöèëëÿòîðà

ẍ1 + x1 = −a2 cos2 (t + φ) ,

èëè

ẍ1 + x1 = −a2

2
− a2

2
cos 2 (t + φ) .

Ðåøåíèå íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îáùå-
ãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ

x1 = x
(o)
1 + x

(n)
1 .

Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x
(o)
1 = a1 cos (t + φ1) .

Çäåñü àìïëèòóäà a1 è íà÷àëüíàÿ ôàçà φ1 îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíûõ
óñëîâèé.

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ x
(n)
1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Â ñïåêòðå âûíóæäåííûõ êîëåáà-
íèé ñîäåðæàòñÿ òå ÷àñòîòû, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â ñïåêòðå âûíóæäà-
þùåé ñèëû. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî íóëåâàÿ è âòîðàÿ ãàðìîíèêè. ×àñòíîå
ðåøåíèå èìååò âèä

x
(n)
1 = −a2

2
+ C cos 2 (t + φ) .

Ïîäñòàâèì ýòî â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå è îïðåäåëèì êîíñòàíòó C = a2

6 .
Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò
âèä

x
(n)
1 = −a2

2
+

a2

6
cos 2 (t + φ) .

Ïîëó÷èëè ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

x1 = a1 cos (t + φ1)− a2

2
+

a2

6
cos 2 (t + φ) .

Ðåøåíèå ñîäåðæèò ÷åòûðå íåçàâèñèìûå ïîñòîÿííûå � a, φ, a1, φ1. Äëÿ
èõ îïðåäåëåíèÿ èìåþòñÿ òîëüêî äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ. Äâå êîíñòàíòû
ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ìîæíî ïîëîæèòü a1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ òî÷íî-
ñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ε2:

x ' a cos (t + φ) + ε

[
−a2

2
+

a2

6
cos 2 (t + φ)

]
.
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Èòàê, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ïóàññîíà, óñòàíîâèëè, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ íåëè-
íåéíîñòü ïðèâîäèò ê àíãàðìîíè÷íîñòè. Â êîëåáàíèÿõ îñöèëëÿòîðà ïî-
ìèìî îñíîâíîé ãàðìîíèêè ïîÿâèëèñü åùå è äîïîëíèòåëüíûå ãàðìîíèêè:
íóëåâàÿ (ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ) è âòîðàÿ ãàðìîíèêà. Ýôôåêò íåèçî-
õðîííîñòè, ïðèñóùèé äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòî-
äà íå âûÿâëåí. Ðàññìîòðåííûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøå-
íèé íå âñåãäà ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíûì ðåçóëüòàòàì. Â ðÿäå
ñëó÷àåâ îí íå ïðèìåíèì. Â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ìîãóò âîçíèêàòü ñå-
êóëÿðíûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàþò âî âðåìåíè. Ýòî
ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà.

Ìåòîä Ïóàíêàðå
Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ñåêóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ, íåîáõîäèìî ó÷åñòü
ýôôåêò íåèçîõðîííîñòè â îñöèëëÿòîðå Äóôôèíãà

ẍ + x + εx3 = 0.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ τ = ωt. Òîãäà

ω2d
2x

dτ 2 + x + εx3 = 0. (2.38)

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε êàê
äëÿ ïåðåìåííîé x, òàê è äëÿ ÷àñòîòû ω:

x = x0 + εx1 + ε2x2 + . . . (2.39)
ω = 1 + εω1 + ε2ω2 + . . . (2.40)

Ïðè ε → 0 ÷àñòîòà ω ñòðåìèòñÿ ê ÷àñòîòå ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ω0, êîòî-
ðàÿ â äàííîé íîðìèðîâêå ðàâíà åäèíèöå.

Â âûðàæåíèÿõ (2.39), (2.40) îãðàíè÷èìñÿ ñëàãàåìûìè äî âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ìàëîñòè, è ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå (2.38)

(1 + εω1)
2 (ẍ0 + εẍ1) + x0 + εx1 + ε (x0 + εx1)

3 = 0.

Ðàçëîæèì ýòî óðàâíåíèå ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε. Ïðèðàâíÿåì
ñëàãàåìûå îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè

ε0 : ẍ0 + x0 = 0, (2.41)
ε1 : ẍ1 + x1 = −2ω1ẍ0 − x3

0. (2.42)
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.41)

x0 = a cos (τ + φ)

ïîäñòàâèì â (2.42), òîãäà

ẍ1 + x1 = 2ω1a cos (τ + φ)− a3
[
3

4
cos (τ + φ) +

1

4
cos 3 (τ + φ)

]
. (2.43)
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Ê ñåêóëÿðíîìó ðîñòó x1(τ) ïðèâîäÿò ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå
cos (τ + φ). ×òîáû èõ óñòðàíèòü, ïîäáåðåì ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìà-
ëóþ äîáàâêó ê ÷àñòîòå

2ω1a− 3a3

4
= 0,

ω1 =
3a2

8
.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (2.43) ïðèìåò âèä

ẍ1 + x1 = −a3

4
cos 3 (τ + φ) .

Ðåøàÿ åãî, ïîëó÷èì

x1 =
a3

32
cos 3 (τ + φ) .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè ðåøåíèå

x ' a cos (ωt + φ) ,

ω ' 1 + ε
3a2

8
.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü ïðè-
âîäèò ê àíãàðìîíè÷íîñòè è íåèçîõðîííîñòè êîëåáàíèé â êîíñåðâàòèâíîì
îñöèëëÿòîðå. Â ñïåêòðå êîëåáàíèé ïîÿâèëàñü òðåòüÿ ãàðìîíèêà. ×àñòîòà
êîëåáàíèé çàâèñèò îò èõ àìïëèòóäû. Åñëè ε > 0, òî ÷àñòîòà ω óâåëè÷èâà-
åòñÿ ñ ðîñòîì àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Åñëè ε < 0, òî ÷àñòîòà óìåíüøàåòñÿ.

Ìåòîä Âàí äåð Ïîëÿ (ìåòîä ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñ-
íûõ àìïëèòóä)
Ðàññìîòðèì ìåòîä ïðèìåíèòåëüíî ê îñöèëëÿòîðó ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåé-
íîñòüþ

ẍ + ω2
0x + βx3 = 0. (2.44)

Ïîëàãàåì, ÷òî ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè ìàë è êîëåáàíèÿ áëèçêè ê ãàðìî-
íè÷åñêèì. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

x = Re [a(t) exp (iω0t)] =

=
1

2
[a exp (iω0t) + a∗ exp (−iω0t)] . (2.45)

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ a(t) óäîâëå-
òâîðÿëà óñëîâèþ

ȧ exp (iω0t) + ȧ∗ exp (−iω0t) = 0. (2.46)
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Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (2.45) â óðàâíåíèå (2.44) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2.46):

iω0ȧ +
β

8

[
a3 exp (2iω0t) + 3 |a|2 a + 3 |a|2 a∗ exp (−2iω0t)

]
+

+
β

8

[
(a∗)3 exp (−4iω0t)

]
= 0.

Óñðåäíèì âñå ÷ëåíû ýòîãî óðàâíåíèÿ çà ïåðèîä. Ïðè ýòîì áóäåì ó÷èòû-
âàòü, ÷òî àìïëèòóäà a(t) è åå ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùè-
ìèñÿ âåëè÷èíàìè, ò.å. çà ïåðèîä îíè ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ, îñòàþòñÿ
ïîñòîÿííûìè. Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ

ȧ = i
3β

8ω0
|a|2 a. (2.47)

Êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
a(t) = ρ(t) exp (iφ(t)) ,

ãäå ρ(t), φ(t) � äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
àìïëèòóäó è ôàçó êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû:

ρ̇(t) = 0, (2.48)

φ̇(t) =
3β

8ω0
ρ2(t). (2.49)

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû
ρ(t) = ρ0,

φ(t) =
3β

8ω0
ρ2

0t.

Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü ðåøåíèå
x(t) = Re [a(t) exp (iω0t)] = Re [ρ(t) exp (iω0t)] =

= Re
[
ρ0 exp

(
i
3β

8ω0
ρ2

0t

)
exp (iω0t)

]
= ρ0 cos

(
ω0t +

3βρ2
0

8ω0
t

)
.

Âèäíî, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà çàâèñèò îò åãî
àìïëèòóäû, ïðè÷åì çäåñü ïîëó÷åíà òàêàÿ æå ïîïðàâêà ê ÷àñòîòå, ÷òî è
ïðåäûäóùèì ìåòîäîì.

Ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà
Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ äëÿ íåëè-
íåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïðè âíåøíåì ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè. Ïîêà-
æåì ýòî íà ïðèìåðå íåàâòîíîìíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà

ẍ + 2αẋ + ω2
0x + µx3 = B cos(ωt). (2.50)
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Çäåñü α � ïàðàìåòð äèññèïàöèè; B,ω � àìïëèòóäà è ÷àñòîòà âíåøíå-
ãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ. Â ñëó÷àå ñëàáîé íåëèíåéíîñòè (êâàçè-
ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð: |µ| << 1) àìïëèòóäà îñíîâíîé ãàðìîíèêè
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìíîãî áîëüøå àìïëèòóä âûñøèõ ãàðìîíèê. Ðå-
øåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå

x(t) ' a cos(ωt) + b sin(ωt). (2.51)
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a è b ïîäñòàâèì (2.51) â óðàâíåíèå
(2.50) è ïðåíåáðåæåì ñëàãàåìûìè ñ êðàòíûìè ÷àñòîòàìè. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ

−aω2 cos(ωt)− bω2 sin(ωt)− 2αωa sin(ωt) +

+2αωb cos(ωt) + ω2
0a cos(ωt) + ω2

0b sin(ωt) +

+
3µ

4

(
a3 cos(ωt) + b3 sin(ωt) + a2b sin(ωt) + ab2 cos(ωt)

)
= B cos(ωt).

Ñãðóïïèðîâàâ êîýôôèöèåíòû ïåðåä cos(ωt) è sin(ωt), ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

(
ω2

0 − ω2) a + 2αωb +
3µ

4

(
a3 + ab2) = B,

(
ω2

0 − ω2) b− 2αωa +
3µ

4

(
b3 + a2b

)
= 0. (2.52)

Ïåðåéäåì â (2.52) ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì a = ρ cos φ, b = ρ sin φ, ãäå ρ
è φ � àìïëèòóäà è ôàçà êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî:

(
ω2

0 − ω2) ρ cos φ + 2αωρ sin φ +
3µ

4
ρ3 cos φ = B, (2.53)

(
ω2

0 − ω2) ρ sin φ− 2αωρ cos φ +
3µ

4
ρ3 sin φ = 0. (2.54)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.53) íà cos φ, à óðàâíåíèå (2.54) íà sin φ è ñëîæèì
(
ω2

0 − ω2) ρ +
3µ

4
ρ3 = B cos φ. (2.55)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.53) íà sin φ, à óðàâíåíèå (2.54) íà cos φ è âû÷òåì
âòîðîå âûðàæåíèå èç ïåðâîãî

2αωρ = B sin φ. (2.56)
×òîáû èçáåæàòü çàâèñèìîñòè îò φ, ñëåäóåò âîçâåñòè â êâàäðàò îáå ÷àñòè
óðàâíåíèé (2.55) è (2.56) è ñëîæèòü. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç A êâàäðàò àìïëè-
òóäû êîëåáàíèé (ρ2 = A), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ

9

16
µ2A3 +

3

2
µ

(
ω2

0 − ω2) A2 +
[(

ω2
0 − ω2)2

+ 4α2ω2
]
A−B2 = 0. (2.57)
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2.3.2. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ
Çàäà÷à 2.3.1
Ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ïî âèäó ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè êîíñåðâà-
òèâíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà

ẍ + αx + βx3 = 0

â ñëó÷àÿõ: à) (α > 0, β > 0), á) (α < 0, β > 0), â) (α > 0, β < 0).

Çàäà÷à 2.3.2
Ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ïî âèäó ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìàÿòíèêà

ẍ + sin x = 0.

Çàäà÷à 2.3.3
Ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ïî âèäó ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè êîíñåðâà-
òèâíîãî îñöèëëÿòîðà Òîäû

ẍ + ex − 1 = 0.

Çàäà÷à 2.3.4
Ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè è ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò
îñöèëëÿòîðà ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëîé

mẍ + f (x) = 0,

f(x) =

{
+h, x > 0,
−h, x < 0.

Çàäà÷à 2.3.5
Îïðåäåëèòü ïåðèîä êîëåáàíèé êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà ñ êóñî÷íî-
ëèíåéíîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëîé

mẍ + f (x) = 0,

f(x) =

{
+h, x > 0,
−h, x < 0.

ßâëÿþòñÿ ëè êîëåáàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îñöèëëÿòîðà èçîõðîííûìè?

Çàäà÷à 2.3.6
Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ïóàññîíà, íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ

ẍ + x + βx2 = 0

ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.
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Çàäà÷à 2.3.7
Îïðåäåëèòü ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ, óðàâíåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è
ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà ñ êâàäðàòè÷-
íîé íåëèíåéíîñòüþ

ẍ + x + βx2 = 0

äëÿ ñëó÷àÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè (β > 0) è
ñëó÷àÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè (β < 0).

Çàäà÷à 2.3.8
Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä Ïóàíêàðå, îïðåäåëèòå ñ
òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé
(ýôôåêò íåèçîõðîííîñòè) â îñöèëëÿòîðå ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ

ẍ + x + µx3 = 0.

Çàäà÷à 2.3.9
Ïîëó÷èòü óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû äèññèïàòèâ-
íîãî àâòîíîìíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà

ẍ + αẋ + ω2
0x + γx3 = 0.

Çàäà÷à 2.3.10
Ìåòîäîì Âàí äåð Ïîëÿ (ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä)
íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà
Äóôôèíãà

ẍ + ω2
0x + γx3 = 0.

Çàäà÷à 2.3.11
Íàéòè ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà

ẍ + ω2
0x + γx5 = 0

ìåòîäîì ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä.

Çàäà÷à 2.3.12
Ìåòîäîì Âàí äåð Ïîëÿ (ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä)
íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèññèïàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà
Äóôôèíãà

ẍ + αẋ + ω2
0x + γx3 = 0.

Çàäà÷à 2.3.13
Ïîêàçàòü, ÷òî ïðûãàþùèé ðåçèíîâûé ìÿ÷èê (áåç òðåíèÿ) � íåèçîõðîí-
íûé îñöèëëÿòîð. Îïðåäåëèòü ïåðèîä êîëåáàíèé.
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Çàäà÷à 2.3.14
Óðàâíåíèå íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïîä âíåøíèì ãàðìîíè÷åñêèì âîç-
äåéñòâèåì èìååò âèä

ẍ + 2αẋ + ω2
0x + µx3 = B cos(pt).

Ìåòîäîì ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà íàéòè óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóäû êîëå-
áàíèé â îñöèëëÿòîðå.

Çàäà÷à 2.3.15
Ïîëó÷èòü óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû îñöèëëÿòîðà
Äóôôèíãà ïðè âíåøíåì ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè

ẍ + αẋ + ω2
0x + µx3 = B cos (ωt) .

Çàäà÷à 2.3.16
Èñïîëüçóÿ ìåòîä Âàí äåð Ïîëÿ (ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ àì-
ïëèòóä), ïîëó÷èòü äëÿ îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà ïðè âíåøíåì ãàðìîíè÷å-
ñêîì âîçäåéñòâèè

ẍ + αẋ + ω2
0x + µx3 = B cos (ωt)

óðàâíåíèå ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ.
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2.4 Àâòîêîëåáàíèÿ. Ñèíõðîíèçàöèÿ
àâòîêîëåáàíèé

2.4.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, äèíàìèêà êîòîðîé
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âàí äåð Ïîëÿ, ðàññìîòðèì ëàìïîâûé ãåíåðàòîð
ñ êîëåáàòåëüíûì êîíòóðîì è èíäóêòèâíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ. Óïðîùåííàÿ
ñõåìà ðàäèîòåõíè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.1.

Ðèñ. 2.1. Ñõåìà ëàìïîâîãî ãåíåðàòîðà
ñ êîëåáàòåëüíûì êîíòóðîì â öåïè ñåòêè

Èñïîëüçóÿ çàêîíû Êèðõãîôà, ìîæíî çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåíèÿ u íà
êîíäåíñàòîðå C

LC
d2u

dt2
+ RC

du

dt
+ u = M

dIa

dt
, (2.58)

ãäå L,R, C � èíäóêòèâíîñòü, ñîïðîòèâëåíèå è åìêîñòü êîëåáàòåëüíîãî
êîíòóðà; M � êîýôôèöèåíò âçàèìíîé èíäóêöèè; Ia � àíîäíûé òîê ëàìïû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíîäíûé òîê çàâèñèò ëèøü îò íàïðÿæåíèÿ u íà ñåòêå
ëàìïû, ò.å. Ia = f(u), ñëåäîâàòåëüíî,

dIa

dt
=

df(u)

du

du

dt
. (2.59)

Ñ ó÷åòîì (2.59) óðàâíåíèå (2.58) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d2u

dt2
+

[
R

L
− M

LC

df(u)

du

]
du

dt
+

1

LC
u = 0. (2.60)

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî àíîäíî-ñåòî÷íóþ õàðàêòåðèñòèêó ëàìïû ìîæíî
àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëèíîìîì

Ia = I0 + S0u− S2u
3.

Ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèå (2.60) ïðèìåò âèä

d2u

dt2
− α

(
1− βu2) du

dt
+ ω2

0u = 0, (2.61)
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ãäå α = (MS0 −RC) /LC, β = 3MS2/(MS0 −RC), ω2
0 = 1/LC.

Ââåäåì íîâîå âðåìÿ τ = ω0t è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïàðàìåò-
ðîâ ε = α/ω0 è x =

√
βu. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå
d2x

dτ 2 − ε
(
1− x2) dx

dτ
+ x = 0. (2.62)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âàí äåð Ïîëÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
åãî óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d2y

dτ 2 −
(
ε− y2) dy

dτ
+ y = 0, (2.63)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (2.62) ïðè çàìåíå y =
√

εx.
Èññëåäóåì ðåæèìû îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ ïðè ìàëûõ, áëèçêèõ

ê íóëþ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ε, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûå
àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû.

Ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä Òåîäîð÷èêà
Çàïèøåì óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ â âèäå

d2x

dt2
+ x = ε

(
1− x2) dx

dt
. (2.64)

Ïðè ìàëûõ ε ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêîé. Ðåøåíèå áóäåì èñ-
êàòü â âèäå êâàçèãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ àì-
ïëèòóäîé A è ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé ω, êîòîðàÿ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ñîá-
ñòâåííîé ÷àñòîòû ω0 = 1,

x(t) = A(t) cos(ωt). (2.65)
Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé, âåëè÷èíó
ñòàöèîíàðíîé àìïëèòóäû è çàêîí åå óñòàíîâëåíèÿ, ïðåäñòàâèì èñõîäíîå
óðàâíåíèå â âèäå

d2x

dt2
+ ω2x =

(
ω2 − 1

)
x + ε

(
1− x2) dx

dt
. (2.66)

Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñóììó ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà êîíñåðâàòèâíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó

d2x

dt2
+ ω2x = F, (2.67)

ãäå

F =
(
ω2 − 1

)
x + ε

(
1− x2) dx

dt
.

Ñ ó÷åòîì çàäàííîãî äâèæåíèÿ (2.65) ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñèëû

F =
(
ω2 − 1

)
A(t) cos(ωt) + ε

(
1− A2 cos2 ωt

) [
dA

dt
cos(ωt)− ωA sin(ωt)

]
.
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Ïîñêîëüêó A(t) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ àìïëèòóäà, òî dA
dt � âåëè÷èíà

ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ñëàãàåìûå, êîòîðûå ñîäåðæàò ïðîèçâåäåíèå
εdA

dt , ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, èõ â ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ ó÷èòûâàòü íå áóäåì. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ñèëû ïðèìåò
âèä

F (t) =
(
ω2 − 1

)
A cos(ωt)− εωA sin(ωt) + εωA3 cos2(ωt) sin(ωt).

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ F â ðÿä Ôóðüå è âûäåëèì ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû. Âñå
âûñøèå ãàðìîíèêè â ðàçëîæåíèè äîëæíû ñëàáî âëèÿòü íà êîíñåðâàòèâ-
íóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó, ïîýòîìó èõ ìîæíî îòáðîñèòü:

F (t) = A0 + A1 sin(ωt) + B1 cos(ωt),

ãäå

A0 =
1

T

∫ T

0
F (t)dt,

A1 =
2

T

∫ T

0
F (t) sin(ωt)dt,

B1 =
2

T

∫ T

0
F (t) cos(ωt)dt.

Çäåñü T � ïåðèîä ôóíêöèè F (t) è T = 2π/ω. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû
A0, A1, B1:

A0 =
1

T

∫ T

0
F (t)dt =

ω

2π

∫ 2π/ω

0
(ω2A− A) cos ωtdt−

− ω

2π

∫ 2π/ω

0
εωA sin ωtdt +

ω

2π

∫ 2π/ω

0
εωA3 cos2 ωt sin ωtdt = 0.

A1 =
2

T

∫ T

0
F (t) sin ωtdt =

ω

π
(ω2A− A)

∫ 2π/ω

0
cos ωt sin ωtdt−

−ω

π
εωA

∫ 2π/ω

0
sin2 ωtdt +

ω

π
εωA3

∫ 2π/ω

0
cos2 ωt sin2 ωtdt = −εωA +

εωA3

4
.

B1 =
2

T

∫ T

0
F (t) cos ωtdt =

ω

π
(ω2A− A)

∫ 2π/ω

0
cos2 ωtdt−

−ω

π
εωA

∫ 2π/ω

0
sin ωt cos ωtdt +

ω

π
εωA3

∫ 2π/ω

0
cos3 ωt sin ωtdt = ω2A− A.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ F (t) èìååò âèä

F (t) = {−εωA +
εωA3

4
} sin ωt + {ω2A− A} cos ωt. (2.68)
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Òåïåðü âûðàæåíèå (2.68) è ðåøåíèå (2.65) ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (2.67).
Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíê-
öèè A(t) ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ó÷èòûâàòü êîòî-
ðóþ íå áóäåì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

−2ω
dA

dt
sin ωt = {−εωA +

εωA3

4
} sin ωt + {ω2A− A} cos ωt. (2.69)

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (2.69) êîýôôèöèåíòû ïðè sin ωt è cos ωt, íà-
õîäèì

dA

dt
=

εA

2
− εA3

8
. (2.70)

A(ω2 − 1) = 0. (2.71)
Âûðàæåíèå (2.71) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé îò àì-
ïëèòóäû, à óðàâíåíèå (2.70) îïèñûâàåò ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ àìïëèòóäû.

Ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå

εA

2
− εA3

8
= 0,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì A = 0 è A = 2. Â ñëó÷àå A = 0 àâòîêîëåáàíèÿ
îòñóòñòâóþò. Ñòàöèîíàðíàÿ àìïëèòóäà A íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà ε. Åñëè ïðè ε > 0 âîçáóæäàþòñÿ àâòîêîëåáàíèÿ, òî èõ ñòàöèîíàð-
íàÿ àìïëèòóäà äîñòèãàåò ñêà÷êîì âåëè÷èíû A = 2 è áîëåå íå çàâèñèò
îò ε, îíà âñåãäà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ýòîé âåëè÷èíå. ×àñòîòà
ñòàöèîíàðíûõ àâòîêîëåáàíèé âñåãäà ðàâíà 1 è ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ãåíåðàòîðà Âàí äåð Ïîëÿ, ÷òî âèäíî èç óðàâíåíèÿ
(2.71).

Ðàññìîòðèì ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ãåíåðàòîðå, àíàëèçèðóÿ óðàâíå-
íèÿ (2.70) è (2.71). Óðàâíåíèå (2.70) íå çàâèñèò îò óðàâíåíèÿ (2.71) è åãî
ìîæíî ðåøàòü îòäåëüíî. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.70) íà A3 è
ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = 1/A2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

dx

dt
= −ε{x− 1

4
}.

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó X = x− 1
4 è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

dX

dt
= −εX,

ðåøåíèå êîòîðîãî
X = C exp{−εt}.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé A ïîëó÷èì
1

A2 = C exp{−εt}+
1

4
.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 àìïëèòóäà êî-
ëåáàíèé A = A0. Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îïðåäåëèì ïîñòîÿííóþ
èíòåãðèðîâàíèÿ

C =
1

A2
0
− 1

4
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ:
1

A2 = { 1

A2
0
− 1

4
} exp{−εt}+

1

4

èëè
A =

1√
1
4 + ( 1

A2
0
− 1

4) exp(−εt)
. (2.72)

Èç âûðàæåíèÿ (2.72) âèäíî, ÷òî ïðè t → ∞ àìïëèòóäà êîëåáàíèé A(t)
ñòðåìèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîé àìïëèòóäå A = 2. Âûðàæåíèå (2.72) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

A(t) =
A0 exp

(
εt
2

)
√(

A0/A
)2 {

exp
(

εt
2

)− 1
}

+ 1
. (2.73)

Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà ìû îïèñàëè ïåðåõîäíîé ïðîöåññ óñòàíîâ-
ëåíèÿ àìïëèòóäû àâòîêîëåáàíèé ê ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ. Îäíàêî ìå-
òîä Òåîäîð÷èêà íå ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü èçìåíåíèå ÷àñòîòû àâòî-
êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè
Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïîç-
âîëÿåò ñâåñòè àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ê àíàëè-
çó óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â óðàâíåíèÿõ äëÿ àìïëèòóäû è
ôàçû. Îäíàêî òàêîé ïåðåõîä íå âñåãäà âîçìîæåí. Ñóùåñòâóåò è äðóãîé
ìåòîä àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, îñíîâàííûé íà
ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ àâòîãåíåðàòîðà â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ. Ïðèìåíèì ýòîò ìåòîä ê óñòàíîâèâøèìñÿ ïåðèîäè÷åñêèì êîëå-
áàíèÿì â îñöèëëÿòîðå Âàí äåð Ïîëÿ x(t) = 2

√
ε cos t. Çàïèøåì óðàâíå-

íèå Âàí äåð Ïîëÿ â âèäå ñèñòåìû äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ = f(x, y),
ẏ = g(x, y), (2.74)

ãäå f(x, y) = y è g(x, y) = (ε− x2)y − x.
Íàïîìíèì, ÷òî äâèæåíèå x(t), y(t) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì äâèæå-

íèåì ñ ïåðèîäîì T, åñëè T (T > 0) � íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ïðè
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âñÿêîì t âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå x(t + T ) = x(t), y(t + T ) = y(t). Äëÿ ñè-
ñòåìû (2.74) ñóùåñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ x(t), y(t) ñ ïåðèîäîì
T = 2π, êîòîðûå çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè

x(t) = 2
√

ε cos t,

y(t) = −2
√

ε sin t. (2.75)
Ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòî-
ðèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (x, y). Îäíàêî âñÿêîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè
ñîîòâåòñòâóåò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, îòëè-
÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà âûáîðîì íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè.

Èçîëèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, ê êîòîðîé ïðèáëèæàþòñÿ ñî-
ñåäíèå òðàåêòîðèè â ïðÿìîì èëè îáðàòíîì âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ ïðå-
äåëüíûì öèêëîì. Ïðåäåëüíûå öèêëû ìîãóò áûòü àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûìè èëè àñèìïòîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè.

Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïðå-
äåëüíûé öèêë, ê êîòîðîìó ïðèáëèæàþòñÿ âñå ñîñåäíèå òðàåêòîðèè ïðè
t → +∞. Àñèìïòîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì íàçûâà-
åòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë, îò êîòîðîãî óäàëÿþòñÿ âñå ñîñåäíèå òðàåêòî-
ðèè ïðè t → +∞.

Íàðÿäó ñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ ïðåäåëüíîãî öèêëà âûäå-
ëÿþò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ïðåäåëüíîìó öèêëó.

Äâèæåíèå x = x(t) è y = y(t) íàçîâåì óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó,
åñëè äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíî çàäàííîãî ε ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå
ïîëîæèòåëüíîå δ, ÷òî åñëè |x(t0) − x(t0)| < δ è |y(t0) − y(t0)| < δ, òî
|x(t)− x(t)| < ε è |y(t)− y(t)| < ε äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t > 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü óñòîé÷èâîñòü ïðåäåëüíîãî öèêëà,
ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî öèê-
ëà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ξ = x− x è η = y − y. Ïåðåìåííûå ξ è η õàðàê-
òåðèçóþò âåëè÷èíó âîçìóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïîä-
ñòàâëÿÿ x = x̄ + ξ è y = ȳ + η â óðàâíåíèÿ (2.74), ïîëó÷èì

dξ

dt
= −dx̄

dt
+ f(x̄ + ξ, ȳ + η), (2.76)

dη

dt
= −dȳ

dt
+ g(x̄ + ξ, ȳ + η). (2.77)

Ðàçëîæèì ôóíêöèè f è g â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ξ è η â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèé
x̄ è ȳ

f(x̄ + ξ, ȳ + η) = f(x̄, ȳ) + ξ
∂f(x̄, ȳ)

∂x
+ η

∂f(x̄, ȳ)

∂y
+ ... (2.78)

g(x̄ + ξ, ȳ + η) = g(x̄, ȳ) + ξ
∂g(x̄, ȳ)

∂x
+ η

∂g(x̄, ȳ)

∂y
+ ... (2.79)
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Ïîäñòàâèì (2.78, 2.79) â ñèñòåìó (2.76, 2.77). Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî x̄ è ȳ
óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíûì óðàâíåíèÿì, ò.å.

dx̄

dt
− f(x̄, ȳ) = 0,

dȳ

dt
− g(x̄, ȳ) = 0,

è îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè ïî ξ è η â ðàçëîæåíèè
ôóíêöèé f è g. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ:

dξ

dt
=

∂f(x̄, ȳ)

∂x
ξ +

∂f(x̄, ȳ)

∂y
η, (2.80)

dη

dt
=

∂g(x̄, ȳ)

∂x
ξ +

∂g(x̄, ȳ)

∂y
η. (2.81)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (2.80, 2.81) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïåðèîäà T , ïîñêîëüêó êîýôôèöèåí-
òû ïðè ξ è η åñòü ôóíêöèè îò ïåðèîäè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ x̄, ȳ ïåðèîäà
T.

Èç òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè èçâåñòíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.80, 2.81)
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ξ = C1e
h1tf11(t) + C2e

h2tf12(t), (2.82)

η = C1e
h1tf21(t) + C2e

h2tf22(t), (2.83)
ãäå fik � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì T ; C1 è C2 � ïîñòîÿííûå,
îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèé (2.76, 2.77), ò.å. âû-
áîðîì íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Âåëè÷èíû h1
è h2 íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè. Îíè îïðåäåëÿþò,
áóäóò ëè ðåøåíèÿ ξ(t) è η(t) íàðàñòàþùèìè èëè çàòóõàþùèìè âî âðåìå-
íè.

Èç òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòå-
ëåé h1 + h2 ðàâíà ñðåäíåìó çà ïåðèîä îò ñóììû äèàãîíàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.82, 2.83):

h1 + h2 =
1

T

∫ T

0
{∂f(x̄, ȳ)

∂x
+

∂g(x̄, ȳ)

∂y
}dt.

Êðîìå òîãî, èç èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ îòíîñèòåëüíî
âûáîðà íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ñëåäóåò, ÷òî îäèí èç õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðàâåí íóëþ. Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ìîæíî
âûáðàòü íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ âäîëü ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïðè ýòîì ïî-
ñêîëüêó âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò íà òîì æå ïðåäåëüíîì öèêëå,
íî ñ äðóãîé íà÷àëüíîé ôàçîé, îíî íå ïðèáëèæàåòñÿ è íå îòõîäèò îò èñ-
õîäíîãî ðåøåíèÿ, ÷òî êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó çíà÷åíèþ îäíîãî
èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé.
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Èç óðàâíåíèé (2.82, 2.83) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå óñòîé÷èâî-
ñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé: ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå â àâòîíîìíîé ñè-
ñòåìå (2.74) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, åñëè îäèí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêà-
çàòåëü óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ îòðèöàòåëåí; äâèæåíèå íåóñòîé-
÷èâî, åñëè îäèí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí; óðàâíå-
íèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ íå ðåøàåò âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè, åñëè îáà
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëÿ ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðå-
äåëüíûé öèêë áûë óñòîé÷èâûì, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðà-
âåíñòâà :

h1 + h2 =
1

T

∫ T

0
{∂f(x̄, ȳ)

∂x
+

∂g(x̄, ȳ)

∂y
}dt < 0.

Ïðèìåíèì äàííîå óñëîâèå ê îñöèëëÿòîðó Âàí äåð Ïîëÿ. Ïîñêîëüêó
f(x, y) = y, g(x, y) = (ε−x2)y−x è ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ çàäàþòñÿ
ôóíêöèÿìè x̄(t) = 2

√
ε cos t, ȳ(t) = −2

√
ε sin t, òî

∂f(x̄, ȳ)

∂x
= 0,

∂g(x̄, ȳ)

∂y
= ε− 4ε cos2 t.

Ñëåäîâàòåëüíî,

h =
1

2π

∫ 2π

0
{ε− 4ε cos2 t}dt = ε− 2ε

π

∫ 2π

0
cos2 tdt =

= ε− ε

π

∫ 2π

0
{1 + cos 2t}dt = −ε.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ε > 0 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü h < 0,
ò.å. ïåðèîäè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ â ãåíåðàòîðå Âàí äåð Ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ
óñòîé÷èâûìè.

Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé âíåøíèì ãàð-
ìîíè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì
Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû âîçäåéñòâèÿ è ìàëîé íåëèíåéíîñòè ÿâ-
ëåíèå ñèíõðîíèçàöèè äîïóñêàåò ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå.
Ïðîâåäåì åãî íà ïðèìåðå ãåíåðàòîðà Âàí äåð Ïîëÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì
âíåøíèì âîçäåéñòâèåì:

ẍ− (ε− x2)ẋ + x = B sin(Ωt), (2.84)
ãäå B � àìïëèòóäà; Ω � ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Ñîáñòâåííàÿ ÷à-
ñòîòà êîëåáàíèé ðàâíà åäèíèöå. Ïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòîòà âîçäåéñòâèÿ áëèç-
êà ê ÷àñòîòå àâòîêîëåáàíèé: Ω ' 1 è 0 < ε ¿ 1. Ìåòîäîì ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä èùåì ðåøåíèå â âèäå, áëèçêîì ê ãàðìîíè÷åñêèì
êîëåáàíèÿì:

x(t) = Re[a(t) exp(jt)] =
1

2
[a(t) exp(jt) + a∗(t) exp(−jt)],
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ãäå a(t) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé, ìåäëåííî çàâèñÿùàÿ îò
âðåìåíè. Òîãäà

ẋ(t) =
1

2
[ȧ exp (jt) + ȧ∗ exp (−jt) + ja exp (jt)− ja∗ exp (−jt)].

Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:
ȧ exp (jt) + ȧ∗ exp (−jt) = 0.

Ïðè ýòîì

ẋ(t) =
1

2
j[a exp (jt)− a∗ exp (−jt)],

ẍ(t) = ȧj exp (jt)− 1

2
a exp (jt)− 1

2
a∗ exp (−jt).

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ẍ è ẋ â óðàâíåíèå
(2.84):

ȧ =
1

2
[εa− 1

4
|a|2a + (

1

4
|a|2a∗ − εa∗) exp (−2jt)− 1

4
a3 exp (2jt) +

+
1

4
(a∗)3 exp (−4jt)] + ξ exp(j∆t). (2.85)

Óñðåäíèì çà ïåðèîä äàííîå âûðàæåíèå, èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè â èí-
òåðâàëå [−π, π]. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî àìïëèòóäà a ìåäëåííî
ìåíÿåòñÿ íà ýòîì èíòåðâàëå è åå ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà êàê
ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ȧ =
ε

2
a− 1

8
|a|2a + ξ exp(j∆t), (2.86)

ãäå ξ = B/2, ∆ = Ω− 1 � ðàññòðîéêà ìåæäó ÷àñòîòîé âíåøíåãî âîçäåé-
ñòâèÿ è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé àâòîêîëåáàíèé ãåíåðàòîðà.

Êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó äëÿ óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåì â ïî-
ëÿðíîé ôîðìå:

a = ρ exp(j(ϕ + ∆t)). (2.87)
Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (2.86) è ðàçäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè,
ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû êîëåáàíèé

ρ̇ =
ε

2
ρ− 1

8
ρ3 + ξ cos(ϕ), (2.88)

ϕ̇ = −∆− ξ

ρ
sin(ϕ). (2.89)

Åñëè àìïëèòóäà âîçäåéñòâèÿ B, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïàðàìåòð ξ ìàëû, òî
â óðàâíåíèè (2.88) ñëàãàåìûì ξ cos(ϕ) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü:
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ρ̇ =
ε

2
ρ− 1

8
ρ3, (2.90)

ϕ̇ = −∆− ξ

ρ
sin(ϕ) (2.91)

è èç óñëîâèÿ ρ̇ = 0 ïîëó÷èì çíà÷åíèå óñòàíîâèâøåéñÿ àìïëèòóäû êîëå-
áàíèé ðàâíîé àìïëèòóäå â àâòîíîìíîì ðåæèìå: ρ ' 2

√
ε. Ïðè ýòîì

ϕ̇ ' −∆− ξ

2
√

ε
sin(ϕ).

Ñëó÷àþ ñèíõðîíèçàöèè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîñòîÿííàÿ íà÷àëüíàÿ ôà-
çà êîëåáàíèé, ò.å. ϕ̇ = 0, èëè

∆ = − ξ

2
√

ε
sin(ϕ). (2.92)

Ïîñêîëüêó | sin(ϕ)| ≤ 1, òî ñèíõðîíèçàöèÿ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ, åñëè

|∆| ≤ ξ

2
√

ε
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå, çàäàâàåìûå ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè,

∆ = ± ξ

2
√

ε
, (2.93)

îïðåäåëÿþò ãðàíèöû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðè ìàëîé àìïëèòóäå è
áëèçêîé ÷àñòîòå âîçäåéñòâèÿ.

Ïóñòü çíà÷åíèå ÷àñòîòû è àìïëèòóäû âîçäåéñòâèÿ âûáðàíû âíóòðè
îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü ÷àñòîòà âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ ìåíüøå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû àâòîíîìíîãî ãåíåðàòîðà, ò.å.
∆ < 0. Óðàâíåíèå (2.92) èìååò äâà ðåøåíèÿ:

ϕ1 = arcsin
−2
√

ε∆

ξ
(2.94)

è

ϕ2 = π − arcsin
−2
√

ε∆

ξ
. (2.95)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.90,2.91) èìååò äâå íåïîäâèæ-
íûå òî÷êè: (2

√
ε, ϕ1) è (2

√
ε, ϕ2). Îïðåäåëèì èõ òèï è óñòîé÷èâîñòü â

ðàäèàëüíîì (âäîëü ρ) è â àçèìóòàëüíîì (âäîëü ϕ) íàïðàâëåíèÿõ.
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• Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.90) íå ñîäåðæèò çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííîé
ϕ, ïîýòîìó óñòîé÷èâîñòü â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè íå çàâèñèò îò
çíà÷åíèÿ ôàçû ϕ. Íàéäåì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îò ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (2.90) â òî÷êå 2

√
ε. Îíî ðàâíî −ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε (ò.å. ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ, ïðè
êîòîðûõ â ãåíåðàòîðå Âàí äåð Ïîëÿ ñóùåñòâóþò àâòîêîëåáàíèÿ) îáå
íåïîäâèæíûå òî÷êè óñòîé÷èâû â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè.

• Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè íàé-
äåì çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé îò ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.91) äëÿ çíà-
÷åíèé ϕ1 è ϕ2. Äëÿ ïåðâîé òî÷êè ïîëó÷àåì âåëè÷èíó (− ξ

2
√

ε
cos ϕ1),

äëÿ âòîðîé � (− ξ
2
√

ε
cos ϕ2). Ïîñêîëüêó cos ϕ1 ≥ 0, à cos ϕ2 ≤ 0, òî

ïåðâàÿ èç óêàçàííûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê óñòîé÷èâà òàêæå è â àçè-
ìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè, à âòîðàÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè íåóñòîé÷èâà.
Ïåðâàÿ ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó, êîëåáàíèÿ
íà êîòîðîì íàáëþäàþòñÿ â ñèñòåìå, âòîðàÿ � ñåäëîâîìó, íåóñòîé÷è-
âîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðîãî îáðàçóåò ïîâåðõíîñòü äâóìåðíîãî òîðà.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå ìàëîé ðàññòðîéêè ∆ è ìàëîé
àìïëèòóäû âîçäåéñòâèÿ ξ â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè
ïîñðåäñòâîì çàõâàòà ÷àñòîòû. Àìïëèòóäà ñèíõðîííûõ êîëåáàíèé áëèç-
êà ê 2

√
ε, ÷àñòîòà êîëåáàíèé ðàâíà ÷àñòîòå âûíóæäàþùåé ñèëû, à íà-

÷àëüíàÿ ôàçà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.94). Ïðè áîëüøîé àìïëèòóäå
âîçäåéñòâèÿ óæå íå óäàåòñÿ ðàçäåëèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.88, 2.89) è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ÷èñëåííî íàõîäèòü äëÿ äàííûõ
òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé çíà÷åíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïðîâîäèòü
èõ ÷èñëåííûé àíàëèç íà óñòîé÷èâîñòü.

2.4.2. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

Çàäà÷à 2.4.1
Ïîêàæèòå, ÷òî ëàìïîâûé ãåíåðàòîð, ñõåìà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñ.
2.2, ñ àíîäíî-ñåòî÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé âèäà

Ia = I0 + S0u− S2u
3

Ðèñ. 2.2
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îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ðýëåÿ

ẍ− ε
(
1− ẋ2) ẋ + x = 0.

Çàäà÷à 2.4.2
Ïîêàæèòå, ÷òî ãåíåðàòîð, ñõåìà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.3, ñ âîëüò-
àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêîé íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà

I = −αu + βu3

îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âàí äåð Ïîëÿ

ẍ− ε
(
1− x2) ẋ + x = 0.

Ðèñ. 2.3

Çàäà÷à 2.4.3
Ïîêàæèòå, ÷òî RC-ãåíåðàòîð íà ðèñ. 2.4, õàðàêòåðèñòèêó óñèëèòåëÿ êî-
òîðîãî ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèåé

Uout = kUin − k1U
3
in

(ãäå Uin è Uout � âõîäíîå è âûõîäíîå íàïðÿæåíèå íà óñèëèòåëå), îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèåì Âàí äåð Ïîëÿ

ẍ− (
ε− x2) ẋ + x = 0.

Ðèñ. 2.4

Çàäà÷à 2.4.4
Íàéäèòå çàìåíó ïåðåìåííûõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óðàâíåíèå Âàí äåð
Ïîëÿ

ẍ− ε
(
1− x2) ẋ + x = 0

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ÿ − (
λ− y2) ẏ + y = 0.
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Çàäà÷à 2.4.5
Ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.2 � 2.4 ñõåìû ãåíåðàòîðîâ ìîæíî îïèñûâàòü è óðàâ-
íåíèåì Âàí äåð Ïîëÿ, è óðàâíåíèåì Ðýëåÿ. Íàéäèòå çàìåíó ïåðåìåííûõ,
ïðè êîòîðîé óðàâíåíèå Ðýëåÿ

ẍ− (
λ− ẋ2) ẋ + x = 0

ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ

ÿ − (
ε− y2) ẏ + y = 0.

Çàäà÷à 2.4.6
Óðàâíåíèå ãåíåðàòîðà Âàí äåð Ïîëÿ èìååò âèä

ẍ− (
ε− x2) ẋ + x = 0.

Ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ ïîëó÷èòü óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ
äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû. Íàéòè çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ
êîëåáàíèé îò ïàðàìåòðà ε.

Çàäà÷à 2.4.7
Èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü ïðåäåëüíîãî öèêëà â ãåíåðàòîðå Âàí äåð Ïîëÿ

ẍ− (
ε− x2) ẋ + x = 0

ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ε. Ïî-
ëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ëÿïóíîâñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ h.

Çàäà÷à 2.4.8
Ñèñòåìà óðàâíåíèé

ẋ =
(
ε− x2 − y2) x + y,

ẏ =
(
ε− x2 − y2) y − x

îïèñûâàåò àâòîêîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó. Èñïîëüçóÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíà-
òû, ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé è íàéäèòå çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óñòà-
íîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò ïàðàìåòðà ε.

Çàäà÷à 2.4.9
Èñïîëüçóÿ óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû

ȧ = αa− µa3,

φ̇ = β − νa2,

îïèøèòå ñóïåðêðèòè÷åñêóþ (ïðÿìóþ) áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà � Õîïôà.
Ïîñòðîéòå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà α.
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Çàäà÷à 2.4.10
Èñïîëüçóÿ óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû

ȧ = αa− µa3,

φ̇ = β − νa2,

îïèøèòå ñóáêðèòè÷åñêóþ (îáðàòíóþ) áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà � Õîïôà.
Ïîñòðîéòå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà α.

Çàäà÷à 2.4.11
Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé â ãåíåðàòîðå Âàí äåð Ïî-
ëÿ ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẍ− (
ε− x2) ẋ + x = B sin (Ωt) .

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä, ïîëó÷è-
òå óêîðî÷åíûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé àì-
ïëèòóäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ó÷èòûâàÿ òîëüêî äèíàìèêó ôàçû, îïðå-
äåëèòå ãðàíèöó îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (Ω−B).

Çàäà÷à 2.4.12
Óðàâíåíèå ãåíåðàòîðà ñ æåñòêèì âîçáóæäåíèåì èìååò âèä

ẍ− (
λ− γx2 − x4) ẋ + x = 0.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä óñðåäíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ, ïîëó÷èòå óêîðî÷åííûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû àâòîêîëåáàíèé, íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå ãåíåðàòîðà èìååò: à) îäíî ðåøåíèå, á) òðè
ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 2.4.13
Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä, ïîëó-
÷èòå óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû îñöèëëÿòîðà Âàí
äåð Ïîëÿ � Äóôôèíãà

ẍ− (
ε− x2) ẋ + x + µx3 = 0.

Îïðåäåëèòå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû àâòîêîëåáàíèé è çàâèñè-
ìîñòü ÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé îò àìïëèòóäû.

Çàäà÷à 2.4.14
Äëÿ îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ � Äóôôèíãà ïðè âíåøíåì ãàðìîíè÷å-
ñêîì âîçäåéñòâèè

ẍ− (
ε− x2) ẋ + x + µx3 = B sin (ωt)

ïîëó÷èòå óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû. Ïîñòðîéòå îá-
ëàñòü ñèíõðîíèçàöèè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (B−ω) äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ
àìïëèòóä âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ó÷èòûâàÿ òîëüêî äèíàìèêó ôàçû.
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Çàäà÷à 2.4.15
Ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ íàéäèòå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Ðýëåÿ

ẍ− (
λ− ẋ2) ẋ + x = 0.

Îïðåäåëèòå çàâèñèìîñòü ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû àâòîêîëå-
áàíèé îò ïàðàìåòðà λ è çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé îò àìïëè-
òóäû.

Çàäà÷à 2.4.16
Èñïîëüçóÿ ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä Òåîäîð÷èêà, íàéäèòå ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ

ẍ− ε
(
1− ẋ2) ẋ + x = 0.

Îïðåäåëèòå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû àâòîêîëåáàíèé è çàâèñè-
ìîñòü ÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé îò àìïëèòóäû.

Çàäà÷à 2.4.17
Èññëåäóéòå ïåðåõîäíûå ïðîöåññû óñòàíîâëåíèÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêîãî ðå-
æèìà àâòîêîëåáàíèé â ãåíåðàòîðå Âàí äåð Ïîëÿ, èñïîëüçóÿ óêîðî÷åííûå
óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû

ȧ = αa− µa3,

φ̇ = β − νa2.

Çàäà÷à 2.4.18
Èñïîëüçóÿ ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä Òåîäîð÷èêà, íàéäèòå ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ � Äóôôèíãà

ẍ− ε
(
1− x2) ẋ + x + µx3 = 0.

Îïðåäåëèòå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû àâòîêîëåáàíèé è çàâèñè-
ìîñòü ÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé îò àìïëèòóäû.

Çàäà÷à 2.4.19
Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ëÿïóíîâñêîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ
ïðåäåëüíîãî öèêëà â îñöèëëÿòîðå Ðýëåÿ

ẍ− (
λ− ẋ2) ẋ + x = 0.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóéòå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêîãî
ðåæèìà. Îïðåäåëèòå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ïî ïàðà-
ìåòðó λ.

Çàäà÷à 2.4.20
Ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé
ïðåäåëüíîãî öèêëà â îñöèëëÿòîðå Âàí äåð Ïîëÿ � Äóôôèíãà

ẍ− (
λ− x2) ẋ + x + µx3 = 0.
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Ïðè ýòîì èñïîëüçóéòå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêîãî
ðåæèìà. Îïðåäåëèòå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ïî ïàðà-
ìåòðàì λ è µ.

Çàäà÷à 2.4.21
Èñïîëüçóÿ óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû, îïèøèòå áè-
ôóðêàöèþ ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà â îñöèëëÿòîðå Ðýëåÿ

ẍ− (
λ− ẋ2) ẋ + x = 0.

Çàäà÷à 2.4.22
Èñïîëüçóÿ óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû è ôàçû, îïèøèòå áè-
ôóðêàöèþ ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà â îñöèëëÿòîðå Âàí äåð Ïîëÿ �
Äóôôèíãà

ẍ− (
λ− x2) ẋ + x + µx3 = 0.

Îïðåäåëèòå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ïî ïàðàìåòðàì λ
è µ.
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2.5 Îòâåòû ê çàäà÷àì
Ðàçäåë 2.1

2.1.4 Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ÷åòûðå îñîáûõ òî÷êè: P0 :
(x = 0, y = 0) � ñåäëî, P1 : (x = 0, y = 1) � ñåäëî, P2 : (x = 1, y = 0) �
ñåäëî, P3 :

(
x = γ

α+β+γ , y = β
α+β+γ

)
� öåíòð.

2.1.5 Èìååòñÿ îäíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ P : (x = 0, y = 0). Åñëè ε < 0,
òî÷êà P � óñòîé÷èâûé ôîêóñ. Åñëè ε > 0, òî÷êà P � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ.

2.1.6 Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ èìååòñÿ îäíà
òî÷êà ðàâíîâåñèÿ P : (x = 0, y = 0). Åñëè −2 < ε < 0, òî÷êà P � óñòîé÷è-
âûé ôîêóñ. Åñëè 0 < ε < 2, òî÷êà P � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ. Åñëè ε < −2,
òî÷êà P � óñòîé÷èâûé óçåë. Åñëè ε > 2, òî÷êà P � íåóñòîé÷èâûé óçåë.

2.1.7 Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îñöèëëÿòîðà Ðýëåÿ èìååòñÿ îäíà òî÷êà
ðàâíîâåñèÿ P : (x = 0, y = 0). Åñëè −2 < λ < 0, òî÷êà P � óñòîé÷èâûé
ôîêóñ. Åñëè 0 < λ < 2, òî÷êà P � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ. Åñëè λ < −2,
òî÷êà P � óñòîé÷èâûé óçåë. Åñëè λ > 2, òî÷êà P � íåóñòîé÷èâûé óçåë.

2.1.8 Åñëè β > 0, íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà ñó-
ùåñòâóåò îäíà îñîáàÿ òî÷êà P1 : (x1 = 0, y1 = 0). Åñëè β < 0, òî íà
ôàçîâîé ïëîñîêîñòè ñóùåñòâóåò òðè îñîáûõ òî÷êè P1 : (x1 = 0, y1 = 0),
P2 :

(
x2 =

√−β, y2 = 0
)
, P3 :

(
x3 = −√−β, y3 = 0

)
. Ïðè α > 0, β > α2

4
òî÷êà P1 � óñòîé÷èâûé ôîêóñ. Ïðè α > 0, 0 < β < α2

4 òî÷êà P1 � óñòîé-
÷èâûé óçåë. Ïðè α < 0, β > α2

4 òî÷êà P1 � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ. Ïðè
α < 0, 0 < β < α2

4 òî÷êà P1 � íåóñòîé÷èâûé óçåë. Ñ óìåíüøåíèåì β ïðè
ïåðåñå÷åíèè ëèíèè β = 0 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà P1 äåìîíñòðèðóåò áèôóð-
êàöèþ âèë.

2.1.11 Åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ðàñïîëîæåííîå â íà÷àëå êî-
îðäèíàò x = 0, y = 0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1,2 = −α

2 ±
√

α2

4 − 1.

2.1.13 P : (x = 0, y = 0), µ1,2 = ε
2 ±

√
ε2

4 − 1.

2.1.14 P : (x = 0, y = 0, z = 0), µ1 = −g, µ2,3 = m
2 ±

√
m2

4 − 1.

2.1.16 P1 :
(
x1 = b−a

b+1 , y1 = 0, z1 = −b−a
b+1

)
, P2 : (x2 = 0, y2 = 0, z2 = 0) ,

P3 :
(
x3 = −b−a

b+1 , y3 = 0, z3 = b−a
b+1

)
.

2.1.17 Ïðè µ > 2α ñóùåñòâóþò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè
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P1 :

(
x1 = µ

2 +
√

µ2

4 − α2, y1 = − µ
2α −

√
µ2

4α2 − 1, z1 = µ
2α +

√
µ2

4α2 − 1

)
è

P2 :

(
x2 = µ

2 −
√

µ2

4 − α2, y2 = − µ
2α +

√
µ2

4α2 − 1, z2 = µ
2α −

√
µ2

4α2 − 1

)
.

Ïðè µ = 2α òî÷êè P1 è P2 ñëèâàþòñÿ â îäíó ñ êîîðäèíàòàìè x = α,
y = −1, z = 1. Ïðè µ < 2α íåïîäâèæíûå òî÷êè èñ÷åçàþò.

2.1.18 P1 : (x1 = 0, y1 = 0, z1 = 0),
P2 :

(
x2 =

√
β(ρ− 1), y2 =

√
β(ρ− 1), z2 = ρ− 1

)
,

P3 :
(
x3 = −

√
β(ρ− 1), y3 = −

√
β(ρ− 1), z3 = ρ− 1

)
,

λ1 = −β,

λ2,3 = −σ+1
2 ±

√
(σ+1)2

4 − σ(1− ρ).

Ðàçäåë 2.2

2.2.1 Âòîðîå è ïåðâîå óðàâíåíèÿ ñâÿçàíû çàìåíîé xn = ryn, λ = r. Òðå-
òüå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê ïåðâîìó ïðè çàìåíå
xn = b

(
zn − 1

2

)
, λ = bb−2

4 .

2.2.3 P1 :

(
x1 = −1+b

2 +
√

(1+b)2
4 + λ, y1 = b1+b

2 − b
√

(1+b)2
4 + λ

)
,

P2 :

(
x2 = −1+b

2 −
√

(1+b)2
4 + λ, y2 = b1+b

2 + b
√

(1+b)2
4 + λ

)
,

µ1 = −1 èëè µ2 = −1,
ãäå µ1,2 = −x1,2 ±

√
x2

1,2 − b, x1,2 = −1+b
2 ±

√
(1+b)2

4 + λ.

2.2.6 P1 : (x1 = 0), P2,3 :
(
x2,3 = ±

√
a−2
a

)
. P1 ñóùåñòâóåò ïðè ëþáûõ a,

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïðè 0 < a < 2, äåìîíñòðèðóåò áèôóðêàöèþ âèë ïðè
a = 2 (µ = +1). P2,3 ñóùåñòâóþò ïðè a > 2, ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïðè
2 < a < 3, äåìîíñòðèðóþò áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðè a = 3
(µ = −1).

2.2.7 P1 : (x1 = 0, y1 = 0), P2,3 :
(
x2,3 = ±√d− b− 1, y2,3 = ±√d− b− 1

)
.

2.2.8 P1 : (x1 = 0), P2 :
(
x2 = 1

2−a

)
.

2.2.10 S̄1,2 = −1
2 ±

√
1
4 + λ.

2.2.11 un+1 = λ− u2
n − v2

n, vn+1 = 2(1− 2ε)vnun, un+1 = λ− u2
n.

2.2.12 µ⊥ = −2S̄i(1− 2ε) � òðàíñâåðñàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü;
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µ‖ = −2S̄i � òàíãåíöèàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü;
µ⊥ = (1− 2ε)µ‖; S̄1,2 = −1

2 ±
√

1
4 + λ.

2.2.13 S̄1,2 = −1
2 ±

√
1
4 + λ.

2.2.14 un+1 = λ− u2
n − v2

n, vn+1 = −2vn [ε + un] , un+1 = λ− u2
n.

2.2.15 µ⊥ = −2S̄i − 2ε � òðàíñâåðñàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü;
µ‖ = −2S̄i � òàíãåíöèàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü;
µ⊥ = µ‖ − 2ε; S̄1,2 = −1

2 ±
√

1
4 + λ.

2.2.16 C1,2 :

(
x1,2 = 1−p1

2 ±
√

(1−p1)2
4 − p2, y1,2 =(1− p1)

[
1−p1

2 ±
√

(1−p1)2
4 − p2

])
.

2.2.19 r1 = 0.75 � òî÷êà áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà;
r2 = −0.25 �òî÷êà áèôóðêàöèè ñëèÿíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ îðáèò.

2.2.20 b1 = 3 è b2 = 1.

Ðàçäåë 2.3

2.3.6 x(t) ' a cos (t + φ) + ε
[
−a2

2 + a2

6 cos 2 (t + φ)
]
.

2.3.7 U(x) = 1
2x

2 + 1
3βx3 + C. v =

√
2E − 2C − x2 − 2

3βx3.

2.3.8 ω(a) ' 1 + µ3a2

8 .

2.3.9 ρ̇ = −α
2ρ, ϕ̇ = 3γ

8ω0
ρ2.

2.3.10 x(t) ' ρ0 cos
[(

ω0 + 3γ
8ω0

ρ2
0

)
t
]
.

2.3.11 ω(ρ0) = ω0 + 5
16

γρ4
0

ω0
.

2.3.12 x(t) = ρ0 exp
(−α

2 t
)
cos

(
ω0t + ϕ0 + 3βρ2

0

8ω0

1−exp(−αt)
α

)
.

2.3.13 T (A) = 2
√

2A
g , ω(A) = π

√
g

2A .

2.3.15 ρ̇ = −α
2ρ + B

2ω0
sin Ψ, Ψ̇ =

(
δ − 3µ

8ω0
ρ2

)
+ B

2ω0ρ
cos Ψ,

Ψ = δt− ϕ, δ = ω − ω0.
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Ðàçäåë 2.4

2.4.4 x = y√
ε
, ε = λ.

2.4.5 ẋ = y√
ε
, λ = ε.

2.4.6 ρ̇ = ε
2ρ− 1

8ρ
3, ϕ̇ = 0, ρ = 2

√
ε.

2.4.7 h = −ε.

2.4.8 x(t) = ρ(t) cos(t + ϕ0), y(t) = −ρ(t) sin(t + ϕ0),

ρ(t) =
[(

1
ρ2
0
− 1

ε

)
exp(−2εt) + 1

ε

]− 1
2 , ïðè t →∞ àìïëèòóäà ρ(t) ñòðåìèòñÿ

ê ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ ρ̄ =
√

ε.

2.4.13 ρ̄ = 2
√

ε, ω(ρ̄) = 1 + 3µ
8 ρ̄2.

2.4.15 x(t)=

√
λ/

[
0.75−

(
0.75− λ

ρ2
0

)
exp(−λt)

]
cos (t + ϕ0) , ρ̄ =

√
4
3λ.

Â äàííîì ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòà àâòîêîëåáàíèé ω = 1 è îò àìïëèòóäû
àâòîêîëåáàíèé íå çàâèñèò.

2.4.19 h = −λ. Ïðåäåëüíûé öèêë óñòîé÷èâ ïðè λ > 0.

2.4.20 h = −λ. Ïðåäåëüíûé öèêë óñòîé÷èâ ïðè λ > 0.
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ÐÀÄÈÎÔÈÇÈÊÀ

Ââåäåíèå

Ñëó÷àéíûå âîçäåéñòâèÿ, íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóþùèå â ëþáîé ðåàëü-
íîé ñèñòåìå, ïðèâîäÿò ê ôëóêòóàöèÿì õàðàêòåðèñòèê, çàäàþùèõ ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû. Â ðàäèîôèçèêå òàêèå ôëóêòóàöèè òðàäèöèîííî íàçûâàþò
øóìîì. Ñ ó÷åòîì øóìà âñå ïðîöåññû â ðàäèîôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñëå-
äóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûå è ïðèìåíÿòü ê íèì ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû îïèñàíèÿ. Èññëåäîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ (ñëó÷àé-
íûõ) ïðîöåññîâ â êîëåáàòåëüíûõ è âîëíîâûõ ñèñòåìàõ ñîñòàâëÿåò ïðåä-
ìåò ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèîôèçèêè â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè.

Â äàííîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ïðèâåäåíû çàäà÷è ïî òðåì ðàçäåëàì êóðñà
�Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèîôèçèêà�:

3.1. Îñíîâû òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
3.2. Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ äåòåðìèíèðîâàííûìè ñè-

ñòåìàìè.
3.3. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ.
Â ðàçäåëå 3.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ, ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîñòè, ýðãîäè÷íîñòè, ñïåêòðû ñòàöèîíàð-
íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Â ðàçäåëå 3.2 ïðèâåäåíû çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ
ïðåîáðàçîâàíèåì õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ áåçûíåðöèîííû-
ìè è ëèíåéíûìè èíåðöèîííûìè ñèñòåìàìè ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè.
Òàêæå â äàííûé ðàçäåë âêëþ÷åíû íåêîòîðûå çàäà÷è ïî ëèíåéíîé ôèëü-
òðàöèè øóìà. Ðàçäåë 3.3 ïîñâÿùåí ìàðêîâñêèì ïðîöåññàì. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ìàðêîâñêèå öåïè, îäíîøàãîâûå ïðîöåññû è äèôôóçèîííûå ïðî-
öåññû, çàäàâàåìûå ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.
Êàæäûé ðàçäåë ñîïðîâîæäàåòñÿ êðàòêîé òåîðèåé, âêëþ÷àþùåé îñíîâ-
íûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, è ïðèìå-
ðàìè ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷. Îòäåëüíî ñîáðàíû îòâåòû ê áîëüøèí-
ñòâó çàäà÷. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåíû îáðàçöû òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêè çíàíèé
ñòóäåíòîâ ïî òðåì óêàçàííûì ðàçäåëàì êóðñà �Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèîôè-
çèêà�. Áîëåå ïîäðîáíûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷
ìîæíî íàéòè â [1 � 16].
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3.1 Îñíîâû òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

3.1.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
Ñëó÷àéíûé (ñòîõàñòè÷åñêèé) ïðîöåññ � ýòî ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ ñèñòåìû âî âðåìåíè, ïðîòåêàþùèé ïî âåðîÿòíîñòíûì (ñòàòè-
ñòè÷åñêèì) çàêîíàì. Ïóñòü ìíîæåñòâî V çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x åñòü
ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Âåëè÷èíà x ìîæåò áûòü âåêòîðíîé,
ñêàëÿðíîé, âåùåñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïèñû-
âàåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé X(t), ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå
V , ãäå àðãóìåíò t îáû÷íî èìååò ñìûñë âðåìåíè. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðî-
âàííîãî t0 çíà÷åíèå X0 = X(t0) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ðåàëèçàöèÿ ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà � ýòî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ x(t), ïîëó÷àåìàÿ
â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ. Èìååòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ðåàëèçàöèé
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé V ìîæåò áûòü äèñêðåòíûì
(êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì) èëè íåïðåðûâíûì. Âðåìÿ t ìîæåò ïðèíèìàòü
íåïðåðûâíîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâî-
ðÿò î ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X(n). Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå
õàðàêòåðèñòèêè äëÿ âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ íåïðåðûâíîçíà÷íûõ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) õàðàêòåðèçóåòñÿ n-ìåðíîé ïëîòíîñòüþ âå-
ðîÿòíîñòè pn(x1, t1, x2, t2, ...xn, tn), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôóíê-
öèåé n òåêóùèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé X â n ïðîèçâîëüíûõ
ìîìåíòà âðåìåíè è ìîæåò áûòü çàäàíà ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)dx1dx2...dxn =
(3.1)

= P{X(t1) ∈ [x1; x1 + dx1]Λ...ΛX(tn) ∈ [xn; xn + dxn]},
èëè

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)= (3.2)

= lim
∆xi→0, i=1,2,..n

P{X(t1)∈ [x1; x1 + ∆x1]Λ...ΛX(tn)∈ [xn; xn + ∆xn]}
∆x1...∆xn

,

ãäå P{...} � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, îáîçíà÷åííîãî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ.
Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâà-

íèÿì:
1) pn(...) ≥ 0 (íåîòðèöàòåëüíîñòü);
2)

∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)dx1dx2...dxn = 1 (íîðìèðîâêà);

3) äëÿ ëþáîãî k < n
pk(x1, t1, x2, t2, ..., xk, tk)=

∫∞
−∞...

∫∞
−∞pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)dxk+1dxk+2...dxn

(ñîãëàñîâàíèå);
4) äëÿ ëþáûõ i è j
pn(x1, t1, ..., xi, ti, ..., xj, tj, ..., xn, tn) = pn(x1, t1, ..., xj, tj, ..., xi, ti, ..., xn, tn)
(èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïàð àðãóìåíòîâ);



3.1. Îñíîâû òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 117

5) åñëè çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè t0i
ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî
pn(x1, t

0
1, x2, t

0
2, ..., xn, t

0
n) = p1(x1, t

0
1)p1(x2, t

0
2)...p1(xn, t

0
n).

Êðîìå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ìîæíî îïèñàòü ñ
ïîìîùüþ n-ìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) è
n-ìåðíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ΘX(u1, t1, u2, t2, ..., un, tn), êîòî-
ðûå ñâÿçàíû ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

Fn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =

=
∫ x1

−∞ ...
∫ xn

−∞ pn(x
′
1, t1, x

′
2, t2, ..., x

′
n, tn)dx′1dx′2...dx′n; (3.3)

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =
∂nFn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn)

∂x1∂x2...∂xn
; (3.4)

ΘX(u1, t1, u2, t2, ..., un, tn) =

=
∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ pn(x1, t1, ..., xn, tn) exp (j

∑n
i=1 uixi)dx1...dxn; (3.5)

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =

= 1
(2π)n

∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ΘX(u1, t1, ..., un, tn) exp (−j

∑n
i=1 uixi) du1...dun, (3.6)

ãäå j =
√−1.

Cëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ïîëíîñòüþ çàäàí, åñëè äëÿ ëþáîãî n èçâåñò-
íà îäíà èç ôóíêöèé: pn(...); Fn(...) èëè ΘX(...). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
íàéòè ëþáûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà.

Ïóñòü f(x1, x2, ..., xn) � íåêîòîðàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ñâî-
èõ àðãóìåíòîâ. Ïóñòü àðãóìåíòû ôóíêöèè f åñòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà X(t) â n ìîìåíòîâ âðåìåíè: X(ti), i = 1, 2, ..., n. Ñòàòèñòè÷å-
ñêèì ñðåäíèì (ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) ôóíêöèè f(X1, X2, ..., Xn)
íà àíñàìáëå ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòîâ ti:

f̄(t1, t2, ..., tn) =

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
pn(x1, t1, ..., xn, tn)f(x1, ..., xn)dx1...dxn. (3.7)

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàöèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ óãëîâûõ ñêîáîê <...>:

f̄(t1, t2, ..., tn) =< f(X1, X2, ..., Xn) > .
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Ìîìåíòíûìè ôóíêöèÿìè (ìîìåíòàìè) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íàçû-
âàþò ñëåäóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå îò ñòåïåííûõ ôóíêöèé:

〈Xr1
1 Xr2

2 ...Xrk

k 〉 =

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
pn(x1, t1, ..., xk, tk)x

r1
1 ...xrk

k dx1...dxk (3.8)

ëèáî 〈
X̃r1

1 X̃r2
2 ...X̃rk

k

〉
= (3.9)

=
∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ pn(x1, t1, ...xk, tk)(x1 − X̄(t1))

r1...(xk − X̄(tk))
rkdx1...dxk,

ãäå Xi = X(ti) � çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ìîìåíòû âðåìåíè ti;
à X̃i = X(ti) − X̄(ti) � çíà÷åíèÿ ôëóêòóàöèè (îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî);
X̄(t) =< X(t) > � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ìîìåíòû âèäà
(3.8) íàçûâàþò íà÷àëüíûìè, à âèäà (3.9) � öåíòðàëüíûìè. ×èñëî ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ îòñ÷åòîâ âðåìåíè k íàçûâàþò ðàçìåðíîñòüþ ìîìåíòà, à
ñóììó ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé

∑k
i=1 ri = r � ïîðÿäêîì ìîìåíòà. Ìîìåíòû

ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè
àðãóìåíòîâ ti èëè êîíñòàíòû.

Íàèáîëåå âàæíû ìîìåíòû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà. Ê íèì îòíîñÿò-
ñÿ ñëåäóþùèå:
1) ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (îäíîìåðíûé íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò ïîðÿäêà r = 1)

X̄(t) =

∫ ∞

−∞
p1(x, t)xdx; (3.10)

2) ñðåäíèé êâàäðàò (îäíîìåðíûé íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà r = 2)

X2(t) =

∫ ∞

−∞
p1(x, t)x2dx; (3.11)

3) äèñïåðñèÿ (îäíîìåðíûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà r = 2)

σ2
X(t) =

∫∞
−∞ p1(x, t)(x− X̄(t))2dx = X̄2 − X̄2; (3.12)

4) êîâàðèàöèîííàÿ (èëè àâòîêîâàðèàöèîííàÿ) ôóíêöèÿ (äâóìåðíûé íà-
÷àëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà r = 2)

KX(t1, t2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p2(x1, t1, x2, t2)x1x2dx1dx2; (3.13)

5) êîððåëÿöèîííàÿ (èëè àâòîêîððåëÿöèîííàÿ) ôóíêöèÿ (äâóìåðíûé öåí-
òðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà r = 2)

ΨX(t1, t2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p2(x1, t1, x2, t2)(x1 − X̄(t1))(x2 − X̄(t2))dx1dx2 =

= KX(t1, t2)− X̄(t1)X̄(t2). (3.14)
Íîðìèðîâàííóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ
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RX(t1, t2) =
ΨX(t1, t2)√
σ2

X(t1)σ2
X(t2)

(3.15)

íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè.
Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îáëàäàåò ñëåäóþùè-

ìè ñâîéñòâàìè:
1) Ψ2

X(t1, t2) ≤ σ2
X(t1)σ

2
X(t2) (ñîîòâåòñòâåííî |RX(t1, t2)| ≤ 1);

2) ΨX(t, t) = σ2
X(t);

3) ΨX(t1, t2) = ΨX(t2, t1);
4) åñëè çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè t′1 è
t′2 ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî îíè íåêîððåëèðîâàíû, ò.å. ΨX(t′1, t

′
2) = 0.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíî.
Íà÷àëüíûå ìîìåíòû ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè

â ðàçëîæåíèè n-ìåðíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè â ðÿä Ìàêëîðåíà:
ΘX(u1, t1, u2, t2, ..., un, tn) =

=
∑∞

r1=0 ...
∑∞

rn=0
<Xr1(t1)Xr2(t2)...Xrn(tn)>

r1!r2!...rn! (ju1)
r1(ju2)

r2...(jun)
rn (3.16)

è ñîîòâåòñòâåííî ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëå

< Xr1(t1)...X
rn(tn) >= (−j)r∂

rΘX(u1, t1, ..., un, tn)

∂ur1
1 ...∂urn

n

∣∣∣∣
u1=u2=...=un=0

,(3.17)

ãäå j =
√−1; r =

∑n
i=1 ri.

Àíàëîãè÷íî (3.16) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ëî-
ãàðèôìà îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè:

ln ΘX(u1, t1, u2, t2, ..., un, tn) =

=
∑∞

r1=0 ...
∑∞

rn=0
<<Xr1(t1)Xr2(t2)...Xrn(tn)>>

r1!r2!...rn! (ju1)
r1(ju2)

r2...(jurn
n ). (3.18)

Êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè, îáîçíà÷åííûå â âûðàæåíèè (3.18) êàê
<< Xr1(t1)X

r2(t2)...X
rn(tn) >>, íàçûâàþòñÿ êóìóëÿíòíûìè ôóíêöèÿ-

ìè (êóìóëÿíòàìè) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t).
Ñðåäè ìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ âûäåëÿþò ñòàöèîíàðíûå ïðî-

öåññû. Ñòàöèîíàðíîñòü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îçíà÷àåò, ÷òî ñòîõàñòè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â óñòàíîâèâøåìñÿ ñîñòîÿíèè è åå ñòàòèñòè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè íå çàâèñÿò îò ñäâèãà âî âðåìåíè. Ðàçëè÷àþò ñòàöèîíàð-
íîñòü â óçêîì (ñòðîãîì) ñìûñëå è ñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì ñìûñëå.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûì â óçêîì (ñòðîãîì)
ñìûñëå, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n, ëþáîé êîíñòàíòû T
è ëþáûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ti, i = 1, 2, ..., n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

pn(x1, t1 ± T, x2, t2 ± T, ..., xn, tn ± T ) = pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn), (3.19)
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÷òî îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (è, ñëåäîâàòåëü-
íî, âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê) îòíîñèòåëüíî ñäâèãà âî âðåìå-
íè. Ïðè ýòîì îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íå çàâèñèò îò âðåìåíè
(p1(x, t) ≡ p1(x)), è îäíîìåðíûå ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Äâó-
ìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè τ = t2− t1 (p2(x1, t1, x2, t2) ≡ p2(x1, x2, τ)). Ñîîòâåòñòâåííî äâóìåð-
íûå ìîìåíòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî τ .

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñ-
ëå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

< X(t) >≡const; ΨX(t1, t2) = ΨX(t2 − t1); < X2(t) >< ∞. (3.20)
Äëÿ ïðîöåññîâ ñ êîíå÷íîé �ìîùíîñòüþ� (ò.å. ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ
< X2(t) > < ∞) èç ñòðîãîé ñòàöèîíàðíîñòè ñëåäóåò ñòàöèîíàðíîñòü â
øèðîêîì ñìûñëå. Èç ñòàöèîíàðíîñòè â øèðîêîì ñìûñëå â îáùåì ñëó÷àå
íå ñëåäóåò ñòðîãîé ñòàöèîíàðíîñòè.

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:
1) |ΨX(τ)| ≤ σ2

X , ãäå τ = t2 − t1 ;
2) ΨX(0) = σ2

X ;
3) ΨX(τ) = ΨX(τ) (÷åòíàÿ ôóíêöèÿ);
4) åñëè êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè τ = 0, òî îíà íåïðå-
ðûâíà äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ τ .

Ñòàöèîíàðíûé â ñòðîãîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå limτ→∞Ψ2

X(τ) = 0, íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ ïåðå-
ìåøèâàíèåì. Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
τ→∞

p2(x1, x2, τ) = p1(x1)p1(x2) (ðàñöåïëåíèå êîððåëÿöèé).

Ñêîðîñòü ïåðåìåøèâàíèÿ (ðàñöåïëåíèÿ êîððåëÿöèé) õàðàêòåðèçóþò âðå-
ìåíåì êîððåëÿöèè τêîð. ×àùå âñåãî èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå äâà îïðåäå-
ëåíèÿ âðåìåíè êîððåëÿöèè:
1. Âðåìÿ êîððåëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåðâàë, íà êîòîðîì îãèáàþ-
ùàÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè γX(τ) óáûâàåò â e ðàç (ãäå e � îñíîâàíèå
íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà):

γX(τêîð) =
σ2

X

e
.

2. Âðåìÿ êîððåëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

τêîð =
1

σ2
X

∫ ∞

0
γX(τ)dτ .

Êðîìå ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîñòè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ìîæåò îáëàäàòü
âàæíûì ñâîéñòâîì ýðãîäè÷íîñòè. Ýðãîäè÷íîñòü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îç-
íà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü îïðåäåëåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðè-
ñòèêè ïðîöåññà, çàìåíÿÿ ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå (ïî àíñàìáëþ ðåà-
ëèçàöèé) óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè âäîëü îäíîé ðåàëèçàöèè. Ìîæíî âû-
äåëèòü ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî îòäåëüíûõ ìîìåíòíûõ ôóíêöèé, ýð-
ãîäè÷íîñòü 1-, 2-, ..., k-ãî ïîðÿäêà è, íàêîíåö, ñòðîãóþ ýðãîäè÷íîñòü.
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Ïóñòü X(t) � ñòàöèîíàðíûé â ñòðîãîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.
Ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ
àðãóìåíòîâ f [X(t1), ..., X(tk)] âäîëü íåêîòîðîé ðåàëèçàöèè x(t) ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

< f [x(t1), ..., x(tk)] >t=

= limT→∞ 1
T

∫ T

0 f [x(t1), x(t1 + τ1), ..., x(t1 + τk−1)]dt1, (3.21)

ãäå τi = ti+1 − ti. Ñèìâîëîì < ... >t áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàöèþ óñðåä-
íåíèÿ ïî âðåìåíè.

Ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îçíà÷àåò âûïîëíåíèå
ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

l.i.m.T→∞
1

T

∫ T

0
X(t)dt =

∫ ∞

−∞
p1(x)xdx, (3.22)

ãäå ñëåâà ñòîèò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïðåäåë ñëó÷àéíîé ôóíêöèè àðãó-
ìåíòà Ò. Åñëè ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ñðåäíå-
ãî çíà÷åíèÿ, òî ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå < x(t) >t äëÿ ïî÷òè ëþáîé
ðåàëèçàöèè x(t) ðàâíî ñðåäíåìó ïî àíñàìáëþ çíà÷åíèþ < X(t) >:

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
x(t)dt =

∫ ∞

−∞
p1(x)xdx.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî êâàäðà-
òà, ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî äèñïåðñèè è ò.ä.

Ýðãîäè÷íîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðà-
âåíñòâà:

l.i.m.T→∞
1

T

∫ T

0
f [X(t)]dt =

∫ ∞

−∞
p1(x)f(x)dx, (3.23)

ãäå f(...) � ëþáàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà.
Åñëè ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì 1-ãî ïîðÿäêà, òî îí òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî âñåõ îäíîìåðíûõ ìîìåíòîâ. Â
ýòîì ñëó÷àå âñå îäíîìåðíûå ìîìåíòû ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ óñðåä-
íåíèå ïî âðåìåíè âäîëü ïî÷òè ëþáîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýðãîäè÷íîñòè 1-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ïå-
ðåìåøèâàíèÿ.

Ýðãîäè÷íîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðà-
âåíñòâà:

l.i.m.T→∞
1

T

∫ T

0
f [X(t), X(t + τ)]dt =

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p2(x1, x2, τ)f(x)dx1dx2, (3.24)

ãäå f(...) � ëþáàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
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Åñëè ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì 2-ãî ïîðÿäêà, òî îí îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì ýðãîäè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî âñåõ äâóìåðíûõ ìîìåíòîâ. Â
ýòîì ñëó÷àå âñå äâóìåðíûå ìîìåíòû ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ óñðåäíåíèå
ïî âðåìåíè âäîëü ïî÷òè ëþáîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Àíàëî-
ãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ýðãîäè÷íîñòü 3-ãî, . . ., k-ãî ïîðÿäêà. Ñòðîãàÿ
ýðãîäè÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè.

Ïî ôîðìå âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûäåëÿþò êëàññ íîðìàëü-
íûõ ïðîöåññîâ. Íîðìàëüíûì (ãàóññîâûì) ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì íàçû-
âàåòñÿ òàêîé ïðîöåññ X(t), äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé
X(ti), i = 1, 2, ..., n ðàñïðåäåëåíà ïî ñîâìåñòíîìó íîðìàëüíîìó (ãàóññî-
âó) çàêîíó:

pn(x1, t1, x2, t2, ..., xn, tn) =

= 1√
(2π)nDetB̂

exp
[
−1

2

∑n
i=1

∑n
k=1 b̃ik(ti, tk)(xi − X̄(ti))(xk − X̄(tk))

]
, (3.25)

ãäå B̂ � ìàòðèöà êîððåëÿöèé ñ ýëåìåíòàìè

bik =
〈
(X(ti)− X̄(ti))(X(tk)− X̄(tk))

〉
,

à b̃ik � ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû B̂−1.
Îäíîìåðíàÿ ãàóññîâà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

p1(x, t) =
1√

2πσ2
X(t)

exp

[
−(x− X̄(t))2

2σ2
X(t)

]
, (3.26)

ãäå X̄(t) � ñðåäíåå çíà÷åíèå; σ2
X(t) � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì X̄(t) ≡ 0 è äèñïåðñèåé σ2
X(t) ≡ 1

íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì.
Íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè âàæíûìè

ñâîéñòâàìè:
1. Íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïîëíîñòüþ çàäàí, åñëè èçâåñòíû ôóíê-
öèè X̄(t) è ΨX(t1, t2).
2. Íåêîððåëèðîâàííûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñòà-
òèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû.
3. Äëÿ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ îãðàíè÷åííîé äèñïåðñèåé
ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîñòè â ñòðîãîì ñìûñëå è â øèðîêîì ñìûñëå ñîâïà-
äàþò.
4. Åñëè X1(t), X2(t), ... Xm(t) � ñîâìåñòíî íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ïðî-
öåññû, òî èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ X(t) =

∑m
i=1 ai(t)Xi(t), ãäå ai(t) � äå-

òåðìèíèðîâàííûå ìíîæèòåëè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ñëó÷àéíûì
ïðîöåññîì.
5. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.
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Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ. Ïóñòü X(t) � ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñêàëÿð-
íûé âåùåñòâåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ îãðàíè÷åííûì ñðåäíèì êâàä-
ðàòîì < X2(t) >. Ñëó÷àéíûì ñïåêòðîì ïðîöåññà X(t) íà èíòåðâàëå
t ∈ [−T/2, T/2] íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñëó÷àéíîé ôóíê-
öèè:

XT (jω) =

∫ T/2

−T/2
X(t)e−jωtdt. (3.27)

XT (jω) � ýòî êîìïëåêñíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà ω. Ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
ñëóæèò ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè (èëè ïðîñòî ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü). Îíà ìîæåò áûòü ââåäåíà êàê

WX(ω) = lim
T→∞

1

T
< |XT (jω)|2 > . (3.28)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîöåññà ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è äî-
ñòàòî÷íî áûñòðî ñïàäàþùåé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé KX(τ) èç îïðåäå-
ëåíèÿ (3.28) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè åñòü ïðÿìîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè:

WX(ω) =

∫ ∞

−∞
KX(τ)e−jωτdτ . (3.29)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ:

KX(τ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
WX(ω)ejωτdω. (3.30)

Ìîæíî îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè äëÿ ëþáîãî
ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùåé òåî-
ðåìîé Âèíåðà � Õèí÷èíà. Ïóñòü KX(τ) � êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòà-
öèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t). Îíà âñåãäà
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå � Ñòèëüòüåñà:

KX(τ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ejωτdZX(ω), (3.31)

ãäå ZX(τ) � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ (èíòåãðàëüíûé ñïåêòð ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-
ñà). Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñîîòâåòñòâåííî åñòü

WX(ω) =
dZX(ω)

dω
. (3.32)

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ WX(ω) ñâÿçàíà ñ êîâàðèàöèîííîé
ôóíêöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå (3.29) � (3.30). Îäíàêî ïðè ýòîì äëÿ
íåêîòîðûõ ÷àñòîò îíà ìîæåò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.
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Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) âåùåñòâåííîãî ñòàöèîíàð-
íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. WX(ω) � âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ 1.
2. WX(ω) = WX(−ω) (÷åòíàÿ ôóíêöèÿ).
3. Â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèé KX(τ) è WX(ω) ìîæíî ïåðåïèñàòü (3.29) �
(3.30) â âèäå

WX(ω) = 2

∫ ∞

0
KX(τ) cos (ωτ)dτ , (3.33)

KX(τ) =
1

π

∫ ∞

0
WX(ω) cos (ωτ)dω. (3.34)

4. Ôóíêöèÿ WX(ω) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ìîæåò èìåòü
îñîáåííîñòè â âèäå δ-ôóíêöèè (ò.å. ñïåêòð â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñìå-
øàííûì), ÷òî ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì òðåáîâàíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè êî-
âàðèàöèîííîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîöåññà X̄
îòëè÷íî îò íóëÿ, òî

WX(ω) = WX̃(ω) + 2πδ(ω)X2, (3.35)
ãäå

WX̃(ω) =

∫ ∞

−∞
ΨX(τ)e−jωτdτ . (3.36)

� ñïåêòð ôëóêòóàöèé.
5. Ñðåäíèé êâàäðàò è äèñïåðñèþ ïðîöåññà X(t) ìîæíî íàéòè, èíòåãðèðóÿ
ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) èëè WX̃(ω) ñîîòâåòñòâåííî ïî
âñåì ÷àñòîòàì:

X2 = KX(τ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
WX(ω)dω,

σ2
X = ΨX(0) =

1

2π

∫ ∞

−∞
WX̃(ω)dω. (3.37)

Êðîìå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè WX(ω), îïðåäåëåííîé êàê
äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà,
÷àñòî èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìóþ îäíîñòîðîííþþ (ôèçè÷åñêóþ) ñïåê-
òðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, êîòîðàÿ îòëè÷íà
îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

W+
X (ω) = 2WX(ω) ïðè ω ≥ 0 è W+

X (ω) = 0 ïðè ω < 0. (3.38)
×àñòî ðàññìàòðèâàþò òàêóþ õàðàêòåðèñòèêó, êàê øèðèíà ñïåêòðà

ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîù-
íîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èìååò îäèí õîðîøî âûðàæåííûé ìàêñèìóì,

1Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êîìïëåêñíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà.
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òî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà îïðåäåëåíèÿ øèðèíû ñïåêòðà:
1. Ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà ñïåêòðà

∆ωýôô =
1

WX̃(ω0)

∫ ∞

0
WX̃(ω)dω =

πσ2
X

WX̃(ω0)
, (3.39)

ãäå ω0 � ÷àñòîòà ñïåêòðàëüíîãî ìàêñèìóìà.
2. Øèðèíà ñïåêòðà íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè

∆ω1/2 = ω2 − ω1, ãäå WX̃(ω1,2) =
1

2
WX̃(ω0). (3.40)

Äëÿ øèðèíû ñïåêòðà è âðåìåíè êîððåëÿöèè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíî-
ãî ïðîöåññà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ñîîòíîøåíèå íåîïðå-
äåëåííîñòè): ÷åì øèðå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, òåì
ìåíüøå âðåìÿ êîððåëÿöèè è, íàîáîðîò, ÷åì �óæå ñïåêòð, òåì áîëüøå âðå-
ìÿ êîððåëÿöèè.

Ïî ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì ðàçëè÷àþò øèðîêîïîëîñíûå è óçêîïîëîñ-
íûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëüþ ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà ñ áåñêîíå÷íî øèðîêèì ñïåêòðîì ÿâëÿåòñÿ áåëûé øóì � àáñîëþòíî
ñëó÷àéíûé, ñòàöèîíàðíûé â ñòðîãîì ñìûñëå ïðîöåññ, îáëàäàþùèé
ïîñòîÿííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè íà âñåõ ÷àñòîòàõ:
WÁØ ≡ W0 ≡ const. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî
ïðîöåññà çàäàåòñÿ ôóíêöèåé Äèðàêà (ΨÁØ(τ) = W0δ(τ)), à äèñïåðñèÿ �
áåñêîíå÷íà.

3.1.2. Çàäà÷è
Çàäà÷à 3.1.1
Íàéòè êîíñòàíòó íîðìèðîâêè C, ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄, äèñïåðñèþ σ2

X ,
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ΘX(u)
äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ãðàôèê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîòîðîé ïðè-
âåäåí íà ðèñ. 3.1.

0 1 x

p(x)

C

x

C

p(x)

0 1/2−1/2 x0 1−1

C

p(x)

à á â

Ðèñ. 3.1
Çàäà÷à 3.1.2
Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X çàäàíà âûðàæåíèåì

p(x) =

{
Cx−4, x > 1,
0, x ≤ 1.
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Íàéòè êîíñòàíòó C, äèñïåðñèþ σ2
X , âåðîÿòíîñòü P1 , òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ïðèìåò çíà÷åíèå â èíòåðâàëå [1; 2], âåðîÿòíîñòü P2 , òîãî, ÷òî
ïðè òðåõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íè ðàçó
íå ïîïàäåò â èíòåðâàë [1; 2].

Çàäà÷à 3.1.3
Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, åñëè åå
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

à) ΘX(u) =
λ

λ− ju
;

á) ΘX(u) =
2(1− cos u)

u2 ;

â) ΘX(u) =
eju − 1

ju
;

ã) ΘX(u) =
1√

1− 2ju
.

Íàéòè êîíñòàíòó C, ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âåëè÷èí X è Y è îïðåäå-
ëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè âåëè÷èíû X è Y ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìûìè.

Çàäà÷à 3.1.4
Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, åñëè
å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

ΘX(u) = 1− |u|, |u| ≤ 1.

Çàäà÷à 3.1.5
Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X
è Y çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

p(x, y) =
C

π
exp (2x− x2 − y2 − 1).

Íàéòè êîíñòàíòó C, ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âåëè÷èí X è Y è îïðåäå-
ëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè âåëè÷èíû X è Y ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìûìè.

Çàäà÷à 3.1.6
Ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y èìååò ñëåäóþùèå õàðàê-
òåðèñòèêè: X̄ = 0, Ȳ = 2, σ2

X = 2, σ2
Y = 1 è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

RXY = − 1√
2
. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Z = 2X − 3Y .
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Çàäà÷à 3.1.7
X � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñðåäíèì çíà÷å-
íèåì X̄ = 0 è äèñïåðñèåé σ2

X . Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X2.

Çàäà÷à 3.1.8
Èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, X3. Âûðàçèòü êóìó-
ëÿíò << X1X2X3 >> ÷åðåç ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ
ñìåøàííûå ìîìåíòû.

Çàäà÷à 3.1.9
Çàäàíà äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t):

p2(x1, t1, x2, t2) =
1

2π

(
1 + x1x2e

−α|t2−t1|
)

exp

[
−1

2
(x2

1 + x2
2)

]
.

Íàéòè:
à) îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p1(x, t), ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄ è äèñ-
ïåðñèþ σ2

X ;
á) êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ΨX(t1, t2) è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
RX(t1, t2);
â) îäíîìåðíóþ è äâóìåðíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ΘX(u, t),
ΘX(u1, t1, u2, t2).

Çàäà÷à 3.1.10
Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå è êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ KX(t1, t2) ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà

X(t) =
1

2
(1 + η(t))ξ1(t) +

1

2
(1− η(t))ξ2(t),

ãäå η(t), ξ1(t), ξ2(t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àé-
íûå ïðîöåññû. Ïðè÷åì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ η̄ è ξ̄1,2 ðàâíû íóëþ, à êîâàððèà-
öèîííûå ôóíêöèè Kη(τ) è Kξ1,2

(τ), ãäå τ = t2−t1, ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè.

Çàäà÷à 3.1.11
Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè RX(t1, t2) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t) = Y (t)− Y (t− t0), åñëè

ΨY (t1, t2) = Ae−α|t1−t2|, t0 = const.

Çàäà÷à 3.1.12
Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

X(t) = (1 + α)ξ(t),

ãäå α � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ᾱ è äèñïåðñèåé σ2
α;

ξ(t) � íå çàâèñÿùèé îò α ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñðåäíèì
çíà÷åíèåì ξ̄ è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé Ψξ(τ), τ = t2 − t1.
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Çàäà÷à 3.1.13
Êâàçèäåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

X(t) = a cos (ω0t + φ),

ãäå a è ω0 � çàäàííûå êîíñòàíòû; φ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå [−π, π]. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄ , êîð-
ðåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ΨX(t1, t2) è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè RX(t1, t2)
ïðîöåññà X(t).

Çàäà÷à 3.1.14
Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

X(t) = α cos (ω0t + φ),

ãäå α è φ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè êî-
òîðûõ åñòü

p(α, φ) =
1

(2π)3/2e
−α2/2(1 + α cos φ),

φ ∈ [−π, π]; α ∈ (−∞, ∞).

Çàäà÷à 3.1.15
Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ êâàçèäåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà

X(t) = α cos ω0t + β sin ω0t,

ãäå ω0 � çàäàííàÿ êîíñòàíòà; α è β � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå âåùå-
ñòâåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ᾱ = β̄ = α0 è
äèñïåðñèÿìè σ2

α = σ2
β = σ2.

Çàäà÷à 3.1.16
Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ êâàçèäåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà

X(t) =
m∑

i=1

(αi cos ωit + βi sin ωit),

ãäå ωi � çàäàííûå êîíñòàíò; αi è βi � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå âåùå-
ñòâåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ᾱ = β̄ = 0 è
äèñïåðñèÿìè α2

i = β2
i = σ2

i i = 1, 2, ..., m.

Çàäà÷à 3.1.17
Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

X(t) = an(t) cos (ω0t + φ),

ãäå a è ω0 � çàäàííûå êîíñòàíòû; φ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå [−π, π]; n(t) � íåçàâèñÿùèé îò φ ñòàöèîíàð-
íûé áåëûé øóì (n̄(t) ≡ 0, < n(t1)n(t2) >= W0δ(t2 − t1)).
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Çàäà÷à 3.1.18
Äîêàçàòü, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íå èçìåíÿåòñÿ îò äîáàâëåíèÿ ê
ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó ëþáîé íåñëó÷àéíîé ôóíêöèè.

Çàäà÷à 3.1.19
Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Z(t) = aX(t)+
+bY (t), ãäå a è b � êîíñòàíòû; X(t) è Y (t) � ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñî
ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

ΨX(t1, t2) = exp (−α|t2 − t1|); X̄(t) ≡ 0;

ΨY (t1, t2) = 2 exp (−β|t2 − t1|)− 1; Ȳ (t) ≡ 1;
ΨXY (t1, t2) = 2 exp (−γ|t2 − t1|).

Çàäà÷à 3.1.20
Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè êâàçèäåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà

X(t) = α cos ω0t + β sin ω0t,

ãäå ω0 � çàäàííàÿ êîíñòàíòà; α è β � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå âåùå-
ñòâåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî ñòàíäàðòíîìó íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó.

Çàäà÷à 3.1.21
Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè êâàçèäåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) = α+βt, ãäå α è β � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå
âåùåñòâåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî ãàóññîâó çàêîíó
ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ᾱ = 0 è β̄ = 0 è èçâåñòíûìè äèñïåðñèÿìè
ᾱ2 è β̄2.

Çàäà÷à 3.1.22
Îïðåäåëèòü îäíîìåðíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà Y (t) = aX(t) + b, ãäå a è b � êîíñòàíòû; X(t) � ñòàöèîíàðíûé
ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé ïðîöåññ.

Çàäà÷à 3.1.23
Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

Z(t) =
1

2

[
1 +

X(t)X(t + θ)

|X(t)X(t + θ|
]

,

ãäå X(t) � íîðìàëüíûé ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñðåäíèì
çíà÷åíèåì X̄(t) ≡ 0 è êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè RX(τ), τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.1.24
ßâëÿåòñÿ ëè ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

X(t) = a cos (ω0t + φ),
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ãäå a è ω0 � çàäàííûå êîíñòàíòû; φ - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå [−π, π]?

Çàäà÷à 3.1.25
Íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

X(t) = α cos (ω0t + φ)

áóäåò ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå. Èçâåñòíî, ÷òî ω0 � êîíñòàíòà, α
è φ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Çàäà÷à 3.1.26
Íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

X(t) = α cos ω0t + β sin ω0t

áóäåò ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå. Èçâåñòíî, ÷òî ω0 � êîíñòàíòà, α
è β � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Çàäà÷à 3.1.27
ßâëÿåòñÿ ëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Y (t) = X(t) + α ñòàöèîíàðíûì â øè-
ðîêîì ñìûñëå, åñëè X(t) � ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ, à α � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðè÷åì α = X(t0)?

Çàäà÷à 3.1.28
Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

X(t) = ξ(t) cos ω0t + η(t) sin ω0t

ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå. Èçâåñòíî, ÷òî ξ(t) è η(t) �
äâà ñòàöèîíàðíûõ è ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûõ â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññà, ïðè÷åì ξ̄(t) ≡ η̄(t) ≡ 0, Ψξ(τ) ≡ Ψη(τ) è Ψξη(τ) ≡ −Ψηξ(τ),
τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.1.29
ßâëÿåòñÿ ëè êâàçèäåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

X(t) = a cos (ω0t + φ)

à) ýðãîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ? á) ýðãîäè÷åñêèì îò-
íîñèòåëüíî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè? Èçâåñòíî, ÷òî a è ω0 � êîíñòàí-
òû, à φ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå
[−π, π].

Çàäà÷à 3.1.30
ßâëÿåòñÿ ëè êâàçèäåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

X(t) = α cos (ω0t + φ)

à) ýðãîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ? á) ýðãîäè÷åñêèì îò-
íîñèòåëüíî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè? Èçâåñòíî, ÷òî ω0 � êîíñòàíòà, à α
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è φ � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì âåëè÷èíà φ ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà â èíòåðâàëå [−π, π].

Çàäà÷à 3.1.31
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω), ýôôåêòèâíóþ øèðèíó
ñïåêòðà ∆ωýô è øèðèíó ñïåêòðà íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè ∆ω0.5
äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöè-
åé

a)KX(τ) = σ2
Xe−α|τ |;

á)KX(τ) = σ2
Xe−α|τ | cos ω0τ ,

τ = t2 − t1, α > 0.

Â ñëó÷àå á) øèðèíó ñïåêòðà íàéòè ïðèáëèçèòåëüíî, ñ÷èòàÿ ïðîöåññ óç-
êîïîëîñíûì.

Çàäà÷à 3.1.32
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) êâàçèäåòåðìèíèðîâàí-
íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

X(t) = a cos (ω0t + φ),

ãäå a è ω0 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû; φ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå [−π, π].

Çàäà÷à 3.1.33
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

X(t) = an(t) cos (ω0t + φ),

ãäå a è ω0 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû; φ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå [−π, π]; n(t) � íå çàâèñÿùèé
îò φ ñòàöèîíàðíûé áåëûé øóì ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì n̄(t) ≡ 0 è êîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèåé Ψn(τ) = W0δ(τ), τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.1.34
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà X(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

KX(τ) = σ2
Xe−ατ2

, α > 0, τ = t2 − t1.

Îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíóþ øèðèíó ñïåêòðà ∆ωýô è íàéòè, êàê îíà ñâÿ-
çàíà ñ âðåìåíåì êîððåëÿöèè τêîð. Âðåìÿ êîððåëÿöèè îïðåäåëèòü êàê èí-
òåðâàë, íà êîòîðîì îãèáàþùàÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè óáûâàåò â e
ðàç.

Çàäà÷à 3.1.35
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà X(t), åñëè êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà åñòü

KX(τ) = e−ατ2

cos ω0τ , α > 0, τ = t2 − t1.
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Çàäà÷à 3.1.36
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà X(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

KX(τ) =

{
σ2

X(1− |τ |), |τ | ≤ τ0;
0, |τ | > τ0,

τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.1.37
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà X(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

KX(τ) = e−α|τ |(1 + α|τ |), α > 0, τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.1.38
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà X(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

KX(τ) = σ2
Xe−α|τ |(1 + α|τ |+ 1

3
α2τ 2), α > 0 , τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.1.39
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WX(ω) ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà X(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

KX(τ) = σ2
Xe−α|τ |(cos βτ − α

β
sin β|τ |), α > 0, τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.1.40
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Z(t) =
= X(t) + Y (t), ãäå X(t) è Y (t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñòàöèî-
íàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïðè÷åì X(t) � áåëûé øóì ñî ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè W0, à Y (t) � ýêñïîíåíöèàëüíî êîððåëèðîâàííûé
ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì: Ȳ ≡ 0; ΨY (τ) = exp(−α|τ |),
α > 0, τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.1.41
Îïðåäåëèòü ñïåêòð WZ(ω) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Z(t) = X(t) · Y (t), ãäå
X(t) è Y (t) � íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ êîððå-
ëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè

KX(τ) = σ2
Xe−α1|τ |, KY (τ) = σ2

Y e−α2|τ |, τ = t2 − t1, α1,2 > 0

è ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè X̄, Ȳ .
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Çàäà÷à 3.1.42
Íàéòè âçàèìíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WXY (ω) äâóõ ïðî-
öåññîâ: X(t) = aZ(t) è Y (t) = bZ(t) + A, ãäå Z(t) � ñòàöèîíàðíûé ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè

WZ(ω) =
2γ

γ2 + ω2 ;

A � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò Z(t); a è b � êîíñòàíòû.

Çàäà÷à 3.1.43
Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ΨX(τ) ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà X(t), ãðàôèê ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè êîòîðîãî ïðèâå-
äåí íà ðèñ. 3.2. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ω1 = 0 îïðåäåëèòü âåëè÷èíó èíòåð-
âàëà ∆t = tk+1− tk, k = ±1,±2, ... ìåæäó íåêîððåëèðîâàííûìè çíà÷åíè-
ÿìè X(tk), X(tk+1).

ω2 ω1 ω1 ω2

W (   )X ω

W0

0 ω

Ðèñ. 3.2
Çàäà÷à 3.1.44
Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ΨX(τ) ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà X(t) ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè

WX(ω) = W0e
−αω2

,

ãäå W0 = const. Äâóìÿ ñïîñîáàìè îïðåäåëèòü âðåìÿ êîððåëÿöèè:
à) êàê èíòåðâàë, íà êîòîðîì îãèáàþùàÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè γX(τ)
óáûâàåò â e ðàç; á) êàê âåëè÷èíó, çàäàâàåìóþ âûðàæåíèåì

τêîð =
1

σ2
X

∫ ∞

0
γX(τ)dτ .

Çàäà÷à 3.1.45
Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t) ñî ñïåêòðîì

WX(ω) =





A, |ω| ≤ ω1,
A ω0−ω

ω0−ω1
, ω1 < |ω| ≤ ω0,

0, |ω| > ω0,

ãäå A � êîíñòàíòà.
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Çàäà÷à 3.1.46
Íàéòè êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t), åñëè åãî ñïåêòð çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

WX(ω) =
m∑

i=1

ai

γ2
i + ω2 ,

ãäå ai è γi � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

3.1.3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷
Çàäà÷à 3.1.13
×òîáû íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé X â ïðîèçâîëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè, óñðåäíÿåì âûðàæåíèå a cos (ω0t + φ) êàê äåòåðìè-
íèðîâàííóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî àðãóìåíòà φ. Ñ ó÷åòîì ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ φ â èíòåðâàëå [−π, π] (ò.å. p(φ) = 1

2π), |φ| ≤ π) ïîëó÷àåì:

X̄ = a < cos (ω0t + φ) >=
a

2π

∫ pi

−π

cos (ω0t + φ)dφ ≡ 0.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ:
ΨX(t1, t2) = < X(t1)X(t2) > − < X(t1) >< X(t2) >=

= a2 < cos (ω0t1 + φ) cos (ω0t2 + φ) >=

=
a2

2
(cos ω0(t2 − t1)+ < cos [ω0(t2 + t1) + 2φ] >) .

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

< cos [ω0(t2 + t1) + 2φ] >=
1

2π

∫ pi

−π

cos [ω0(t1 + t2) + 2φ]dφ ≡ 0,

ïîëó÷àåì

ΨX(t1, t2) =
a2

2
cos ω0(t2 − t1).

Òàêèì îáðàçîì, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà X(t) çàâèñèò òîëüêî
îò ðàçíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè τ = t2 − t1.

Íîðìèðóåì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ íà çíà÷åíèå ïðè τ = 0 (ò.å. íà
äèñïåðñèþ) è ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè:

RX(τ) =
ΨX(τ)

ΨX(0)
= cos ω0τ .

Çàäà÷à 3.1.24
Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1.13) ñëåäóåò, ÷òî

X̄ ≡ const = 0,
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ΨX(t1, t2) = ΨX(τ) =
a2

2
cos ω0τ , τ = t2 − t1,

σ2
X = ΨX(0) =

a2

2
= const < ∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîöåññà X(t) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ, êîòîðûì
óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Çàäà÷à 3.1.29
Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1.13) èçâåñòíû ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ çíà÷åíèå ïðî-
öåññà X(t) è åãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ:

X̄ = 0,

ΨX(τ) = ΨX(τ) =
a2

2
cos ω0τ , τ = t2 − t1.

Êðîìå òîãî, ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå (ñì.
ðåøåíèå çàäà÷è (3.1.24).

à) Íàõîäèì ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t)
äëÿ íåêîòîðîé ðåàëèçàöèè x0(t) = a cos (ω0t + φ0), ãäå φ0 � çíà÷åíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû φ, âûáðàííîå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì:

< x0(t) >t= lim
T→∞

a

T

∫ T

0
cos (ω0t + φ0)dt = lim

T→∞
a

T

sin (ω0T + φ0)

ω0
.

Òàê êàê ñèíóñ � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðè ëþáîì âûáîðå φ0 (ò.å. äëÿ
ëþáîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t)) ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäíåå ïî
âðåìåíè çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ. Ïîñêîëüêó ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå
äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè îäèíàêîâî è ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì ïî àíñàìáëþ,
òî ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.

á) Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì îöåíêó êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè
Ψ0

X(τ), çàìåíÿÿ óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ óñðåäíåíèåì ïî âðåìåíè âäîëü
ïðîèçâîëüíîé ðåàëèçàöèè x0(t). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî
íóëþ, ïîëó÷àåì:

Ψ0
X(τ) = < x0(t)x0(t + τ) >t=

= lim
T→∞

a2

T

∫ T

0
cos (ω0t + φ0) cos [ω0(t + τ) + φ0]dt =

= lim
T→∞

a2

2T

[
sin [ω0(2T +τ)+φ0]− sin (ω0τ +φ0)

2ω0
+T cos (ω0τ)

]
=

=
a2

2
cos (ω0τ).

Äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè x0(t) ïîëó÷àåì îäíó è òó æå îöåíêó êîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèè, ñîâïàäàþùóþ ñ ΨX(τ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ X(t)
ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.
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Çàäà÷à 3.1.31
Ïîñêîëüêó ñïåêòð ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì îò êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè, äëÿ ñòàöèîíàðíî-
ãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé KX(τ) = σ2

Xe−α|τ |
èìååì

WX(ω) =

∫ ∞

−∞
KX(τ)e−jωτdτ = σ2

X

∫ ∞

−∞
e−α|τ |e−jωτdτ .

Ðàçáèâàåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà èíòåðâàëû ïîëîæèòåëüíûõ è îò-
ðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé τ è ïðåäñòàâëÿåì |τ | ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì:

WX(ω) = σ2
X

∫ 0

−∞
e(α−jω)τdτ + σ2

X

∫ ∞

0
e−(α+jω)τdτ =

= σ2
X

[
1

(α− jω)
e(α−jω)τ

∣∣∣∣
0

−∞
− 1

(α + jω)
e−(α+jω)τ

∣∣∣∣
+∞

0

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðèâîäÿ äðîáè ê îáùåìó çíàìå-
íàòåëþ, ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìóþ ëîðåíöåâó ôîðìó ñïåêòðà:

WX(ω) =
2σ2

Xα

α2 + ω2 .

Ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà ñïåêòðà åñòü

∆ωýô =
1

WX̃(ω0)

∫ ∞

0
WX̃(ω0)dω =

πσ2
X

WX̃(ω0)
,

ãäå WX̃(ω0) � ñïåêòð ôëóêòóàöèé, ω0 � ÷àñòîòà ñïåêòðàëüíîãî ìàêñè-
ìóìà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄ ðàâíî íóëþ, ïî-
ñêîëüêó ñïåêòð íå ñîäåðæèò δ-ïèêà íà íóëåâîé ÷àñòîòå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïåêòð ôëóêòóàöèé ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ñïåêòðîì, à äèñïåðñèÿ ñî ñðåä-
íèì êâàäðàòîì. Î÷åâèäíî äèñïåðñèÿ ïðîöåññà X(t) åñòü KX(0) = σ2

X . Ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî ω0 = 0, ïîëó÷àåì

∆ωýô =
πα

2
.

Øèðèíà ñïåêòðà íà óðîâíå ïîëîâèííîé ìîùíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∆ω1/2 = ω2 − ω1, ãäå WX̃(ω1,2) =
1

2
WX̃(ω0).

Èç ðàâåíñòâà
2σ2

Xα

α2 + ω2
1,2

=
σ2

X

α

ïîëó÷àåì, ÷òî ω1,2 = ±α. Òàêèì îáðàçîì,
∆ω1/2 = 2α.
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3.2 Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
äåòåðìèíèðîâàííûìè ñèñòåìàìè

3.2.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
Ïóñòü íà âõîä äåòåðìèíèðîâàííîé ïðåîáðàçóþùåé ñèñòåìû (ñèñòåìû

ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè) ïîñòóïàåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t). Êàæäîé
ðåàëèçàöèè x(t) âõîäíîãî ïðîöåññà îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ
ðåàëèçàöèÿ y(t) íà âûõîäå ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ñòàòèñòè-
÷åñêèé àíñàìáëü âûõîäíûõ ðåàëèçàöèé, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ Y (t) íà âûõîäå. Îáû÷íî ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåñ-
ñà X(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè è òðåáóåòñÿ íàéòè íåêîòîðûå ñòà-
òèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà Y (t). Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ
îïåðàòîðà T̂ : X(t) → Y (t) âñå âèäû ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ðàçäåëèòü
íà áåçûíåðöèîííûå (ôóíêöèîíàëüíûå) è èíåðöèîííûå, ëèíåéíûå è íåëè-
íåéíûå, ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå.

Áåçûíåðöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
Áåçûíåðöèîííîå (ôóíêöèîíàëüíîå)ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-

ñà äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìîé ìîæåò áûòü çàäàíî êàê
Y (t) = f [X(t)], (3.41)

ãäå y = f(x) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà, íàçûâàå-
ìàÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïóñòü X(t) � ñêàëÿðíûé âåùåñòâåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Åñëè èç-
âåñòíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pX

n (...) ïðîöåññà X(t) íà âõîäå ïðåîáðà-
çîâàòåëÿ, òî ìîìåíòíûå ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Y (t) íà âûõîäå
ìîæíî íàéòè, óñðåäíÿÿ ïî âõîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Íàïðèìåð:

Ȳ (t) =

∫ ∞

−∞
f(x)pX

1 (x, t)dx,

KY (t1, t2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x1)f(x2)p

X
2 (x1, t1, x2, t2)dx1dx2. (3.42)

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà áåçûíåðöèîííîé ñèñòåìîé. Ìîæíî âûäåëèòü òðè ñëó÷àÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé õàðàêòåðèñòèêè ïðåîáðàçîâàòåëÿ.
1. Õàðàêòåðèñòèêà y = f(x) � âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âûõîäíîãî ïðîöåññà ñâÿçàíà
ñ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè âõîäíîãî ïðîöåññà ñîîòíîøåíèåì

pY
1 (y, t) = pX

1 (g(y), t)

∣∣∣∣
dg(y)

dy

∣∣∣∣ , (3.43)

ãäå x = g(y) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Àíàëîãè÷íî, äëÿ n-ìåðíîé ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè âûõîäíîãî ïðîöåññà èìååì

pY
n (y1, t1, ..., yn, tn) = pX

n (g(y1), t1, ...g(yn), tn)
n∏

i=1

∣∣∣∣
dg(yi)

dyi

∣∣∣∣. (3.44)
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2. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ íåîäíîçíà÷íà: xj = gj(y), j = 1, 2, ...m � íîìåð
âåòâè îáðàòíîé ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

pY
1 (y, t) =

m∑
j=1

pX
1 (gj(y), t)

∣∣∣∣
dgj(y)

dy

∣∣∣∣ (3.45)

è

pY
n (y1, t1, ..., yn, tn) =

m∑

j=1

pX
n (gj(y1), t1, ...gj(yn), tn)

n∏

i=1

∣∣∣∣
dgj(yi)

dyi

∣∣∣∣. (3.46)

3. Õàðàêòåðèñòèêà ïðåîáðàçîâàíèÿ y = f(x) íà íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ
èçìåíåíèÿ x ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âûõîäíîé
ïðîöåññ Y (t) áóäåò ñìåøàííûì (äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûì), ò.å. íåêîòî-
ðûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé Y áóäóò ïðèíèìàòüñÿ ñ êîíå÷íûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè. Ïóñòü, íàïðèìåð, èìååòñÿ îäèí òàêîé èíòåðâàë çíà÷åíèé
x ∈ [a, b], ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîìó çíà÷åíèþ âûõîäíîãî ñèãíàëà y = y0,
à íà äðóãèõ ó÷àñòêàõ ôóíêöèÿ y = f(x) âçàèìíî-îäíîçíà÷íà. Â ýòîì ñëó-
÷àå îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âûõîäíîãî ïðîöåññà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

pY
1 (y, t) = pX

1 (g(y), t)

∣∣∣∣
dg(y)

dy

∣∣∣∣ + P (y0)δ(y − y0), (3.47)

ãäå P (y0) = P{X(t) ∈ [a, b]} � âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ Y (t) = y0.
Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ ñ ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè ôóíê-

öèè, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âûõîäíîãî ïðîöåññà áóäåò ñîäåðæàòü íåñ-
êîëüêî δ-ôóíêöèé. Óñòðîéñòâî, ïðåîáðàçóþùåå íåïðåðûâíîçíà÷íûé ïðî-
öåññ â äèñêðåòíûé, íàçûâàåòñÿ êâàíòîâàòåëåì. Õàðàêòåðèñòèêà êâàí-
òîâàòåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ. Çíà÷åíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå �ñòóïåíüêàì�, åñòü óðîâíè êâàíòîâàíèÿ, à äëèíà ñòóïåíüêè �
øàã êâàíòîâàíèÿ (øàã ìîæåò áûòü êàê ïîñòîÿííûì, òàê è ïåðåìåííûì).

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì
ñîâîêóïíîñòè íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà âõîäå áåçûíåðöèîí-
íîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ â îäèí âûõîäíîé ïðîöåññ. Ïóñòü íà âõîä ïðåîáðà-
çîâàòåëÿ ïîñòóïàþò äâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà X(t) è Y (t), à ïðîöåññ íà
âûõîäå Z(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ âõîäíûõ
ïðîöåññîâ:

Z(t) = f [X(t), Y (t)]. (3.48)

Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pXY
n (x1, y1, t1, ..., xn, yn, tn) ïðîöåññîâ

X(t) è Y (t) ïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé è òðåáóåòñÿ íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-
ñòè âûõîäíîãî ïðîöåññà Z(t). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ
îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè pZ

1 (z, t). Åñëè ôóíêöèÿ x = g(y, z) �
îäíîçíà÷íàÿ, òî

pZ
1 (z, t) =

∫ ∞

−∞
pXY

1 (g(y, z), y, t)

∣∣∣∣
∂g(y, z)

∂z

∣∣∣∣ dy. (3.49)
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Åñëè îäíîìó íàáîðó çíà÷åíèé z è y ñîîòâåòñòâóåò m ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
ïåðåìåííîé x, ò.å. xj = gj(y, z), j = 1, 2, ...m, òîãäà èìååì

pZ
1 (z, t) =

m∑

j=1

∫ ∞

−∞
pXY

1 (gj(y, z), y, t)

∣∣∣∣
∂gj(y, z)

∂z

∣∣∣∣ dy. (3.50)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî, åñëè âõîäíûå ïðîöåññû X(t) è
Y (t) ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî

pXY
1 (x, y, t) = pX

1 (x, t)pY
1 (y, t). (3.51)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ëèíåéíûìè èíåðöèîí-
íûìè ñèñòåìàìè

Ëèíåéíîå èíåðöèîííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ
èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè h(t, θ). Â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ h(t, θ) ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåí-
òîâ. Åñëè íà âõîä ïðåîáðàçîâàòåëÿ ïîñòóïàåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), òî
âûõîäíîé ïðîöåññ Y (t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ñëåäóþùåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî èíòåãðàëà îò ñëó÷àé-
íîé ôóíêöèè:

Y (t) =

∫ t

t0

h(t, θ)X(θ)dθ, (3.52)

ãäå t0 � ìîìåíò âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íà âõîä ñèñòåìû ïîäàåòñÿ
ñèãíàë X(t). Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (äëÿ ñèñòåìû ñ
ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè) h(t, θ) = h(u), u = t− θ. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
h(u) ≡ 0 ïðè u ≥ 0, èìååì

Y (t) =

∫ t−t0

−∞
h(u)X(t− u)du. (3.53)

Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå t0 → −∞

Y (t) =

∫ ∞

−∞
h(u)X(t− u)du. (3.54)

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ îñíîâíûõ ìîìåíòíûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Ȳ (t) =

∫ t

t0

h(t, θ)X̄(θ)dθ; (3.55)

KY (t1, t2) =

∫ t2

t0

∫ t1

t0

h(t1, θ1)h(t2, θ2)KX(θ1, θ2)dθ1dθ2; (3.56)
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ΨY (t1, t2) =

∫ t2

t0

∫ t1

t0

h(t1, θ1)h(t2, θ2)ΨX(θ1, θ2)dθ1dθ2; (3.57)

σ2
Y (t) =

∫ t

t0

∫ t

t0

h(t, θ1)h(t, θ2)ΨX(θ1, θ2)dθ1dθ2. (3.58)

Äëÿ ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå
äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

Ȳ (t) =

∫ ∞

−∞
h(u)X̄(t− u)du; (3.59)

KY (t1, t2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(u)h(v)KX(t1 − u, t2 − v)dudv; (3.60)

ΨY (t1, t2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(u)h(v)ΨX(t1 − u, t2 − v)dudv; (3.61)

σ2
Y (t) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(u)h(v)ΨX(t− u, t− v)dudv. (3.62)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.59) � (3.62) ñëåäóåò, ÷òî åñëè íà âõîä äåòåðìèíèðî-
âàííîé ëèíåéíîé èíåðöèîííîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè ïî-
ñòóïàåò ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, òî ïðîöåññ
íà âûõîäå ñèñòåìû â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå òàêæå áóäåò ñòàöèîíàðíûì
â øèðîêîì ñìûñëå.

Äåòåðìèíèðîâàííîå ñòàöèîíàðíîå ëèíåéíîå èíåðöèîííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è S(jω). Â
ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà âõîäå è âûõîäå ïðåîáðà-
çîâàòåëÿ âûõîäíàÿ è âõîäíàÿ ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ñâÿçà-
íû ñîîòíîøåíèåì

WY (ω) = |S(jω|2WX(ω). (3.63)
Åñëè ëèíåéíîå èíåðöèîííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ äèôôåðåíöè-

àëüíûì îïåðàòîðîì, òî âìåñòî ïðèâåäåííûõ âûøå îáùèõ ñîîòíîøåíèé
äëÿ ìîìåíòíûõ ôóíêöèé âûõîäíîãî ïðîöåññà ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ïðî-
ñòûå. Íàïðèìåð, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Y (t) =
dX(t)

dt
, (3.64)

ãäå âõîäíîé ïðîöåññ X(t) ïîëàãàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêîì ñìûñëå, èìååì

Ȳ (t) =
dX̄(t)

dt
; (3.65)
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KY (t1, t2) =
∂2KX(t1, t2)

∂t1∂t2
; (3.66)

ΨY (t1, t2) =
∂2ΨX(t1, t2)

∂t1∂t2
; (3.67)

σ2
Y (t) =

∂2ΨX(t1, t2)

∂t1∂t2

∣∣∣∣
t1=t2=t

. (3.68)

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî âõîäíîãî ïðîöåññà X(t) ïðîöåññ íà âûõîäå
Y (t) òàêæå áóäåò ñòàöèîíàðíûì, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

Ȳ (t) ≡ 0; (3.69)

KY (τ) = −d2KX(τ)

dτ 2 ; (3.70)

ΨY (τ) = −d2ΨX(τ)

dτ 2 ; (3.71)

σ2
Y = −d2ΨX(τ)

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

≡ const; (3.72)

WY (ω) = ω2WX(ω). (3.73)
Ëèíåéíàÿ ôèëüòðàöèÿ øóìà
Ïóñòü íà íåêîòîðûé äåòåðìèíèðîâàííûé ëèíåéíûé ôèëüòð ñ ïîñòîÿí-

íûìè ïàðàìåòðàìè ïîñòóïàåò ñóììà äâóõ ïðîöåññîâ � ïîëåçíîãî ñèãíàëà
è øóìà. Y (t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íà âûõîäå ôèëüòðà. Ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü äâå çàäà÷è ôèëüòðàöèè: îáíàðóæåíèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà íà ôîíå
øóìà èëè âûäåëåíèå ñèãíàëà èç øóìà è îïòèìèçèðîâàòü ôèëüòð ñîîò-
âåòñòâóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáíàðóæåíèÿ ðåãóëÿðíîãî ñèãíàëà íà ôîíå øóìà.
Ïóñòü íà âõîä ôèëüòðà ïîñòóïàåò ïðîöåññ X(t) = xc(t) + Xø(t), ãäå
xc(t) � äåòåðìèíèðîâàííûé ñèãíàë ñ îãðàíè÷åííîé ýíåðãèåé, à Xø(t) �
âõîäíîé øóì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé íå çàâèñÿùèé îò ñèãíàëà ñòàöèî-
íàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì (X̄ø(t) ≡ 0).
Íà âûõîäå ôèëüòðà ïîëó÷àåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Y (t) = yc(t)+Yø(t), ãäå
yc(t) è Yø(t) � âûõîäíûå ñèãíàë è øóì ñîîòâåòñòâåííî. Çàäà÷à ñîñòîèò
â îòûñêàíèè ôèëüòðà, îïòèìàëüíîãî ïî êðèòåðèþ ïèêîâîãî îòíîøåíèÿ
�ñèãíàë / øóì�, ò.å. òàêîãî, êîòîðûé ìàêñèìèçèðóåò çíà÷åíèå âåëè÷èíû

γ =
yïc (tï)√

σ2
Yø

, (3.74)
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ãäå yïc (tï) � ïèêîâîå çíà÷åíèå ñèãíàëà íà âûõîäå ôèëüòðà; tï � ìîìåíò
âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ïèêîâîìó çíà÷åíèþ; σ2

Yø � äèñïåðñèÿ âûõîä-
íîãî øóìà. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûõîäíîãî ñèãíàëà â ìîìåíò âðåìåíè
tï áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè òàêîé ôàçî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå (Ô×Õ)
ôèëüòðà, êîãäà âñå ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû âûõîäíîãî ñèãíàëà â ìî-
ìåíò tï èìåþò îäíó ôàçó. Â òî æå âðåìÿ Ô×Õ ôèëüòðà íå âëèÿåò íà
äèñïåðñèþ øóìà íà âûõîäå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ
êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ôèëüòðà, îïòèìàëüíîãî ïî êðèòåðèþ ìàêñè-
ìóìà γ:

Sîïò(jω) =
const

WXø(ω)
x∗c(jω)e−jωtï, (3.75)

ãäå WXø(ω) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè âõîäíîãî øóìà; xc(jω) �
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü (ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå) âõîäíîãî ñèãíàëà, çíàê
∗ îçíà÷àåò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ âåëè÷èíó.

Åñëè âõîäíîé øóì Xø(t) ÿâëÿåòñÿ áåëûì, òî WXø(ω) ≡ W0 ≡ const è
êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è îïòèìàëüíîãî ôèëüòðà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ñïåêòðîì âõîäíîãî ñèãíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíûé ôèëüòð íàçû-
âàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì. Êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà
âûðàæàåòñÿ êàê

Sñô(jω) = const · x∗c(jω)e−jωtï. (3.76)
Èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà åñòü

hñô(u) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Sñô(jω)ejωudω = const · xc(tï − u). (3.77)

Äðóãîé âîçìîæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà èç
øóìà. Ïóñòü íà äåòåðìèíèðîâàííûé ëèíåéíûé ôèëüòð ñ ïîñòîÿííûìè
ïàðàìåòðàìè ïîñòóïàåò ñóììà äâóõ ñòàöèîíàðíûõ è ñòàöèîíàðíî ñâÿ-
çàííûõ 2 ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � ïîëåçíîãî ñèãíàëà Xc(t) è øóìà Xø(t).
Âõîäíûå ñèãíàë è øóì â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñè-
ìûìè. Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè ôèëüòðà, îïòèìàëüíîãî ïî êðèòåðèþ
ìèíèìóìà èñêàæåíèé ñèãíàëà, ò.å. òàêîãî, êîòîðûé âîññòàíàâëèâàåò ñèã-
íàë Xc(t) ñ ìèíèìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé. Îïòèìàëüíûé
ôèëüòð äîëæåí ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

σ2
îø =< (Xc(t + T0)− Y (t))2 >, (3.78)

íàçûâàåìóþ ñðåäíèì êâàäðàòîì îøèáêè îöåíêè. Âåëè÷èíà T0 çàäàåò
âðåìåííîé ñäâèã ìåæäó çíà÷åíèåì âûõîäíîãî ïðîöåññà è îöåíèâàåìûì
çíà÷åíèåì ñèãíàëà íà âõîäå. Åñëè T0 < 0, òî ôèëüòð íàçûâàåòñÿ ôèëü-
òðîì ñ çàäåðæêîé. Åñëè T0 > 0, òî ôèëüòð íàçûâàåòñÿ ïðîãíîçèðóþ-
ùèì.

Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà σ2
îø ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, êîòîðîìó äîëæ-

íà óäîâëåòâîðÿòü èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà, îïòèìàëüíîãî ïî
2Èõ ñîâìåñòíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ

(t2 − t1).
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êðèòåðèþ ìèíèìóìà èñêàæåíèé. Ýòî óðàâíåíèå, íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì
Âèíåðà � Õîïôà, èìååò âèä

∫ ∞

−∞
hîïò(u)KX(u− v)du = KXXc

(v + T0), (3.79)

ãäå KX � êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà X(t); KXXc
� âçàèìíàÿ

êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññîâ X(t) è Xñ(t). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Âèíåðà � Õîïôà ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìîìó ôèëüòðó, åñëè
hîïò(u) ≡ 0 ïðè u ≤ 0. Â ýòîì ñëó÷àå íèæíèé ïðåäåë èíòåãðàëà íóæíî
ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ. Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.79) â ýòîì ñëó-
÷àå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âèíåðà �
Õîïôà â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ó èíòåãðàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó òàê íàçûâàåìîãî èäåàëüíîãî âèíåðîâñêîãî
ôèëüòðà hÂÔ(u). Èäåàëüíûé âèíåðîâñêèé ôèëüòð, êàê ïðàâèëî, ôèçè-
÷åñêè íå ðåàëèçóåì, íî îí ïîëåçåí òåì, ÷òî îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî êâàäðàòà îøèáêè îöåíêè σ2

îøÂÔ = infh(u) σ
2
îø,

êîòîðîå çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

σ2
îøÂÔ = KXc

(0)−
∫ ∞

−∞
hÂÔ(u)KXXc

(u + T0)du. (3.80)

Êðîìå òîãî, èäåàëüíûé âèíåðîâñêèé ôèëüòð ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
ïðè ÷èñëåííîé ôèëüòðàöèè.

3.2.2. Çàäà÷è
Çàäà÷à 3.2.1
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâíîìåðíûì îäíîìåðíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì:

pX
1 (x, t) =

{
1, x ∈ [1; 2];
0, x /∈ [1; 2].

Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pY
1 (y, t) ïðîöåññà Y (t) íà âû-

õîäå áåçûíåðöèîííîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ õàðàêòåðèñòèêîé y = ln x.

Çàäà÷à 3.2.2
Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pY

1 (y, t), ñðåäíåå çíà÷åíèå Ȳ (t)
è äèñïåðñèþ σ2

Y ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Y (t) íà âûõîäàõ áåçûíåðöèîííûõ
äåòåêòîðîâ, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.3. Íà âõîä
äåòåêòîðà ïîñòóïàåò ñòàöèîíàðíûé íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t)
ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì X̄(t) ≡ 0 è äèñïåðñèåé σ2

X ≡ 1.

Çàäà÷à 3.2.3
Îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) çàäàíà çà-
êîíîì Êîøè

pX
1 (x, t) =

1

π(1 + x2)
.
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Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà Y (t), åñëè:
à) Y (t) = aX2(t) (a = const > 0);
á) Y (t) = 1−X3(t).

Çàäà÷à 3.2.4
Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pY

1 (y, t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
Y (t) = aX(t) + b, ãäå a, b � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, à
X(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ îäíîìåðíûì ðýëååâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì:

pX
1 (x, t) = x exp

(
−x2

2

)
, x ≥ 0.

Çàäà÷à 3.2.5
Îãèáàþùàÿ A(t) óçêîïîëîñíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íà âõîäå êâàäðà-
òè÷íîãî äåòåêòîðà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ðýëåÿ:

p1(A, t) =
A

σ2 exp

(
− A2

2σ2

)
, A ≥ 0.

Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàïðÿæåíèÿ U(t) íà âûõîäå
äåòåêòîðà, åñëè

U(t) =
1

2
αA2(t), α = const > 0.

Çàäà÷à 3.2.6
Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pX

1 (x, t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t) = a cos (ω0t + φ),
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ãäå a è ω0 � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû; φ � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå [−π, π].

Çàäà÷à 3.2.7
Íàéòè îäíîìåðíóþ è äâóìåðíóþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà

Y (t) = e−t|X|,
ãäå X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå
[−1, 1].

Çàäà÷à 3.2.8
Íà äâóõóðîâíåâûé êâàíòîâàòåëü ñ õàðàêòåðèñòèêîé

y = Asgn(x), A = const > 0

âîçäåéñòâóåò ñòàöèîíàðíûé íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ñî ñðåä-
íèì çíà÷åíèåì X̄ = 0 è äèñïåðñèåé σ2

X . Çàïèñàòü îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Y (t) íà âûõîäå êâàíòîâàòåëÿ è îïðå-
äåëèòü ñðåäíèé êâàäðàò îøèáêè êâàíòîâàíèÿ

ε2 =< (Y (t)−X(t))2 > .

Çàäà÷à 3.2.9
Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåð-
ñèþ íàïðÿæåíèÿ Y (t) íà âûõîäå èäåàëüíîãî îãðàíè÷èòåëÿ ñ õàðàêòåðè-
ñòèêîé

y =

{
x, x ≥ a,
0, x < a, a = const > 0.

Íà âõîä îãðàíè÷èòåëÿ ïîäàåòñÿ ñëó÷àéíîå íàïðÿæåíèå X(t) ñ îäíîìåð-
íîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè

pX
1 (x, t) = x exp

(
−x2

2

)
, x ≥ 0.

Çàäà÷à 3.2.10
Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) èìååò âèä

pX
2 (x1, t1, x2, t2) =

1

2π
exp

[
−1

2
(x2

1 + x2
2)

] (
1 + x1x2e

−α|t2−t1|
)

, α > 0.

Íàéòè äâóìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pY
2 ïðîöåññà Y (t) íà âûõîäå

ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ õàðàêòåðèñòèêîé
y = ax + b,

ãäå a è b � âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
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Çàäà÷à 3.2.11
Äàíû îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ X(t)
è Y (t) íà âõîäå è âûõîäå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ:

pX
1 (x) = 1, x ∈ [0, 1];

pY
1 (y) =

y

σ2 exp

(
− y2

2σ2

)
, y ≥ 0.

Íàéòè âèä íåëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêè ïðåîáðàçîâàòåëÿ y = f(x).

Çàäà÷à 3.2.12
Äàíû îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ X(t)
è Y (t) íà âõîäå è âûõîäå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ:

pX
1 (x) = ae−ax, x ≥ 0, a > 0;

pY
1 (y) =

1

2
, y ∈ [−1, 1].

Íàéòè âèä íåëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêè ïðåîáðàçîâàòåëÿ y = f(x).

Çàäà÷à 3.2.13
X(t) è Y (t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðî-
öåññû, îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ èìåþò âèä

pX
1 (x) =

1

2
e−x/2, x ≥ 0;

pY
1 (y) =

1

3
e−y/3, y ≥ 0.

Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pZ
1 (z, t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

Z(t) = X(t) + Y (t).

Çàäà÷à 3.2.14
Âû÷èñëèòü îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
Z(t) = X(t) · Y (t), ãäå X(t) è Y (t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñòàöè-
îíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîòî-
ðûõ èìåþò âèä

pX
1 (x) =

1

2
, x ∈ [−1, 1];

pY
1 (y) = 2, y ∈ [0.5, 1].

Çàäà÷à 3.2.15
X(t) è Y (t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðî-
öåññû, îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ èìåþò âèä

pX
1 (x) = 1, x ∈ [0, 1];

pY
1 (y) =

{
y, y ∈ [0, 1],
2− y, y ∈ (1, 2],
0, y /∈ [0, 2].
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Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
Z(t) = X(t) + Y (t).

Çàäà÷à 3.2.16
Âû÷èñëèòü îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t) = α(t) cos (ω0t + φ(t)), ãäå ω0 = const, α(t) è φ(t) � ñòàòèñòè÷åñêè
íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ èìåþò âèä

pα
1 (α) =

α

σ2
α

exp

(
− α2

2σ2
α

)
, α ≥ 0;

pφ
1(φ) =

1

2π
, φ ∈ [−π, π].

Çàäà÷à 3.2.17
Âû÷èñëèòü îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t) = cos [φ1(t)− φ2(t)], ãäå φ1(t) è φ2(t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå
ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
êîòîðûõ èìåþò âèä

pφ1

1 (φ1) =
1

2π
, φ1 ∈ [−π, π];

pφ2

1 (φ2) =
1

2π
, φ2 ∈ [−π, π].

Çàäà÷à 3.2.18
Íàéòè îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
Z(t) = X(t) · Y (t), ãäå X(t) è Y (t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñòàöè-
îíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîòî-
ðûõ èìåþò âèä

pX
1 (x) =

1√
2π

exp

(
−x2

2

)
;

pY
1 (y) = y exp

(
−y2

2

)
, y ≥ 0.

Çàäà÷à 3.2.19
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) èìååò ãàóññîâî îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî
ñðåäíèì çíà÷åíèåì X̄(t) ≡ a = const è äèñïåðñèåé σ2

X = const, à ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ Y (t) èìååò ðàâíîìåðíîå îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåð-
âàëå [a; b]. X(t) è Y (t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Íàéòè îäíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå pZ

1 (z, t) ïðîöåññà Z(t) = X(t) + Y (t). Îòâåò âûðàçèòü ÷å-
ðåç èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé.

Çàäà÷à 3.2.20
Ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé
KX(τ) = σ2

X exp (−α|τ |), τ = t2 − t1, α > 0, âîçäåéñòâóåò íà ôèëüòð
íèæíèõ ÷àñòîò, àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî èçîáðà-
æåíà íà ðèñ. 3.4. Íàéòè äèñïåðñèþ σ2

Y âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ Y (t) â
óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.
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|S(j   )|ω

ω ω0−ω

1

00
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Çàäà÷à 3.2.21
Íà âõîä RC-öåïî÷êè (ðèñ. 3.5) ïîñòóïàåò îãðàíè÷åííûé ïî ÷àñòîòå øóì

WX(ω) = W0 = const, åñëè |ω| ≤ ω1 è WX(ω) ≡ 0, åñëè |ω| > ω1.

Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè è äèñïåðñèþ øóìà Y (t) íà
âûõîäå öåïî÷êè â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.

R

C

X(t) Y(t)

Ðèñ. 3.5

Çàäà÷à 3.2.22
Íà âõîä RC-öåïî÷êè (ðèñ. 3.6) ïîñòóïàåò ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ X(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé KX(τ) = exp(−α|τ |), τ = t2 − t1.
Íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ïðîöåññà Y (t) íà âûõîäå öå-
ïî÷êè â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.

X(t) Y(t)

R

C

Ðèñ. 3.6

Çàäà÷à 3.2.23
Íà âõîä RL-öåïî÷êè (ðèñ. 3.7) ïîñòóïàåò ñòàöèîíàðíûé áåëûé øóì X(t)
ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè W0 = const. Íàéòè äèñïåðñèþ
ïðîöåññà Y (t) íà âûõîäå â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.
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X(t) Y(t)

L

R

Ðèñ. 3.7

Çàäà÷à 3.2.24
Íà âõîä RL-öåïî÷êè (ðèñ. 3.7) ïîñòóïàåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

X(t) = a cos (ω0t + φ),

ãäå a è ω � êîíñòàíòû; φ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííàÿ â èíòåðâàëå [−π; π]. Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà
Y (t) íà âûõîäå öåïî÷êè â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.

Çàäà÷à 3.2.25
Íà âõîä öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3.8, ïîñòóïàåò ñòàöèîíàðíûé áåëûé
øóì X(t) ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè W0 = const. Íàéòè
ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåñ-
ñà Y (t) íà âûõîäå öåïè â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.

1R Y(t)

RL

X(t)

2

Ðèñ. 3.8

Çàäà÷à 3.2.26
Íà âõîä ñõåìû, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3.9, äåéñòâóåò ôëóêòóàöèîííîå
íàïðÿæåíèå X(t), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñòàöèîíàðíûé áåëûé øóì ñî
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè W0. Íàéòè ñïåêòð è êîððåëÿöèîí-
íóþ ôóíêöèþ âûõîäíîãî ïðîöåññà Y (t) â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.

Çàäà÷à 3.2.27
Íà âõîä öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3.10, âîçäåéñòâóåò ñòàöèîíàðíûé áå-
ëûé øóì X(t) ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè W0. Íàéòè ñïåêòð
è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà Y (t) íà âûõîäå öåïè â óñòàíîâèâ-
øåìñÿ ðåæèìå.
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Çàäà÷à 3.2.28
Íà âõîä äèôôåðåíöèðóþùåãî óñòðîéñòâà ïîñòóïàåò ñòàöèîíàðíûé ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

ΨX(τ) = σ2
Xe−ατ2

, α > 0, τ = t2 − t1.

Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ è ñïåêòð ñèãíàëà

Y (t) =
dX(t)

dt

íà âûõîäå äèôôåðåíöèðóþùåãî óñòðîéñòâà.

Çàäà÷à 3.2.29
Îïðåäåëèòü äèñïåðñèþ ïðîèçâîäíîé ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
X(t), åñëè åãî ñïåêòð èìååò âèä

WX(ω) =
a2

(γ2 + ω2)2 .

Çàäà÷à 3.2.30
Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà

Y (t) = X(t) +
dX(t)

dt
,

åñëè X(t) � ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíê-
öèåé

ΨX(τ) = e−ατ2

, α > 0, τ = t2 − t1.
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Çàäà÷à 3.2.31
Îïðåäåëèòü âçàèìíûå ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòè WXY (ω) è
WY X(ω) ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ X(t) è Y (t) = dX(t)/dt,
åñëè èçâåñòíà êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t):

KX(τ) = e−ατ2

, α > 0, τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.2.32
Îïðåäåëèòü âçàèìíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ΨY Z(t1, t2) ïðîöåññîâ

Y (t) = AX(t) + B
dX(t)

dt
,

Z(t) = C
dX(t)

dt
+ D

d2X(t)

dt2
,

ãäå A,B, C,D � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû; X(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

ΨX(τ) = σ2
Xe−α|τ |, α > 0, τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.2.33
Íà âõîä èíòåãðèðóþùåãî óñòðîéñòâà âîçäåéñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ X(t) ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

ΨX(τ) = σ2
Xe−α|τ |, α > 0, τ = t2 − t1.

Îïðåäåëèòü äèñïåðñèþ σ2
Y ïðîöåññà

Y (t) =

∫ t

0
X(θ)dθ.

Çàäà÷à 3.2.34
Íà RC- öåïî÷êó ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé

h(u) =
1

RC
e−u/RC , u ≥ 0

ïîñòóïàåò ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì
X̄ = x0 è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

ΨX(τ) = e−α|τ |, α > 0, τ = t2 − t1.

Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå, äèñïåðñèþ è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåñ-
ñà Y (t) íà âûõîäå RC- öåïî÷êè â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.

Çàäà÷à 3.2.35
Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïðîèçâîäèò ñòàöèîíàðíóþ ñëó÷àéíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Áåðíóëëè X(n). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X â êàæäûé ìîìåíò
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âðåìåíè n èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå [−0.5; 0.5]. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Y (n) çàäàåòñÿ êàê Y (n) = X(n) + X(n + 1). Íàéòè:
à) êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ΨY (n1, n2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y (n), ãäå
n1 è n2 � äâà ìîìåíòà âðåìåíè;
á) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé Y â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
pY

1 (y, n).

Çàäà÷à 3.2.36
Íà âõîä ëèíåéíîãî ôèëüòðà ïîñòóïàåò ñóììà äåòåðìèíèðîâàííîãî ñèã-
íàëà xc(t) è íåçàâèñèìîãî îò ñèãíàëà ñòàöèîíàðíîãî áåëîãî øóìà Xø(t).
Ñèãíàë èìååò ôîðìó ýêñïîíåíöèàëüíîãî âèäåîèìïóëüñà:

xc(t) = EeE(t−T ), t ≤ T, E > 0, è xc(t) ≡ 0, t > T.

Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ôèëüòðà, ìàêñèìèçèðóþùåãî îòíî-
øåíèå �ñèãíàë/øóì� íà âûõîäå ôèëüòðà â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè
tï = T .

Çàäà÷à 3.2.37
Çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ñîãëàñîâàííîãî ôèëü-
òðà Sñô(jω), åñëè ôîðìà âõîäíîãî ñèãíàëà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

xc(t) =

{
eαt cos ω0t, t ≤ tï,
0, t > tï, α > 0.

Ïèêîâîå çíà÷åíèå ñèãíàëà íà âûõîäå ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó âðåìåíè tï.

Çàäà÷à 3.2.38
Ôîðìà ñèãíàëà, ïîñòóïàþùåãî íà âõîä ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà, ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñ. 3.11. Íàéòè: à) êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ñîãëàñîâàííîãî
ôèëüòðà Sñô(jω); á) èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñîãëàñîâàííîãî ôèëü-
òðà hñô(u); â) ôîðìó âûõîäíîãî ñèãíàëà yc. Ñ÷èòàòü, ÷òî ìîìåíò äîñòè-
æåíèÿ âûõîäíûì ñèãíàëîì ïèêîâîãî çíà÷åíèÿ åñòü tï > T .

cx (t)

T0 t

a

Ðèñ. 3.11

Çàäà÷à 3.2.39
Íà âõîä èíòåãðèðóþùåé RC- öåïî÷êè ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé

h(u) =
1

RC
exp

(
− u

RC

)
, u ≥ 0
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ïîñòóïàåò ñóììà äåòåðìèíèðîâàííîãî ñèãíàëà xc(t) è íåçàâèñèìîãî îò
ñèãíàëà ñòàöèîíàðíîãî áåëîãî øóìà Xø(t) ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ
ìîùíîñòè W0. Ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé âèäåîèìïóëüñ:

xc(t) =

{
E > 0, t ∈ [0, T ],
0, t /∈ [0, T ].

Íàéòè ñîîòíîøåíèå äëÿ õàðàêòåðíîãî âðåìåíè ôèëüòðà τô = RC, ìàê-
ñèìèçèðóþùåãî âåëè÷èíó

γ =
yïc√
σ2

Yø

,

ãäå yïc � ïèêîâîå çíà÷åíèå âûõîäíîãî ñèãíàëà; σ2
Yø � äèñïåðñèÿ âûõîäíîãî

øóìà.

Çàäà÷à 3.2.40
Íà âõîä èäåàëüíîãî âèíåðîâñêîãî ôèëüòðà áåç ñäâèãà âî âðåìåíè
(T0 = 0) ïîäàåòñÿ ñóììà ñòàöèîíàðíûõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ Xc(t) è Xø(t). Ïðîöåññ Xø(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áå-
ëûé øóì ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè W0. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü ìîùíîñòè ïîëåçíîãî ñèãíàëà Xc(t) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.12. Íàéòè:
à) êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è èäåàëüíîãî âèíåðîâñêîãî ôèëüòðà SÂÔ(jω);
á) ñðåäíèé êâàäðàò îøèáêè ôèëüòðàöèè σ2

îø.

Xc
W   (  )ω

W1

ω02
ω

1
ω

1
ω

2
ω

Ðèñ. 3.12

Çàäà÷à 3.2.41
Íà âõîä èäåàëüíîãî âèíåðîâñêîãî ôèëüòðà ñ çàäåðæêîé (T0 = −Θ) ïî-
äàåòñÿ ñóììà ñòàöèîíàðíûõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ Xc(t) è Xø(t), ãäå Xø(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåëûé øóì ñî ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè W0, à Xc(t) � ïîëåçíûé ñèãíàë ñ ëîðåí-
öåâîé ôîðìîé ñïåêòðà:

WXc
=

2ασ2
Xc

α2 + ω2 , α > 0.

Íàéòè èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó èäåàëüíîãî âèíåðîâñêîãî ôèëüòðà
hâô(u).
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Çàäà÷à 3.2.42
Íà âõîä îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçèðóþùåãî ôèëüòðà, ìèíèìèçèðóþùåãî
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó

σ2
îø =< (Y (t)−Xc(t + T0))

2 >,

âîçäåéñòâóåò ñóììà íåçàâèñèìûõ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ:
ñèãíàëà Xc(t) è øóìà Xø(t). Èçâåñòíà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíî-
ñòè âõîäíîãî ñèãíàëà WXc

(ω) è âçàèìíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîù-
íîñòè ñèãíàëà è øóìà WXcXø(ω). Îïðåäåëèòü âçàèìíóþ ñïåêòðàëüíóþ
ïëîòíîñòü ìîùíîñòè WXY (ω) ïðîöåññà X(t) = Xc(t) + Xø(t) íà âõîäå è
ïðîöåññà Y (t) íà âûõîäå ôèëüòðà.

Çàäà÷à 3.2.43
Íà âõîä RC-ôèëüòðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3.13, âîçäåéñòâóåò ñóììà
íåçàâèñèìûõ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: ñèãíàëà Xc(t) è øóìà
Xø(t). Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñèãíàëà åñòü

WXc
(ω) =

A2

α2 + ω2 ,

à øóì ÿâëÿåòñÿ áåëûì è õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ
ìîùíîñòè W0. Íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé âðåìåíè
ôèëüòðà τô = RC, ìèíèìèçèðóþùåå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó
σ2
îø =< (Y (t)−Xc(t))

2 >.

X(t) Y(t)

R

C

Ðèñ. 3.13

3.2.3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷
Çàäà÷à 3.2.6
Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû φ:
x = f(φ, t). Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå φ = g(x, t) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íûì. Îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ x ñîîòâåòñòâóþò äâà çíà÷åíèÿ φ â
èíòåðâàëå [−π, π]:

φ1,2 = ± arccos
(x

a

)
− ω0t.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû φ èçâåñòíî: pφ(φ) = 1
2π , φ ∈ [−π, π].

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì, àíàëîãè÷íûì (3.45), ïîëó÷àåì
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pX
1 (x, t) =

1

2π

∣∣∣∣
∂φ1

∂x

∣∣∣∣ +
1

2π

∣∣∣∣
∂φ2

∂x

∣∣∣∣ =
1

π
√

a2 − x2
, x ∈ [−a, a].

Çàäà÷à 3.2.14
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.49),
ó÷òÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü è ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññîâ X(t) è
Y (t). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ z = f(x, y) = xy, ñîîòâåòñòâåííî
x = g(y, z) = z

y . Òîãäà (3.49) ïðèíèìàåò âèä

pZ
1 (z) =

∫ ∞

−∞
pX

1 (g(y, z))pY
1 (y)

dy

|y| =

∫ ymax

ymin

dy

|y| .

Íóæíî îïðåäåëèòü ïðåäåëû ymin è ymax, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå
ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè pX

1 (g(y, z))pY
1 (y) îòëè÷íî îò íóëÿ (â äàííîì ñëó-

÷àå îíî ðàâíî åäèíèöå). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x ∈ [−1, 1] è y ∈ [0.5, 1], ïðèõî-
äèì ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:

y ≥ |z| è 0.5 ≤ y ≤ 1.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé z ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ
îòíîñèòåëüíî y:

y ∈ [0.5, 1] ïðè |z| ≤ 0.5;

y ∈ [|z|, 1] ïðè 0.5 ≤ |z| ≤ 1.

Ïðè âñåõ äðóãèõ z íåðàâåíñòâà íå ñîâìåñòíû.
Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ è íàõîäÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà,

ïîëó÷àåì

pZ
1 (z) =





ln2, |z| ≤ 0.5,
1
|z| , 0.5 ≤ |z| ≤ 1,

0, |z| > 1.

Çàäà÷à 3.2.21
Ñïåêòðû ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ íà âõîäå è âûõîäå ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàòåëÿ ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (3.63):
WY (ω) = |S(jω)|2WX(ω), ãäå S(jω) � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è. Äëÿ
RC-öåïî÷êè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3.5,

S(jω) =
R

R + 1
jω

=
jω

jω + α
,



156 ×àñòü 3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèîôèçèêà

ãäå α = 1
RC . Òàêèì îáðàçîì, â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå, êîãäà âûõîäíîé

ïðîöåññ Y (t) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ïîëó÷àåì

WY (ω) =

{
W0ω

2

ω2+α2 , |ω| ≤ ω1,
0, |ω| > ω1.

Ïîñêîëüêó íà ÷àñòîòå ω = 0 çíà÷åíèå WY êîíå÷íî (îòñóòñòâóåò
δ-ïèê), òî ñðåäíåå çíà÷åíèå âûõîäíîãî ïðîöåññà äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ,
à äèñïåðñèÿ ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì êâàäðàòîì. Çíàÿ ñïåêòð, ëåãêî íàéòè
ñðåäíèé êâàäðàò âûõîäíîãî ïðîöåññà:

σ2
Y = < Y 2(t) >=

1

2π

∫ ∞

−∞
WY (ω)dω =

1

2π

∫ ω1

−ω1

W0ω
2

ω2 + α2dω =

=
W0

π

(
ω1 − α arctg

ω1

α

)
, α =

1

RC
.
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3.3 Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è ñòîõàñòè÷åñêèå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

3.3.1. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) n-ìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-

ñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
pn(x1, t1, x2, t2, ...xn, tn) =

(3.81)
= pn−1(x1, t1, x2, t2, ...xn−1, tn−1) · v(xn, tn/xn−1, tn−1, ...x1, t1),

ãäå v(xn, tn/xn−1, tn−1, ...x1, t1) � óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, ó÷èòû-
âàþùàÿ n− 1 ïðåäøåñòâóþùåå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà. Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè � íåîòðèöàòåëüíà è íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó:

∫ ∞

−∞
v(xn, tn/xn−1, tn−1, ...x1, t1)dxn ≡ 1. (3.82)

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), äëÿ êîòîðîãî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-
ñòè çàâèñèò òîëüêî îò îäíîãî óñëîâèÿ, ò.å.

v(xn, tn/xn−1, tn−1, ...x1, t1) = v(xn, tn/xn−1, tn−1), (3.83)
íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì (ïðîñòåéøèì ìàðêîâñêèì) ñëó÷àéíûì ïðî-
öåññîì3. Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ
ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ïðåäøåñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ
â ïîñëåäóþùåå. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè
v(x2, t2/x1, t1) = v(x2, τ/x1), ãäå τ = t2 − t1.

Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. Åñëè òî÷íî èçâåñòíî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t1, òî ëþáîå
ñîñòîÿíèå â ìîìåíò t2 > t1 íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â ìîìåíòû
âðåìåíè t < t1 (ò.å. îò ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà).
2. Äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà X(t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

pn(x1, t1, x2, t2, ...xn, tn) = p1(x1, t1)
n∏

i=2

v(xi, ti/xi−1, ti−1) (3.84)

è, ñëåäîâàòåëüíî, îí ïîëíîñòüþ çàäàí, åñëè èçâåñòíû ôóíêöèè p1(x, t) è
v(x2, t2/x1, t1).
3. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ îäíîìåðíîé
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè âî âðåìåíè:

p1(x, t) =

∫ ∞

−∞
v(x, t/x0, t0)p1(x0, t0)dx0. (3.85)

3Åñëè óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè çàâèñèò îò k ïðåäøåñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé,
òî ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ k-ñâÿçàííûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.
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Äëÿ ëþáîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà
ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè â òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè t1 <t2 <t3
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

v(x3, t3/x1, t1) =

∫ ∞

−∞
v(x2, t2/x1, t1)v(x3, t3/x2, t2)dx2, (3.86)

íàçûâàåìîìó óðàâíåíèåì ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà, óðàâíåíèåì Ñìîëó-
õîâñêîãî èëè îáîáùåííûì óðàâíåíèåì Ìàðêîâà.

Â çàâèñèìîñòè îò äèñêðåòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâà ñîñòî-
ÿíèé è ìíîæåñòâà ìîìåíòîâ âðåìåíè ðàçëè÷àþò äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ìàðêîâñêèå öåïè), íåïðåðûâíûå ìàðêîâñêèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è íåïðåðûâíîçíà÷íûå
ìàðêîâñêèå ïðîöåññû.

Ìàðêîâñêèå öåïè
Äèñêðåòíóþ ìàðêîâñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþò ìàðêîâñêîé

öåïüþ (ÌÖ). Ïóñòü X(i) � ìàðêîâñêàÿ öåïü ñî çíà÷åíèÿìè xm, ãäå i �
äèñêðåòíîå âðåìÿ; m � íîìåð ñîñòîÿíèÿ. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèé xm ìîæåò áûòü êîíå÷íûì (m = 1, 2, 3, ..., M < ∞) èëè ñ÷åòíûì
(m = 0,±1,±2,±3, ..., ±∞). Ìàðêîâñêóþ öåïü ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
ñîñòîÿíèé íàçûâàþò êîíå÷íîé ÌÖ. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Pm(i) � âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ xm â ìîìåíò âðåìåíè i; P (m1, i1, ..., mk, in)
� ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ çíà÷åíèé xm1

, ..., xmn
â ìîìåíòû

âðåìåíè i1, ..., in ñîîòâåòñòâåííî; Π(mn, in/mn−1, in−1,mn−2, in−2...) � óñëîâ-
íàÿ âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ xmn

â ìîìåíò âðåìåíè in ïðè óñëîâèè, ÷òî â
ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè in−1, in−2, ... ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé
ïðèíèìàëèñü çíà÷åíèÿ xmn−1

, xmn−2
, ... ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïðîñòîé ÌÖ

óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü çàâèñèò òîëüêî îò îäíîãî óñëîâèÿ, ò.å.
Π(mn, in/mn−1, in−1,mn−2, in−2...) = Π(mn, in/mn−1, in−1). (3.87)

Â ýòîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ
xmn−1

â ìîìåíò âðåìåíè in−1 â ñîñòîÿíèå xmn
â ìîìåíò âðåìåíè in. Áó-

äåì îáîçíà÷àòü Π(mn, in/mn−1, in−1) êàê Πmn−1mn
(in−1, in). Äàëåå áóäåì

ãîâîðèòü î ìàðêîâñêèõ öåïÿõ, ïîäðàçóìåâàÿ ïðîñòûå ÌÖ.
Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ÌÖ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Πm1m2
(i1, i2) ≥ 0;

∑
m2

Πm1m2
(i1, i2) = 1; Πm1m2

(i1, i1) = δm1m2
, (3.88)

ãäå δm1m2
� ñèìâîë Êðîíåêêåðà. Äëÿ ÌÖ ðàâåíñòâî (3.84) ïðåâðàùàåòñÿ

â ðàâåíñòâî

P (m1, i1, ..., mk, in) = Pm1
(i1)

n∏

k=2

Πmk−1mk
(ik−1ik). (3.89)

Âûðàæåíèå (3.85) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

Pm(i) =
∑
m0

Πm0m(i0, i)Pm0
(i0). (3.90)
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Óðàâíåíèå ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà äëÿ ÌÖ ïðèíèìàåò âèä

Πm1m3
(i1, i3) =

∑
m2

Πm1m2
(i1, i2)Πm2m3

(i2, i3) (3.91)

è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ìàðêîâà.
Êîíå÷íàÿ ÌÖ ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé M çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè-

÷åñêîé ìàòðèöû

Π̂(i1, i2) =

[
Π11(i1, i2) Π12(i1, i2) ...Π1M(i1, i2)

..................................................
ΠM1(i1, i2) ΠM2(i1, i2) ...ΠMM(i1, i2)

]
.

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå Ìàðêîâà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ìàòðè÷íîì âèäå
êàê

Π̂(i1, i3) = Π̂(i1, i2)Π̂(i2, i3). (3.92)

Îáîçíà÷èì çà P̂ (i) âåêòîð-ñòðîêó, ñîñòàâëåííóþ èç âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé â ìîìåíò âðåìåíè i:

P̂ (i) = (P1(i), P2(i), ..., PM(i)), (3.93)
òîãäà ðàâåíñòâî (3.89) ïðèíèìàåò âèä

P̂ (i) = P̂ (i0)Π̂(i0, i). (3.94)
Äëÿ îäíîðîäíîé ÌÖ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçíî-

ñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïîýòîìó êîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ
ÌÖ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû îäíîøàãîâûõ ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé Π̂1, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ
ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè çà îäèí øàã ïî âðåìåíè:

Π̂1 =

[
Π11(1) Π12(1) ...Π1M(1)

..................................
ΠM1(1) ΠM2(1) ...ΠMM(1)

]
.

Òåïåðü âìåñòî (3.94) ìîæíî çàïèñàòü

P̂ (i) = P̂ (i0)Π̂
i
1, (3.95)

ãäå Π̂i
1 = Π̂1 · Π̂1 · ... · Π̂1 (i ðàç).

Îäíà èç âàæíûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ â òåîðèè ìàðêîâñêèõ öåïåé, ñîñòîèò
â èññëåäîâàíèè ïðåäåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ (ôèíàëüíûõ) âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé P ñò

m = limi→∞ Pm(i). Äëÿ ïðîñòîé êîíå÷íîé îäíîðîäíîé ÌÖ
ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P ñò

m , m = 1, 2, 3, ... ñóùåñòâóåò
è íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Pm(i0). Âåêòîð ñòàöèîíàðíûõ
âåðîÿòíîñòåé P̂ ñò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

P̂ ñò = P̂ ñòΠ̂1. (3.96)
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî çàïèñàòü ñëåäó-
þùóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

P ñò
m =

∑
m0

P ñò
m0

Πm0m,
∑
m

P ñò
m = 1, m = 1, 2, 3, ..., M. (3.97)

Äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû
Ïóñòü òåïåðü X(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

è äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé. Ìíîæåñòâî
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé xm (ñîñòîÿíèé ñèñòåìû) ìîæåò áûòü êîíå÷íûì
(m = 1, 2, 3, ..., M < ∞) èëè ñ÷åòíûì (m = 0,±1,±2,±3, ...,±∞). Ââå-
äåì îáîçíà÷åíèÿ: Pm(t) � âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ xm â ìîìåíò âðåìåíè
t; Πm1m2

(t1, t2) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ xm1
â ìî-

ìåíò âðåìåíè t1 â ñîñòîÿíèå xm2
â ìîìåíò âðåìåíè t2. Äëÿ ñîñòîÿíèé â

òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòà âðåìåíè t1 < t2 < t3 ñïðàâåäëèâî óðàâ-
íåíèå ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà:

Πm1m3
(t1, t3) =

∑
m2

Πm1m2
(t1, t2)Πm2m3

(t2, t3). (3.98)

Äëÿ äèñêðåòíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ìîæíî ââåñòè âåðîÿòíîñòè ïå-
ðåõîäîâ am1m(t) â åäèíèöó âðåìåíè:

Πm1m(t, t + dt) = am1m(t)dt, m 6= m1,

Πmm(t, t + dt) = 1 + amm(t)dt, (3.99)
am1m1

(t) = −
∑

m 6=m1

am1m(t).

Èñõîäÿ èç (3.98) è (3.99) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ýâîëþ-
öèè âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ xm âî âðåìåíè:

dPm(t)

dt
=

∑
m1

Pm1
(t)am1m(t), (3.100)

íàçûâàåìîå óïðàâëÿþùèì óðàâíåíèåì. Óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíî â íåñêîëüêî èíîì âèäå:

dPm(t)

dt
=

∑
m1

[am1m(t)Pm1
(t)− amm1

(t)Pm(t)] . (3.101)

Â òàêîé ôîðìå çàïèñè âèäåí áàëàíñíûé õàðàêòåð óðàâíåíèÿ. Ïðè çà-
äàííûõ am1m(t) ñèñòåìà óïðàâëÿþùèõ óðàâíåíèé (3.100) èëè (3.101)
(m = 1, 2, 3, ...M), äîïîëíåííàÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè, ïîçâîëÿåò ïðè
çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ îïðåäåëèòü ýâîëþöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé âî âðåìåíè. Åñëè ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé, òî åãî ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

M∑
m1=1

P ñò
m1

am1m = 0, m = 1, 2, ...M,

M∑
m=1

P ñò
m = 1. (3.102)
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Äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíû ïåðåõîäû
òîëüêî ìåæäó ñîñåäíèìè ñîñòîÿíèÿìè (ò.å. ñîñòîÿíèÿìè, íîìåðà êîòîðûõ
îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó), íàçûâàþòñÿ îäíîøàãîâûìè ïðîöåññàìè, ïðîöåñ-
ñàìè ãåíåðàöèè-ðåêîìáèíàöèè èëè ïðîöåññàìè �ðîæäåíèÿ-ãèáåëè�. Ââå-
äåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
1) am+1 m(t) = rm+1(t) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà (�ðåêîìáèíàöèè�) èç ñî-
ñòîÿíèÿ ñ íîìåðîì m + 1 â ñîñòîÿíèå ñ íîìåðîì m â åäèíèöó âðåìåíè;
2) am−1 m(t) = gm−1(t) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà (�ãåíåðàöèè�) èç ñîñòîÿ-
íèÿ ñ íîìåðîì m− 1 â ñîñòîÿíèå ñ íîìåðîì m â åäèíèöó âðåìåíè.
Ïåðåõîäû â ñîñòîÿíèå ñ íîìåðîì m èç ñîñòîÿíèé ñ íîìåðàìè m1 > m+1
èëè m1 < m − 1 íåâîçìîæíû. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ amm(t) ïîëó÷àåì:
amm(t) = −(rm(t) + gm(t)). Óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ îäíîøàãîâîãî
ïðîöåññà ïðèíèìàåò âèä

dPm(t)

dt
= rm+1(t)Pm+1(t) + gm−1(t)Pm−1(t)−
− (rm(t) + gm(t))Pm(t). (3.103)

Åñëè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ îäèíàêîâû äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé è íå çàâè-
ñÿò îò âðåìåíè, ò.å. rm(t) ≡ r = const è gm(t) ≡ g = const, òî äèñêðåò-
íûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè (ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì) 4. Â ýòîì ñëó÷àå óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå çàïè-
ñûâàåòñÿ êàê:

dPm(t)

dt
= rPm+1(t) + gPm−1(t)− (r + g)Pm(t). (3.104)

Íåîãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ r = 0, íàçûâàþòñÿ
ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì. Äëÿ íåãî

dPm(t)

dt
= g (Pm−1(t)− Pm(t)) , m = 1, 2, 3, ...∞. (3.105)

Âûäåëÿþò òàêæå ñëó÷àéíûé äâîè÷íûé (òåëåãðàôíûé) ñèãíàë, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèé ñîáîé ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè x1 è x2. Ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óïðàâëÿþùèõ óðàâíåíèé åñòü

dP1(t)

dt
= rP2(t)− gP1(t),

dP2(t)

dt
= gP1(t)− rP2(t). (3.106)

Äèôôóçèîííûå ìàðêîâñêèå ïðîöåññû
Ñðåäè íåïðåðûâíîçíà÷íûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ âûäåëÿþò êëàññ äèô-

ôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. Ñêàëÿðíûé âåùåñòâåííûé íåïðåðûâíîçíà÷íûé ìàð-
êîâñêèé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ äèôôóçèîííûì, åñëè ñóùåñòâóþò ñëå-
äóþùèå îãðàíè÷åííûå ïðåäåëû:

lim
∆t→0

1

∆t

∫ ∞

−∞
(x′ − x)v(x′, t + ∆t/x, t)dx′ = A(x, t); (3.107)

4Ìîæíî òàêæå âûäåëèòü ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè.
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lim
∆t→0

1

∆t

∫ ∞

−∞
(x′ − x)2v(x′, t + ∆t/x, t)dx′ = 2B(x, t) 6= 0; (3.108)

lim
∆t→0

1

∆t

∫ ∞

−∞
(x′ − x)kv(x′, t + ∆t/x, t)dx′ = Ck(x, t) ≡ 0 (3.109)

äëÿ ëþáîãî k > 2.

Âåëè÷èíà A(x, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèå ëîêàëüíîé ñêîðî-
ñòè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñíîñà èëè äðåé-
ôà. Âåëè÷èíà B(x, t) õàðàêòåðèçóåò ëîêàëüíóþ ñêîðîñòü ðîñòà äèñïåðñèè
ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà è íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè 5.

Óñëîâèÿ (3.108) � (3.109) îçíà÷àþò ëîêàëüíûé ðîñò äèñïåðñèè ïðèðà-
ùåíèÿ ∆X = X(t′)−x(t) ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, ò.å. äëÿ ìàëûõ ∆t = t′−t
ñïðàâåäëèâî

σ2
∆X(t + ∆t) = 2B(x, t)∆t. (3.110)

Óñëîâèå (3.109) èñêëþ÷àåò áîëüøèå ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà íà ìàëûõ âðå-
ìåíàõ. Õîòÿ äîïóñêàþòñÿ áûñòðûå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïðîöåññà, íî â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êîíå÷íûå ñêà÷êè ïîÿâëÿþòñÿ ñ íóëå-
âîé âåðîÿòíîñòüþ, à ðåàëèçàöèè ïðîöåññà íåïðåðûâíû ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöà. Ïðèìåðîì äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ìîæåò ñëóæèòü ñêîðîñòü
áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà v(x, t/x0, t0) äèôôóçèîííîãî ïðîöåñ-
ñà X(t) óäîâëåòâîðÿò íåêîòîðûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà è óñëî-
âèé (3.107) � (3.109). Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðÿìûì è îáðàòíûì
óðàâíåíèÿìè Êîëìîãîðîâà. Ïðÿìîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ â ïðÿìîì âðåìåíè è íàçûâàåòñÿ òàêæå óðàâíåíèåì Ôîêêåðà
� Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ). Îíî èìååò âèä

∂v(x, t/x0, t0)

∂t
= − ∂A(x, t)v(x, t/x0, t0)

∂x
+

+
∂2B(x, t)v(x, t/x0, t0)

∂x2 (3.111)

è äîëæíî áûòü äîïîëíåíî íà÷àëüíûì óñëîâèåì: v(x, t0/x0, t0)=δ(x−x0).
Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà p1(x0, t0) è èíòåãðèðóÿ ïî x0, ïî-
ëó÷àåì àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ÔÏÊ äëÿ áåçóñëîâíîé îäíîìåðíîé ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè:

∂p1(x, t)

∂t
= −∂A(x, t)p1(x, t)

∂x
+

∂2B(x, t)p1(x, t)

∂x2 , (3.112)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì p1(x, t0) = p1(x0, t0). Òàêèì îáðàçîì, äèôôóçè-
îííûé ïðîöåññ X(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè

5Èíîãäà êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè íàçûâàþò âåëè÷èíó 2B(x, t).



3.3. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 163

ñíîñà è äèôôóçèè ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ
óðàâíåíèé (3.111) � (3.112).

Ïóñòü X(t) � ñòàöèîíàðíûé (â ñòðîãîì ñìûñëå) äèôôóçèîííûé ïðî-
öåññ. Òîãäà äëÿ íåãî A(x, t) ≡ A(x); B(x, t) ≡ B(x) è p1(x, t) ≡ pñò1 (x).
Íàëàãàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

pñò1 (x)|x=±∞ ≡ 0,
dpñò1 (x)

dx

∣∣∣∣
x=±∞

≡ 0, (3.113)

íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÔÏÊ â âèäå

pñò1 (x) =
C

B(x)
exp

(∫ x

x0

A(x′)
B(x′)

dx′
)

, (3.114)

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé; C �
íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà.

Äèôôóçèîííûé ïðîöåññ X(t) ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì
X(t0) = x0, äëÿ êîòîðîãî A(x, t) ≡ 0, à B(x, t) ≡ const, íàçûâàåòñÿ âè-
íåðîâñêèì ïðîöåññîì. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1. Îí ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ïðîöåññîì.
2. Åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì

(< X(t) >= x0).
3. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì è åãî äèñïåðñèÿ

ðàñòåò ëèíåéíî âî âðåìåíè ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé óäâîåííîìó êîýôôèöè-
åíòó äèôôóçèè, ò.å. σ2

X(t) = 2B · (t− t0).
4. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ � ýòî ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè

íà íåïåðåêðûâàþùèõñé èíòåðâàëàõ âðåìåíè.
Ïîíÿòèå äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ìîæåò áûòü îáîáùåíî è íà âåêòîð-

íûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ X(t), äëÿ êîòîðîãî òåêóùåå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ
âåêòîðîì x ñ êîìïîíåíòàìè xj, j = 1, 2, ...N . Âåêòîðíûé äèôôóçèîííûé
ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì ñíîñà A(x, t) ñ êîìïîíåíòàìè

Aj(x, t) = lim
∆t→0

1

∆t

∫
(x′j − xj)v(x′, t + ∆t/x, t)dx′, (3.115)

j = 1, 2, ...N,

è ìàòðèöåé äèôôóçèè B̂(x, t) ñ ýëåìåíòàìè

Bjk(x, t)=
1

2
lim

∆t→0

1

∆t

∫
(x′j − xj)(x

′
k − xk)v(x′, t+∆t/x, t)dx′, (3.116)

j, k = 1, 2, ...N.
Èíòåãðàëû â ýòèõ âûðàæåíèÿõ áåðóòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì
âåêòîðíîé ïåðåìåííîé x′. Óðàâíåíèå ÔÏÊ äëÿ âåêòîðíîãî äèôôóçèîí-
íîãî ïðîöåññà X(t), çàïèñàííîå îòíîñèòåëüíî îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè p1(x, t), ïðèíèìàåò âèä
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∂p1(x, t)

∂t
= −

N∑

j=1

∂Aj(x, t)p1(x, t)

∂xj
+

+
N∑

j=1

N∑

k=1

∂2Bjk(x, t)p1(x, t)

∂xj∂xk
. (3.117)

Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ñëó÷àéíûå ñëàãàåìûå,

èìåþùèå ñëó÷àéíûå ïàðàìåòðû, ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå èëè ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè
(ÑÄÓ). Ïóñòü ïîâåäåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà (åãî ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèåì
Ëàíæåâåíà), èìåþùèì âèä

dX

dt
= f(X, t) + g(X, t)n(t), (3.118)

ãäå f è g � äåòåðìèíèðîâàííûå ãëàäêèå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ; n(t) �
íîðìèðîâàííûé áåëûé ãàóññîâ øóì (<n(t)>≡ 0, <n(t)n(t+τ)>=δ(τ)).
Ìíîæèòåëü g õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü øóìà. Åñëè g íå çàâèñèò îò
ñîñòîÿíèÿ X , à ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé âðåìåíè èëè êîí-
ñòàíòîé, òî øóì, âîçäåéñòâóþùèé íà ñèñòåìó, íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì,
åñëè æå èíòåíñèâíîñòü øóìîâîãî âîçäåéñòâèÿ çàâèñèò îò X , òî îí íàçû-
âàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì.

Ïðîñòåéøåå ÑÄÓ âèäà
dW

dt
= gn(t), W (t0) = W0, g = const (3.119)

îïèñûâàåò âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W (t) ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè
BW = g2/2.

ÑÄÓ (3.118) ìîæíî ïåðåïèñàòü â èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè:

X(t) = X(t0) +

∫ t

t0

f(X(θ), θ)dθ +

∫ t

t0

g(X(θ), θ)dW (θ), (3.120)

ãäå W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì è êîýô-
ôèöèåíòîì äèôôóçèè 1/2. Âòîðîé èíòåãðàë â ýòîì âûðàæåíèè â ñëó÷àå
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî øóìà ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûì ñòîõàñòè÷åñêèì
èíòåãðàëîì. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ïðåäåë îò èíòå-
ãðàëüíîé ñóììû

∫ t

t0

g(X(θ), θ)dW (θ) =

= l.i.m.m→∞
m−1∑
i=0

g(X(θ
′
i), θi)[W (θi+1)−W (θi)] (3.121)
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çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê θ
′
i ∈ [θi, θi+1) è ñîîòâåòñòâåííî ìîæåò áûòü

îïðåäåëåí ïî-ðàçíîìó. Ïóñòü θ
′
i = (1 − ν)θi + νθi+1, ãäå ν ∈ [0, 1). Ïðè

ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè ν ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë (3.121) íàçûâàåòñÿ
îáîáùåííûì ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì, à óðàâíåíèå (3.118) � îáîá-
ùåííûì ÑÄÓ. Åñëè ïîëîæèòü ν = 0, òî ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêèé èí-
òåãðàë Èòî è ÑÄÓ Èòî. Â ñëó÷àå ν = 1/2 ïðèõîäèì ê ñòîõàñòè÷åñêîìó
èíòåãðàëó Ñòðàòîíîâè÷à è ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì îáîáùåííîãî ÑÄÓ
(3.118) è óäîâëåòâîðÿþùèé äåòåðìèíèðîâàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
X(t0) = x0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôóçèîííûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ
êîýôôèöèåíòîì ñíîñà

A(x, t) = f(x, t) + νg(x, t)
∂g(x, t)

∂x
(3.122)

è êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè

B(x, t) =
1

2
g2(x, t). (3.123)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (3.122) ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå ìóëü-
òèïëèêàòèâíîãî øóìà. Îíî íàçûâàåòñÿ ëîæíûì ñíîñîì. Åñëè ïðîöåññ
X(t) îïèñûâàåòñÿ ÑÄÓ Èòî, òî ëîæíûé ñíîñ îòñóòñòâóåò.

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà N îáîáùåííûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dXj

dt
= fj(X1, ..., XN , t) +

N∑

k=1

gjk(X1, ..., XN , t)nk(t), (3.124)

j = 1, 2, ..., N,

ãäå nk(t), k = 1, 2, ...N � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå íîðìèðîâàííûå èñ-
òî÷íèêè íîðìàëüíîãî áåëîãî øóìà. Ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
Xj(t0) = x0

j , j = 1, 2, ...N ñèñòåìà (3.124) îïèñûâàåò âåêòîðíûé äèôôóçè-
îííûé ïðîöåññ X(t) = X1(t), X2(t), ..., XN(t), êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ
âåêòîðîì ñíîñà ñ êîìïîíåíòàìè

Aj(x, t) = fj(x, t) + ν

N∑
i=1

N∑

k=1

gik(x , t)
∂gjk(x, t)

∂xi
, j = 1, 2, ..., N (3.125)

è ìàòðèöåé äèôôóçèè ñ ýëåìåíòàìè

Bjk(x, t) =
1

2

N∑

i=1

gji(x , t)gki(x , t), j, k = 1, 2, ..., N. (3.126)
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3.3.2. Çàäà÷è
Çàäà÷à 3.3.1
Äëÿ ïðîñòîé îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè x1 = 0 è
x2 = 1 çàäàíà îäíîøàãîâàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

Π̂1 =

[
1− α α

β 1− β

]
.

Îïðåäåëèòü ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé P ñò
1,2, ñðåäíåå çíà÷åíèå

X̄ è äèñïåðñèþ σ2
X ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàäà÷à 3.3.2
Îäíîøàãîâàÿ ìàòðèöà ïðîñòîé îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè èìååò âèä

Π̂1 =

[
1/2 1/3 1/6
1/2 1/3 1/6
1/2 1/3 1/6

]
.

Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P ñò
m , m = 1, 2, 3 è ñîîò-

âåòñòâóþùåå åìó ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄, åñëè öåïü èìååò ñëåäóþùèå ñîñòî-
ÿíèÿ: x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2.

Çàäà÷à 3.3.3
Îäíîøàãîâàÿ ìàòðèöà ïðîñòîé îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè èìååò âèä

Π̂1 =

[
1/4 0 3/4
0 1/2 1/2
1/3 2/3 0

]
.

Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P ñò
m , m = 1, 2, 3 è ñîîò-

âåòñòâóþùåå åìó ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄, åñëè öåïü èìååò ñëåäóþùèå ñîñòî-
ÿíèÿ: x1 = 4, x2 = 2, x3 = 1.

Çàäà÷à 3.3.4
Ìàðêîâñêàÿ öåïü X(i) ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé x0 = 0; x±1 =
= ∆x; x±2 = 2∆x; ...x±m = m∆x; ... ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîãðàíè÷åí-
íûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíû ïåðåõîäû òîëü-
êî ìåæäó ñîñåäíèìè ñîñòîÿíèÿìè, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ïîñòî-
ÿííû è íå çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèÿ. Ïóñòü Πm m+1 = p (âåðîÿòíîñòü �øàãà
âïðàâî�) è Πm m−1 = q (âåðîÿòíîñòü �øàãà âëåâî�), ïðè÷åì p + q = 1
(�øàãè íà ìåñòå� èñêëþ÷àþòñÿ). Íàéòè: à) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 çà n øàãîâ áóäåò äîñòèãíóòî ñîñòîÿíèå xm; á)
ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄(n) è äèñïåðñèþ σ2

X(n).

Çàäà÷à 3.3.5
×àñòèöà ñîâåðøàåò îäíîìåðíûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ìåæäó äâóìÿ îò-
ðàæàþùèìè ãðàíèöàìè: x1 = 0 è xM = d. Øàã áëóæäàíèé ∆ = 1.
Âåðîÿòíîñòü øàãà âïðàâî Πm,m+1 = p (m = 1, 2, ...M − 1), âåðîÿòíîñòü
øàãà âëåâî Πm+1,m = q (m = 1, 2, ...M − 1), à âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ â



3.3. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 167

ïðåæíåì ïîëîæåíèè Πm,m = 1− p− q (m = 1, 2, ...M). Ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ èìåþò âèä: Π1,2 = 1, ΠM,M−1 = 1. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè
ñîñòîÿíèé P ñò

m , m = 1, 2, ...M .

Çàäà÷à 3.3.6
X(t) � ñëó÷àéíûé òåëåãðàôíûé ñèãíàë ñ ñîñòîÿíèÿìè x1 = 0 è x2 = 1.
Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè â åäèíèöó âðåìåíè çàäàþòñÿ
âåëè÷èíàìè: g = 0.1 è r = 0.4. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄ è äèñïåðñèþ σ2

Xïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé.

Çàäà÷à 3.3.7
Íàéòè ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè P ñò

m , m = 1, 2, 3, 4 îäíîøàãîâîãî ïðî-
öåññà, èçîáðàæåííîãî íà ñõåìå (ðèñ. 3.14).

x1 x 2
x 3

r4

g 3g 2g 1

2r

x 4

Ðèñ. 3.14

Çàäà÷à 3.3.8
Îäíîøàãîâûé ïðîöåññ X(t), ïðåäñòàâëåííûé íà ñõåìå (ðèñ. 3.15) èìååò
ñîñòîÿíèÿ x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíî-
ñòè P ñò

m , m = 1, 2, 3, 4 è ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄ è äèñïåðñèþ σ2

X .

x1
x 4x 3x 2

1/2 1 1/2

11/21

Ðèñ. 3.15

Çàäà÷à 3.3.9
Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé xm, m = 0, 1, 2, 3, ..., ïóàññîíîâñêîãî ïðî-
öåññà X(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X(t0) = x0, åñëè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà
xm → xm+1 â åäèíèöó âðåìåíè åñòü g.

Çàäà÷à 3.3.10
Äîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè íîðìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ìàð-
êîâñêîãî ïðîöåññà X(t) ðàâåí RX(τ) = e−α|τ |, α > 0, τ = t2 − t1.

Çàäà÷à 3.3.11
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) çàäàåòñÿ ÑÄÓ âèäà

dX

dt
− µ = n(t), X(0) = x0, µ = const ≥ 0,
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ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1. Íàéòè:
à) îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p1(x, t) è óñëîâíóþ ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè v(x2, t2/x1, t1);
á) ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄(t) è äèñïåðñèþ σ2

X(t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t);
â) êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ΨX(t1, t2).

Çàäà÷à 3.3.12
Â êâàçèãàðìîíè÷åñêîì àâòîãåíåðàòîðå, íàõîäÿùåìñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì
ñëàáîãî ãàóññîâà áåëîãî øóìà ôëóêòóàöèè àìïëèòóäû ρ(t) ïðèáëèæåííî
ìîæíî îïèñàòü ÑÄÓ âèäà

dρ

dt
+ 2γρ =

√
2Dn(t), γ = const ≥ 0,

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1; D � êîíñòàíòà,
õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìîâîãî âîçäåéñòâèÿ. Çàïèñàòü óðàâ-
íåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà äëÿ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè p1(ρ, t) è íàéòè åãî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå pñò1 (ρ).

Çàäà÷à 3.3.13
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) çàäàåòñÿ ÑÄÓ:

à)dX

dt
+ αX − 1

2X
= n(t), X > 0, α = const ≥ 0,

á)dX

dt
+ ksgn(X) = n(t), k = const ≥ 0,

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1. Íàéòè ñòàöèî-
íàðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pñò1 (x), ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄ è äèñïåðñèþ
σ2

X ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t).

Çàäà÷à 3.3.14
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ÑÄÓ Èòî:

dX

dt
+ Xln(X/m) = Xn(t), X > 0,

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1; m � íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pñò1 (x) ñëó÷àéíî-
ãî ïðîöåññà X(t).

Çàäà÷à 3.3.15
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ÑÄÓ:

dX

dt
+ X(X − 1) = Xn(t), X ≥ 0,

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1. Íàéòè ñòàöèîíàð-
íóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pñò1 (x) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t), â ñëó÷àå,
êîãäà ÑÄÓ ïîíèìàåòñÿ êàê
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à) ÑÄÓ Èòî;
á) ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à.
Áóäóò ëè ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûìè?

Çàäà÷à 3.3.16
Íàïèñàòü óðàâíåíèå ÔÏÊ äëÿ íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà

Ẍ + 2γẊ +
∂U(X)

∂X
=
√

2Dn(t),

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1; D � êîíñòàíòà,
õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà. Â ñëó÷àå ñèëüíîãî òðåíèÿ (êî-
ãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðîé ïðîèçâîäíîé Ẍ) íàéòè âèä ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ pñò1 (x) ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû.

Çàäà÷à 3.3.17
Çàïèñàòü ÑÄÓ Èòî, ýêâèâàëåíòíîå ñëåäóþùåìó ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à:

dX

dt
+ αX = ε(1−X3)Xn(t),

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1; α è ε � çàäàííûå
ïàðàìåòðû ñèñòåìû.

Çàäà÷à 3.3.18
Çàïèñàòü âåêòîð ñíîñà A è ìàòðèöó äèôôóçèè B̂ äâóìåðíîãî äèôôóçè-
îííîãî ïðîöåññà, çàäàâàåìîãî ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ñòðàòîíî-
âè÷à:

dX

dt
= Y +

√
2D1n1(t),

dY

dt
= −ω2

0X + (ε0 −X2 +
√

2D2n2(t))Y,

ãäå n1(t) è n2(t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå èñòî÷íèêè íîðìàëüíîãî
áåëîãî øóìà ñî ñïåêòðàìè Wn1

(ω) = Wn2
(ω) = 1; D1 è D2 � êîíñòàíòû,

õàðàêòåðèçóþùèå èíòåíñèâíîñòü øóìà.

Çàäà÷à 3.3.19
Íàïèñàòü óðàâíåíèå ÔÏÊ äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ ôëóêòóàöèÿìè ÷àñòîòû,
çàäàâàåìîãî ñëåäóþùèì ÑÄÓ:

Ẍ + 2γẊ + ω2
0(1 +

√
2Dn(t))X = 0,

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1; D � êîíñòàíòà,
õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà.

Çàäà÷à 3.3.20
Ïðîöåññ X(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîê â RL-öåïè, ïîñëåäîâàòåëüíî ñî-
åäèíåííîé ñ èñòî÷íèêîì ñëó÷àéíîé ý.ä.ñ. E(t) =

√
2Dn(t) (ðèñ. 3.16),
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ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn = 1; D � êîíñòàíòà.
Íàéòè à) ñòàöèîíàðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pñò1 (x) ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-
ñà X(t); á) êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ΨX(τ) â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå.

X(t)

(t)E
R

L

~

Ðèñ. 3.16

3.3.3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷
Çàäà÷à 3.3.1
Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öå-
ïè ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ (3.97). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì
óðàâíåíèÿ

P ñò
1 = (1− α)P ñò

1 + βP ñò
2 ,

P ñò
2 = αP ñò

1 + (1− β)P ñò
2 .

Îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûìè, ïîýòîìó íàäî âçÿòü ëþáîå èç íèõ è
äîáàâèòü ê íåìó óñëîâèå íîðìèðîâêè: P ñò

1 + P ñò
2 = 1. Íàïðèìåð, áåðåì

ïåðâîå óðàâíåíèå è óñëîâèå íîðìèðîâêè è ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé:

αP ñò
1 −β P ñò

2 = 0,
P ñò

1 + P ñò
2 = 1.

Ðåøàÿ åå, ïîëó÷àåì P ñò
1 = β

α+β , P ñò
2 = α

α+β .
Íàéäÿ ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé, îïðåäåëÿåì ñðåäíåå çíà-

÷åíèå X̄ è äèñïåðñèþ σ2
X :

X̄ = x1P
ñò
1 + x2P

ñò
2 =

α

α + β
;

σ2
X = x2

1P
ñò
1 + x2

2P
ñò
2 − X̄2 =

αβ

(α + β)2 .

Çàäà÷à 3.3.6
Ñëó÷àéíûé òåëåãðàôíûé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû óïðàâëÿ-
þùèå óðàâíåíèÿ (3.106). Òàê êàê â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè
ñîñòîÿíèé ïîñòîÿííû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

rP ñò
2 − gP ñò

1 = 0,
gP ñò

1 − rP ñò
2 = 0.
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Âûáèðàåì îäíî èç ýòèõ äâóõ ëèíåéíî-çàâèñèìûõ óðàâíåíèé è ðåøàåì
åãî, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè P ñò

1 +P ñò
2 = 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

P ñò
1 = r

r+g = 4
5 , P ñò

2 = g
r+g = 1

5 . Çíàÿ ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè, íàõîäèì
ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ ïðîöåññà:

X̄ = x1P
ñò
1 + x2P

ñò
2 =

1

5
;

σ2
X = x2

1P
ñò
1 + x2

2P
ñò
2 − X̄2 =

4

25
.

Çàäà÷à 3.3.12
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ρ(t), îïèñûâàåìûé çàäàííûì ÑÄÓ, ÿâëÿåòñÿ äèôôó-
çèîííûì ïðîöåññîì, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ñíîñà è äèôôóçèè îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.122) è (3.123) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷àåì: A(ρ, t) =
= −2γρ, B(ρ, t) ≡ D. Óðàâíåíèå ÔÏÊ äëÿ äëÿ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà ρ(t) èìååò âèä

∂p1(ρ, t)

∂t
= 2γ

(
p1(ρ, t) + ρ

∂p1(ρ, t)

∂ρ

)
+ D

∂2p1(ρ, t)

∂ρ2 .

Åãî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (3.127). Äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì

pñò1 (ρ) = C exp

(∫ ρ

0

−2γx

D
dx

)
= C exp

(
−γρ2

D

)
,

ãäå C - íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è äèñïåðñèåé
σ2

ρ = D
2γ . Îêîí÷àòåëüíî èìååì

pñò1 (ρ) =
1√
2πσ2

ρ

exp

(
− ρ2

2σ2
ρ

)
, σ2

ρ =
D

2γ
.
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3.4 Îòâåòû ê çàäà÷àì
Ðàçäåë 3.1

3.1.1 à) X̄ = 1
λ , σ2

X = 1
λ2 ;

á) X̄ = 0, σ2
X = 1

6 ;
â) X̄ = 1

2 , σ2
X = 1

12 ;
ã) X̄ = 1, σ2

X = 2.

3.1.4 p(x) = 1
2π

(
sin x/2

x/2

)2
.

3.1.5 X è Y ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìû.

3.1.7 ΘX2(u) = 1√
1−2juσ2

X

.

3.1.8 << X1X2X3 >>= 2 < X1 >< X2 >< X3 > + < X1X2X3 > −
− < X1 >< X2X3 > − < X2 >< X1X3 > − < X3 >< X1X2 > .

3.1.9 á)ΨX(t1, t2) ≡ RX(t1, t2) = e−α|t2−t1|;

â)ΘX(u, t) = e−u2/2, ΘX(u1, t1, u2, t2) = e−(u2
1+u2

2)/2
(
1− u1u2e

−α|t2−t1|) .

3.1.10 X̄ ≡ 0, KX(τ) = 1
4(1 + Kν(τ))(Kξ1

(τ) + Kξ2
(τ)), τ = t2 − t1.

3.1.11 RX(τ) =
(
e−α|τ | − e−α|τ+t0|) (

1− e−α|t0|)−1
, τ = t2 − t1.

3.1.12 ΨX(τ) = (1 + ᾱ)2Ψξ(τ) + σ2
ξ(Ψξ(τ) + ξ̄2), τ = t2 − t1.

3.1.14 Kx(t1, t2) = 1
2 cos ω0(t2 − t1).

3.1.15 Ψx(t1, t2) = σ2 cos ω0(t2 − t1)− α2
0 sin ω0(t1 + t2).

3.1.16 ΨX(τ) =
∑m

i=1 σ2
i cos ωiτ , τ = t2 − t1.

3.1.17 RX(τ) = 1 ïðè τ = 0 è RX(τ) = 0 ïðè τ 6= 0, ãäå τ = t2 − t1.

3.1.19 ΨZ(τ) = a2e−α|τ | + 4abe−γ|τ | + 2b2e−β|τ | − b2, τ = t2 − t1.

3.1.20 p1(x, t) = 1
2πe−x2/2.

3.1.22 Θx(u, t) = exp (jbu− 1
2a

2u2).

3.1.23 Z̄ = 1− 1
π arccos [RX(θ)].
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3.1.25 < α cos φ >=< α sin φ >=< α2 cos 2φ >=< α2 sin 2φ >= 0;
< α2 > 6= ∞.

3.1.26 < α >=< β >=< αβ >= 0; < α2 >=< β2 > 6= ∞.

3.1.27 Íåò.

3.1.29 à)Äà; á)Äà.

3.1.30 à)Äà; á)Íåò.

3.1.31 á)WX(ω) =
σ2

Xα
α2+(ω−ω0)2

+
σ2

Xα
α2+(ω+ω0)2

, ∆ωýô = πα, ∆ω0.5 = 2α.

3.1.33 WX(ω) = a2W0

2 .

3.1.34 WX(ω) =
√

π
ασ2

Xe−
ω2

4α ; ∆ωýô =
√

πα = π
τêîð

.

3.1.35 WX(ω) = 1
2

√
π
α

(
e−

(ω−ω0)2

4α + e−
(ω+ω0)2

4α

)
.

3.1.36 WX(ω) = (2ω(1− τ0) sin ωτ0 − cos ωτ0 + 1) ω−2.

3.1.37 WX = 4α3

α2+ω2 .

3.1.39 WX(ω) =
2σ2

Xαω2

(ω2+α2+β2)2−4β2ω2 .

3.1.40 WZ(ω) = W0 + 2α
α2+ω2 .

3.1.41 WZ(ω) =
2σ2

Xσ2
Y (α1+α2)

ω2+(α1+α2)2
+

2X̄2σ2
Y α2

ω2+α2
2

+
2Ȳ 2σ2

Xα1

ω2+α2
1

+ 2πX̄2Ȳ 2δ(ω).

3.1.42 WXY (ω) = 2abγ
γ2+ω2 .

3.1.43 ΨX(τ) = W0

πτ (sin ω2τ − sin ω1τ), τ = t2 − t1; ∆t = π
ω2
.

3.1.44 ΨX(τ) = W0√
4πα

e−
τ2

4α , τ = t2 − t1;
a)τêîð = 2

√
α;

á)τêîð =
√

πα.

3.1.45 ΨX(τ) = A
πτ(ω0−ω1)

sin τ(ω0+ω1)
2 sin τ(ω0−ω1)

2 , τ = t2 − t1.
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Ðàçäåë 3.2

3.2.2 á)pY
1 (y) = 2√

2πa
e−

y2

2a2 , y ≥ 0, Ȳ = 2a√
2π
, σ2

Y = a2
(
1− 2

π

)
;

â)pY
1 (y, t) = 1

2
√

2πay
e−

y
2a + 1

2δ(y), y ≥ 0, Ȳ = a
2 , σ2

Y = 5a2

4 ;

ã)pY
1 (y, t) = 1√

2πay
e−

y
2a , y ≥ 0, Ȳ = a, σ2

Y = 2a2.

3.2.3 à)pY
1 (y) =

√
a

π(a+y)
√

y , y ≥ 0.

3.2.5 pU
1 (u) = 1

ασ2e
− u

ασ2 , u ≥ 0.

3.2.7 pY
1 (y, t) = et, y ∈ [0, e−t];

pY
2 (y1, t1, y2, t2) = et1δ(y2 − y1e

t1−t2), y1 ∈ [0, e−t1] è y2 ∈ [0, e−t2].

3.2.8 pY
1 (y) = 1

2(δ(y + a) + δ(y − a)); ε2 = σ2
X + a2 − 2a

√
2σ2

X

π .

3.2.9 pY
1 (y) =

(
1− e−a2/2

)
δ(y) + ye−y2/2η(y − a), ãäå η( ) � ôóíêöèÿ Õå-

âèñàéäà;

Ȳ = ae−a2/2 +
√

2π
(1

2 − Φ(a)
)
;

σ2
X = 2e−a2/2

(
a2

2 + 1
)
−

(
ae−a2/2 +

√
2π

(1
2 − Φ(a)

))2
, ãäå Φ( ) � èíòåãðàë

âåðîÿòíîñòåé.

3.2.10 pY
2 (y1, t1, y2, t2) = 1

2πa2 exp
[
− (y1−b)2+(y2−b)2

2a2

] (
1 + (y1−b)(x2−b)

a2 e−α|t2−t1|
)
.

3.2.11 1) y =
√

2σ2 ln (1/(1− x)); 2) y =
√

2σ2 ln (1/x).

3.2.13 pZ
1 (z) = e−z/3

(
1− e−z/6

)
, z ≥ 0.

3.2.15 pZ
1 (z) =





z2

2 , z ∈ [0; 1],
−z2 + 3z − 3

2 , z ∈ (1; 2],
z2

2 − 3z + 9
2 , z ∈ (2; 3].

3.2.16 pX
1 (x) = 1

2πσ2
α
e
− x2

2σ2
α .

3.2.17 pX
1 (x) = 2π−arccosx

2π2
√

1−x2
, |x| ≤ 1.

3.2.18 pZ
1 (z) = 1

2e
−|z|.



3.4. Îòâåòû ê çàäà÷àì 175

3.2.19 pZ
1 (z) = 1

b−a

[
Φ

(
z−a√

σ2
X

)
− Φ

(
z−b√

σ2
X

)]
, ãäå Φ( ) � èíòåãðàë âåðîÿò-

íîñòåé.

3.2.20 σ2
Y =

2σ2
X

π arctg
(

ω0

α

)
.

3.2.22 WY (ω) = 2α
(α2+ω2)(1+R2C2ω2) .

3.2.23 σ2
Y = RW0

2L .

3.2.24 ΨY (τ) = a2(R/L)2

2[(L/R)2+ω2
0 ] cos ω0τ , τ = t2 − t1.

3.2.25 WY (ω) = α2W0/T 2

1/T 2+ω2 ; ΨY (τ) = α2W0

2T e−
|τ |
T ,

ãäå α = R1

R1+R2
, T = L

R1+R2
, τ = t2 − t1.

3.2.26 WY (ω) = W0

R2
1C

2(α2+ω2) ; ΨY (τ) = W0

2αR2
1C

2e
−α|τ |,

ãäå α = 1+R1/R2

R1C
, τ = t2 − t1.

3.2.27 WY (ω) = α2R2
1C

2W0ω
2

α2+ω2 ; ΨY (τ) = α2R2
1C

2W0
(
δ(τ) + α

2e−α|τ |),
ãäå α = 1

R1+R2
, τ = t2 − t1.

3.2.28 ΨY (τ) = 2ασ2
X(1− 2ατ 2)e−ατ2; WY (ω) =

√
π
ασ2

Xω2e−ω2/4α.

3.2.29 σ2
Ẋ

= a2

4γ .

3.2.30 ΨY (τ) = (1 + 2α− 4α2τ 2)e−ατ2, τ = t2 − t1.

3.2.31 WXY (ω) = −WY X(ω) = jω
√

π
αe−

ω2

4α .

3.2.32 ΨY Z(τ) = ασ2
Xe−α|τ |[(AD −BC)α + (BDα2 − AC)sgn(τ)].

3.2.33 σ2
Y (t) =

2σ2
X

α2 (e−αt + αt− 1) .

3.2.34 Ȳ ≡ x0; σ2
Y = 1

(αRC)2−1 ; ΨY (τ) = αe−α|τ |
(αRC)2−1

(
αRCe(1/RC−α)|τ | − 1

)
.

3.2.35 ΨY (n1, n2) = 1
6 ïðè k = 0; 1

12 ïðè |k| = 1 è 0 ïðè äðóãèõ k,

ãäå k = n2 − n1; pY
1 (y) = 1− |y|, |y| ≤ 1.

3.2.37 Sñô = C[(α+jω) cos ω0tï+sinω0tï]
(α+jω)2+ω2

0
, C = const.
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3.2.38 à) Sñô(jω) = Ca
jω

(
ejωT − 1

)
e−jωtï;

á) hñô(u) =

{
Ca, u ∈ [tï − T, tï],
0, u /∈ [tï − T, tï].

â) yc(t) =

{
Ca2(t− tï + T ), t ∈ [tï − T, tï],
Ca2(tï − t + T ), t ∈ (tï, tï + T ],
0, t /∈ [tï − T, tï + T ],

ãäå C = const.

3.2.39 τîïòÔ
T = ln

(
τîïòÔ

τîïòÔ +2T

)
.

3.2.40 à) SÂÔ(jω) = WXñ(ω)
WXñ(ω)+WXø(ω)e

jωT0 = W1

W1+W0
, ω1 ≤ |ω| ≤ ω2;

á) σ2
îø = 1

2π

∫∞
−∞

WXñ(ω)WXø(ω)
WXñ(ω)+WXø(ω)dω = 1

π
W1W0(ω2−ω1)

W1+W0
.

3.2.41 hÂÔ(u) = γe−β|u−θ|, ãäå γ =
2ασ2

Xñ
W0β

, β =
√

α2 +
2ασ2

Xñ
W0

.

3.2.42 WXY (ω) = (WXñ(ω) + WXñXø(ω)) ejωT0.

3.2.43 τ îïò
ô =

√
W0√

2A−α
√

W0
.

Ðàçäåë 3.3

3.3.2 P ñò
1 = 1

2 , P ñò
2 = 1

3 , P ñò
3 = 1

6 ; X̄ = 2
3 .

3.3.4 à) Pm(n) = n!
n1!n2!

pn1qn2 (ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè), ãäå n1,2 = n±m
2 ;

á) X̄(n) = (p− q)n∆x, σ2
X(n) = (p + q − (p− q)2)n(∆x)2.

3.3.5 P ñò
m = P ñò

0
(p/q)m−1

q , m = 1, 2, ... d− 1,
P ñò

0 = 1
1+(p/q)d−1+ (p/q)d−1−1

p−q

, P ñò
d = P ñò

0 (p/q)d−1.

3.3.7 P ñò
1 = P ñò

2 = 0, P ñò
3 = r4

r4+g3
, P ñò

4 = g3

r4+g3
.

3.3.9 Pm(t) = 1
m!g

me−g(t−t0)(t− t0)
m, m = 0, 1, 2, ...

3.3.11 à) p1(x, t) = 1√
2π(t−t0)

exp
[
− (x−(t−t0)µ−x0)2

2(t−t0)

]
,

v(x2, t2/x1, t1) = 1√
2π(t2−t1)

exp
[
− (x−µ(t2−t1)−x0)2

2(t2−t1)

]
;

á) X̄(t) = µ(t− t0) + x0, σ2
X(t) = t− t0;
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â) ΨX(t1, t2) = min{t1, t2} − t0.

3.3.13 à) pñò1 (x) = 2αxe−αx2, x > 0 (çàêîí Ðýëåÿ), X̄ = 1
2

√
π/α,

σ2
X = 1

α

(
1− π

4

)
;

á) pñò1 (x) = ke−2k|x|, X̄ ≡ 0, σ2
X = 1

2k2 .

3.3.14 pñò1 (x) = m√
πx2 exp

[− (
ln2 (x/m) + 1

4

)]
.

3.3.15 à) pñò1 (x) = 2e−2x, x ≥ 0;

á) pñò1 (x) = 4xe−2x, x ≥ 0.

3.3.18 A1(x, y) = y, A2(x, y) = −ω2
0x + (ε0 − x2 + D2)y;

B11 = D1, B22 = D2y
2, B12 = B21 = 0.

3.3.20 pñò1 (x) = 1√
2πσ2

X

e
− x2

2σ2
X , ãäå σ2

X = D
RL ;

ΨX(τ) = D
RLe−R|τ |/L, τ = t2 − t1.
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3.5 Îáðàçöû òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêè çíàíèé
ñòóäåíòîâ

Òåñò 1
1. Ìîìåíòíàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) âèäà
<

(
X(t1)− X̄(t1)

) (
X(t2)− X̄(t2)

)
>,

ãäå X̄(t) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, íàçûâàåòñÿ .....
(äîïèñàòü íàçâàíèå).

2. ßâëÿåòñÿ ëè ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóììó ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà è íåçàâèñèìîé îò íåãî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ îãðàíè÷åí-
íûì ñðåäíèì êâàäðàòîì?
Äà
Íåò
(îòìåòèòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

3. ×åìó ðàâíà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà Y (t) = adX(t)

dt , åñëè X(t) � ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè WX(ω); à a � çàäàííàÿ
êîíñòàíòà?

4. Îäíîøàãîâàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé îäíîðîäíîé ìàðêîâ-
ñêîé öåïè èìååò âèä

Π̂1 =

[
1/2 1/2
1/4 1/4

]
.

Íàéòè ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé.

5. Äëÿ äèôôóçèîííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) ñóùåñòâóþò ñëåäóþ-
ùèå îãðàíè÷åííûå ïðåäåëû:
A(x, t) =...
B(x, t) =...
Ck>2 = ............................ ........................... ≡ 0.
(äîïèñàòü).

Òåñò 2
1. Çàïèñàòü, ÷åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Y (t) = X(t)+αt,
ãäå X(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñïåðñèåé; α - íåçàâèñÿùàÿ îò X(t) ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ᾱ è ñðåäíèì êâàäðàòîì ᾱ2.

2. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè âåùåñòâåííîãî ñòàöèîíàðíîãî ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
à) ÷åòíîé,
á) íå÷åòíîé,
â) íè ÷åòíîé íè íå÷åòíîé
(îòìåòèòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).
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3. Íà ðèñ. 3.17 ïðèâåäåíà ôîðìà ñèãíàëà íà âõîäå ñîãëàñîâàííîãî ôèëü-
òðà. Èçîáðàçèòü âèä èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà, ñ÷èòàÿ, ÷òî
ïèêîâîå çíà÷åíèå âûõîäíîãî ñèãíàëà äîñòèãàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè
t0 = T .

x (t)c

0 T t
Ðèñ. 3.17

4. Ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøèì ìàðêîâñêèì, åñëè âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî
v(xn, tn/xn−1, tn−1, ...x1, t1) = ...
(äîïèñàòü).

5. Çàïèñàòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà � Êîëìîãîðîâà äëÿ îäíîìåðíîé
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà X(t) â ôîðìå �çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè�.

Òåñò 3
1. Èçâåñòíà îäíîìåðíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ΘX(u, t) ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà X(t). Êàê íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íå
âû÷èñëÿÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè?

2. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì ïåðâîãî ïîðÿäêà,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(äîïèñàòü).

3. Íà âõîä ëèíåéíîãî èíåðöèîííîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ êîýôôèöèåíòîì
ïåðåäà÷è S(jω) ïîñòóïàåò ñóììà ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñòàöèîíàð-
íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ X(t) è Y (t), èìåþùèõ íóëåâûå ñðåäíèå çíà-
÷åíèÿ è ñïåêòðû WX(ω) è WY (ω) ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâ áóäåò ñïåêòð
ïðîöåññà Z(t) íà âûõîäå ïðåîáðàçîâàòåëÿ â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå?

4. Çàïèñàòü óðàâíåíèå ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè.

5. Çàïèñàòü ÑÄÓ Èòî, ýêâèâàëåíòíîå ñëåäóþùåìó ÑÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à:
dX

dt
+ (γ0 +

√
2DXn(t)) = 0,

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn ≡ 1, D = const.

Òåñò 4
×åìó ðàâíî âðåìÿ êîððåëÿöèè áåëîãî øóìà?



180 ×àñòü 3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàäèîôèçèêà

à) 1;
á) 0;
â) ∞
(îòìåòèòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

2. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû X(t) è Y (t) ñâÿçàíû ôóíêöèîíàëüíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì: Y (t) = ln[X(t)]. Çàïèñàòü îäíîìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
ïðîöåññà Y (t), åñëè îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðîöåññà X(t)
ðàâíà êîíñòàíòå â èíòåðâàëå [1, 2].

3. Íà ðèñ. 3.18 ïðèâåäåí ãðàôèê èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè èäåàëüíîãî
âèíåðîâñêîãî ôèëüòðà. ßâëÿåòñÿ ëè äàííûé ôèëüòð à) ïðîãíîçèðóþùèì
ôèëüòðîì, á) ôèëüòðîì ñ çàïàçäûâàíèåì èëè â) ôèëüòðîì áåç ñäâèãà âî
âðåìåíè?
à)
á)
â)
(âûáðàòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

h   (u)ΒΦ

0 u

Ðèñ. 3.18

4. Êàêîé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óïðàâëÿþùèì óðàâíåíèåì
âèäà

dPm(t)

dt
= g(Pm−1(t)− Pm(t)), m = 1, 2, 3...., P0 = 0 ?

5. Çàïèñàòü ñòàöèîíàðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äèôôóçèîííîãî ïðî-
öåññà X(t) ñ êîýôôèöèåíòîì ñíîñà A(x) = −ax è êîýôôèöèåíòîì äèô-
ôóçèè B(x) ≡ 1.

Òåñò 5
1. Íàïèñàòü îïðåäåëåíèå n-ìåðíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà X(t).

2. Íàéòè ñïåêòð ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t), åñëè åãî êî-
âàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

KX(τ) = e−α|τ |, α > 0, τ = t2 − t1.

3. Íà âõîä áåçûíåðöèîííîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ õàðàêòåðèñòèêîé y = x2
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ïîñòóïàåò ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ñ îäíîìåðíîé ïëîòíî-
ñòüþ âåðîÿòíîñòè pX

1 (x) = 1, x ∈ [−0.5; 0.5]. Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòè âûõîäíîãî ïðîöåññà Y (t).

4. Ìîæåò ëè ïðèâåäåííàÿ íèæå ìàòðèöà áûòü îäíîøàãîâîé ñòîõàñòè-
÷åñêîé ìàòðèöåé êîíå÷íîé îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè?

Π̂1 =

[
1/2 1/3
1/3 1/2

]
.

Äà
Íåò
(âûáðàòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

5. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû âèäà

l.i.m.n→∞
n−1∑
i=0

g (X(θi), θi) [W (θi+1)−W (θi)],

ãäå g(x, t) � èíòåãðèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì äåòåðìèíèðîâàííàÿ ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ; W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, íàçûâàåòñÿ
à) ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì Èòî,
á) ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì Ñòðàòîíîâè÷à,
â) îáîáùåííûì ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì
(âûáðàòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

Òåñò 6
1. ×åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t), åñëè åãî êîððåëÿöè-
îííàÿ ôóíêöèÿ åñòü ΨX(τ) = e−α|τ |, τ = t2 − t1?

2. Íà áåçûíåðöèîííûé ïðåîáðàçîâàòåëü ñ õàðàêòåðèñòèêîé z = γy,
γ = const, ïîñòóïàåò ïðîöåññ Y (t) = X1(t) + X2(t), ãäå ñëàãàåìûå ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íóëå-
âûìè ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè è äèñïåðñèÿìè σ2

X1
= a è σ2

X2
= b. Íàéòè

äèñïåðñèþ ïðîöåññà Z(t) íà âûõîäå ïðåîáðàçîâàòåëÿ.

3. Íà âõîä ëèíåéíîãî ôèëüòðà ñ ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ ∆Ω ïîñòóïàåò ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ñ øèðèíîé ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ∆ω. Óñëîâèå
íîðìàëèçàöèè âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà âûõîäå ôèëüòðà èìååò
âèä

∆Ω..........................∆ω

(ïîñòàâèòü íóæíûé çíàê íåðàâåíñòâà).

4. ßâëÿåòñÿ ëè âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñòàöèîíàðíûì â ñòðîãîì èëè øè-
ðîêîì ñìûñëå?
à) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â ñòðîãîì ñìûñëå,
á) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå,
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â) íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â êàêîì-ëèáî ñìûñëå
(âûáðàòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

5. Íàéòè êîýôôèöèåíò ñíîñà è êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà X(t), çàäàâàåìîãî ÑÄÓ

dX

dt
= aX − bX3 +

√
2Dn(t),

ãäå a, b, D � êîíñòàíòû; n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì
Wn ≡ 1.

Òåñò 7
1. Çàïèñàòü, êàê ñâÿçàíû ñïåêòð è êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàð-
íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

2. Ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì îò-
íîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ...
(äîïèñàòü).

3. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû X(t) è Y (t) ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì: Y (t) =
= aX(t) + b, ãäå a è b � çàäàííûå êîíñòàíòû. Çàïèñàòü ñðåäíåå çíà÷å-
íèå è äèñïåðñèþ ïðîöåññà Y (t), åñëè îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
ïðîöåññà X(t) åñòü: pX

1 (x) = 1, x ∈ [−0.5; 0.5].

4. Êàê ñâÿçàíû ñïåêòðû ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ X(t) è Y (t)
íà âõîäå è âûõîäå ëèíåéíîãî èíåðöèîííîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ êîýôôè-
öèåíòîì ïåðåäà÷è S(jω) â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå?

5. Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò ñíîñà ïðîöåññà X(t), çàäàâàåìîãî ÑÄÓ Ñòðà-
òîíîâè÷à

dX

dt
= ε0 +

√
2DX(1−X)n(t),

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn ≡ 1, D = const.

Òåñò 8
1. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
à) ÷åòíîé,
á) íå÷åòíîé,
â) íè ÷åòíîé íè íå÷åòíîé
(âûáðàòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

2. Ñïåêòð ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) ðàâåí êîíñòàíòå W0
â îãðàíè÷åííîé ïîëîñå ÷àñòîò [−ω1; ω1] è îáðàùàåòñÿ â íîëü íà âñåõ
äðóãèõ ÷àñòîòàõ. Íàéòè äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

3. Êàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ôèëüòð, èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êî-
òîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Âèíåðà � Õîïôà?
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à) ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñðåäíåãî êâàäðàòà îøèáêè îöåíêè âõîäíîãî
ñèãíàëà,
á) ìàêñèìàëüíûì âûõîäíûì îòíîøåíèåì ñèãíàë / øóì,
â) ìàêñèìàëüíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè íà ÷àñòîòå
(âûáðàòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

4. ßâëÿåòñÿ ëè âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ãàóññîâûì?
Äà
Íåò
(âûáðàòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

5. Äèôôóçèîííûé ïðîöåññ X(t) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè êîýôôè-
öèåíòàìè ñíîñà è äèôôóçèè: A(x, t) ≡ 0, B(x, t) ≡ B0 = const. ×åìó
ðàâíà äèñïåðñèÿ σ2

X ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà?

Òåñò 9
1. Íà ðèñ. 3.19 ïðèâåäåíû ãðàôèêè íîðìèðîâàííûõ êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé äâóõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � ïðîöåññà 1 è ïðîöåññà 2. Êàêîé èç
íèõ ÿâëÿåòñÿ áîëåå øèðîêîïîëîñíûì?
a) ïðîöåññ 1,
á) ïðîöåññ 2
(âûáðàòü ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà).

X
R ( )τ

0 τ

1

2

1

Ðèñ. 3.19

2. Íà âõîä áåçûíåðöèîííîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ õàðàêòåðèñòèêîé y = f(x)
ïîñòóïàåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) ñ n-ìåðíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè
pX

n (x1, t1, ..., xn, tn). Çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ n-ìåðíîé ïëîòíîñòè âåðî-
ÿòíîñòè âûõîäíîãî ïðîöåññà Y (t), åñëè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåîäíî-
çíà÷íî: xj = gj(y), ãäå j � íîìåð âåòâè îáðàòíîé ôóíêöèè.

3. ×åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
Y (t) = dX(t)

dt , åñëè X(t) � ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñïåêòðîì
WX(ω) ≡ W0 = const â ïîëîñå ÷àñòîò |ω| ∈ [ω1; ω2] ?
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4. Îäíîøàãîâàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé îäíîðîäíîé ìàðêîâ-
ñêîé öåïè èìååò âèä

Π̂1 =

[
1/3 2/3
1/2 1/2

]
.

Íàéòè ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé.

5. Çàïèñàòü êîýôôèöèåíòû ñíîñà è äèôôóçèè ïðîöåññà X(t), çàäàâàå-
ìîãî ÑÄÓ

dX

dt
+ X =

√
2Dn(t),

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn ≡ 1, D = const.

Òåñò 10
1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ çàäàí êàê Z(t) = X(t) + Y (t), ãäå X(t) è Y (t)
� ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, èìå-
þùèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ΨX(t1, t2) è ΨY (t1, t2) ñîîòâåòñòâåííî.
×åìó ðàâíà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà Z(t)?

2.Êàê íàéòè äèñïåðñèþ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t), åñëè
èçâåñòåí åãî ñïåêòð WX(ω) è ñðåäíåå çíà÷åíèå X̄?

3. Èçâåñòåí ñïåêòð WX(ω) ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t). Íàé-
òè ñïåêòð ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà

Y (t) = a
d2X

dt2
+ b

dX

dt
,

ãäå a è b � çàäàííûå êîíñòàíòû.

4. Çàïèñàòü óðàâíåíèå ×åïìåíà � Êîëìîãîðîâà äëÿ ìàðêîâñêîãî íåïðå-
ðûâíîçíà÷íîãî ïðîöåññà X(t).

5. Çàïèñàòü óðàâíåíèå Èòî, ýêâèâàëåíòíîå ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ Ñòðà-
òîíîâè÷à:

dX

dt
= X + X2

√
2Dn(t),

ãäå n(t) � íîðìàëüíûé áåëûé øóì ñî ñïåêòðîì Wn ≡ 1, D = const.
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