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Äàííîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ-ðàäèîôèçèêîâ, èçó÷àþùèõ êóðñ ïî
öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ (ÖÎÑ). Îíî ñîäåðæèò ÷åòûðå ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû,
òðè èç êîòîðûõ çàòðàãèâàþò ôóíäàìåíòàëüíûå âîïðîñû ÖÎÑ: äèñêðåòèçàöèþ è
ñâîéñòâà ñïåêòðîâ öèôðîâûõ ñèãíàëîâ, öèôðîâîé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç, öèôðîâóþ
ôèëüòðàöèþ, à ÷åòâåðòàÿ - ïîñâÿùåíà áîëåå ÷àñòíîìó, îäíàêî ïðàêòè÷åñêè âàæíî-
ìó âîïðîñó - öèôðîâîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ãèëüáåðòà. Êàæäàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà
âêëþ÷àåò â ñåáÿ òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü, ãäå ïî-âîçìîæíîñòè êîðîòêî èçëîæåíû îñ-
íîâíûå ñâåäåíèÿ ïî ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìå, è ïðàêòè÷åñêóþ ÷àñòü, â êîòîðîé
îïèñàí õîä ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò ñîçäàí ïðî-
ãðàììíûé êîìïëåêñ èç ÷åòûðåõ ïðîãðàìì â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ LabView.
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1 Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà:
Äèñêðåòèçàöèÿ àíàëîãîâûõ
ñèãíàëîâ

1.1 Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
1.1.1 Ââåäåíèå
Ñîâðåìåííàÿ ðàäèîñâÿçü ñòàíîâèòñÿ öèôðîâîé, ïîýòîìó è ðàäèîôèçèêà, êàê ïðè-
êëàäíàÿ íàóêà, ïðèçâàííàÿ ðàçðàáàòûâàòü íîâûå ìåòîäû è íîâûå óñòðîéñòâà ñâÿ-
çè, âñå áîëüøå è áîëüøå çàíèìàåòñÿ öèôðîâûìè ñèãíàëàìè è ìåòîäàìè èõ îáðà-
áîòêè. Öèôðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðåîáðàçîâàíèå àíàëîãî-
âûõ ñèãíàëîâ â öèôðîâûå, ïðåîáðàçîâàíèå öèôðîâûõ ñèãíàëîâ (öèôðîâàÿ ôèëü-
òðàöèÿ), à òàêæå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå öèôðîâûõ ñèãíàëîâ â àíàëîãîâûå. Â
íàñòîÿùåé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû àíàëîãîâî-öèôðîâîãî è
öèôðî-àíàëîãîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è èññëåäóþòñÿ ñâÿçàííûå ñ ýòèì ýôôåêòû.

1.1.2 Òèïû ñèãíàëîâ
Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå òèïû ñèãíàëîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííûå ôîð-
ìû èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Àíàëîãîâûé ñèãíàë x(t) (ðèñ. 1.1) ÿâëÿåòñÿ âå-
ùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèåé âåùåñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà (êàê ïðàâèëî,
ýòîò àðãóìåíò - âðåìÿ). Çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà (t) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè,
íåïðåðûâíî çàïîëíÿþùèìè íåêîòîðûé èíòåðâàë: t ∈ [t1; t2]. Ñàì àíàëîãîâûé ñèã-
íàë íå îáÿçàí áûòü íåïðåðûâíûì - îí ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî

Ðèñ. 1.1: Àíàëîãîâûé ñèãíàë
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Ðèñ. 1.2: Äèñêðåòíûé ñèãíàë

òî÷åê ðàçðûâà, íî îí äîëæåí áûòü, êàê ìèíèìóì, êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì. Õîðîøî
èçâåñòíûé ïðèìåð êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî àíàëîãîâîãî ñèãíàëà - ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ (ìåàíäð). Åñëè èíòåðâàëû çíà÷åíèé
ñèãíàëà èëè âðåìåíè, íà êîòîðîì îí ðàññìàòðèâàåòñÿ, íå îãðàíè÷åíû, òî ïî óìîë-
÷àíèþ îíè ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè îò -∞ äî +∞. Ïðèìåð ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè
àíàëîãîâîãî ñèãíàëà: x(t) = 4.8 exp (−(t− 4)2/2.8). Ãðàôèê ýòîãî ñèãíàëà ïðèâåäåí
íà ðèñ.1.1. Èñòî÷íèêàìè àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêèå
ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ, íåïðåðûâíî ìåíÿþùèåñÿ âî âðåìåíè è/èëè â ïðîñòðàíñòâå.
Äèñêðåòíûé ñèãíàë x(n) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé âåùåñòâåííî-çíà÷íîé

ôóíêöèåé äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà n. Èíûìè ñëîâàìè, äèñêðåòíûé ñèãíàë ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íàáîð (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) îòñ÷åòîâ íåêîòîðîé âåëè÷èíû, èçìåðåííîé
â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Èíòåðâàë âðåìåíè τ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè îòñ÷åòàìè íàçûâàåòñÿ øàãîì äèñêðåòèçàöèè, à îáðàòíàÿ øàãó äèñêðåòèçà-
öèè âåëè÷èíà fd = 1/τ - ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè èëè ÷àñòîòîé Íàéêâèñòà (èëè
ωd = 2π/τ - êðóãîâàÿ ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè)1. Äèñêðåòíûé ñèãíàë ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç àíàëîãîâîãî ïîñðåäñòâîì ïðîöåäóðû äèñêðåòèçàöèè âî âðåìåíè. Â ýòîì
ñëó÷àå äèñêðåòíûé ñèãíàë xd(n) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòñ÷åòîâ,
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â òî÷íîñòè ðàâíû çíà÷åíèÿì èñõîäíîãî àíàëîãîâîãî ñèãíàëà â
ìîìåíòû âðåìåíè, îòñòîÿùèå íà øàã äèñêðåòèçàöèè:

xd(n) = x(nτ)

Òàê êàê îòñ÷åòû ñèãíàëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé íàáîð òî÷åê
- èõ ìîæíî çàíóìåðîâàòü öåëûìè ÷èñëàìè. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè, çàäàþùåé äèñêðåòíûé ñèãíàë - ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Ïðèìåð äèñêðå-
òèçàöèè àíàëîãîâîãî ñèãíàëà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ.1.1, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.2.
Öèôðîâîé ñèãíàë - ñèãíàë C(n), äèñêðåòíûé, êàê ïî çíà÷åíèÿì, òàê è ïî âðå-

ìåíè: C ∈ Z, n ∈ Z. Òî åñòü, â ñëó÷àå öèôðîâîãî ñèãíàëà è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

1Â òåîðåòè÷åñêèõ ðàçäåëàõ, â ôîðìóëàõ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ, êàê ïðàâèëî, êðóãîâûå ÷àñòîòû,
èçìåðÿåìûå â ðàäèàíàõ à ñåêóíäó, òîãäà êàê â ïðàêòè÷åñêèõ ðàçäåëàõ - òðàäèöèîííî âñå èçìå-
ðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì �îáû÷íûõ� ÷àñòîò, èçìåðÿåìûõ â Ãåðöàõ. Òî æå ïðàâèëî
áóäåò èñïîëüçîâàíî è äëÿ íîðìèðîâàííûõ ÷àñòîò, ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå.
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Ðèñ. 1.3: Öèôðîâîé ñèãíàë

è îáëàñòü çíà÷åíèé ïðèíàäëåæàò ê ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë. Öèôðîâîé ñèãíàë ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åí èç äèñêðåòíîãî ñèãíàëà ïîñðåäñòâîì ïðîöåäóðû êâàíòîâàíèÿ ïî
óðîâíþ. Ïðîèçâîäèòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Âûáèðàåòñÿ âåëè÷èíà øàãà êâàíòîâàíèÿ ∆x.

2. Ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî îòñ÷åòîâ ñèãíàëà Xi = i∆x, i - öåëîå:

Q = {...X−3, X−2, X−1, X0 = 0, X1, X2, ...}

3. Èñõîäíûé äèñêðåòíûé ñèãíàë xd(n) çàìåùàåòñÿ ñèãíàëîì X(n) ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå Xi èç ìíîæåñòâà
îòñ÷åòîâ Q, íàèáîëåå áëèçêîå ê xd(n):

xd(n) → Xi òàê ÷òî |Xi − xd(n)| ≤ |Xj − xd(n)| äëÿ âñåõ j 6= i

4. Ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòñ÷åòîâ Xi(n) çàìåíÿåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íîìåðîâ îòñ÷åòîâ C(n) = i(n)

Ïî ñóùåñòâó, öèôðîâîé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ äèñêðåòíîãî ñèãíàëà ïðè
îêðóãëåíèè îòñ÷åòîâ ïîñëåäíåãî äî îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà öèôð, êàê ýòî ïîêà-
çàíî íà ðèñ.1.3. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç àíàëîãîâîãî ñèãíàëà äèñêðåòíîãî
íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåñòè ïðîöåäóðó (à) äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè è
(á) êâàíòîâàíèÿ ïî óðîâíþ. Â ðåçóëüòàòå, âìåñòî íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà ìû ïîëó-
÷àåì äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë C(n).

Áîëüøèíñòâî ñèãíàëîâ, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ïðè îáðàáîòêå äàí-
íûõ, ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîâûìè ïî ñâîåé ïðèðîäå, äèñêðåòèçîâàííûìè è êâàíòîâàí-
íûìè â ñèëó ìåòîäè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé èçìåðåíèé èëè òåõíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
ðåãèñòðàöèè, ò.å. ïðåîáðàçîâàííûìè â öèôðîâûå ñèãíàëû. Íî ñóùåñòâóþò è ñèã-
íàëû, êîòîðûå èçíà÷àëüíî îòíîñÿòñÿ ê êëàññó öèôðîâûõ. Íàïðèìåð, ÷èñëî ãàììà-
êâàíòîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè èëè ïî÷àñîâàÿ çàâè-
ñèìîñòü ÷èñëî ïîñåùåíèé èíòåðíåò-ñàéòà.
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Ðèñ. 1.4: Ñèãíàë, âîññòàíîâëåííûé èç öèôðîâîãî ïðè ïîìîùè ÖÀÏ

1.1.3 ÀÖÏ è ÖÀÏ
Óñòðîéñòâî, ïðåîáðàçóþùåå àíàëîãîâûé ñèãíàë â öèôðîâîé, íàçûâàåòñÿ àíàëîãîâî-
öèôðîâûì ïðåîáðàçîâàòåëåì (ÀÖÏ). Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå, à îòòóäà - è â
íåêîòîðîé îòå÷åñòâåííîé ðóññêîÿçû÷íîé - èñïîëüçóåòñÿ àááðåâèàòóðà ADC (Analog-
to-Digital Converter). Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå öèôðîâûõ ñèãíàëîâ â àíàëîãîâûå
âûïîëíÿåòñÿ öèôðî-àíàëîãîâûì ïðåîáðàçîâàòåëåì, ÖÀÏ (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðà-
òóðå - Digital-to-Analog Converter, DAC). Ñèãíàë íà âûõîäå ÖÀÏ îáû÷íî èìååò ñòó-
ïåí÷àòóþ ôîðìó, ïîýòîìó òðåáóåò ñãëàæèâàíèÿ, êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ
ïðè ïîìîùè ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò. Íà ðèñ.1.4 ïîêàçàí òèïè÷íûé âèä ñèãíàëà ïî-
ñëå ÖÀÏ.

ÀÖÏ ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåò äâå îïåðàöèè íàä àíàëîãîâûì ñèãíàëîì: äèñ-
êðåòèçàöèþ è êâàíòîâàíèå. Ïîýòîìó è îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÀÖÏ ÿâëÿþò-
ñÿ øàã äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè τ è øàã êâàíòîâàíèÿ âî óðîâíþ ∆x. Â òåõíè-
÷åñêîé äîêóìåíòàöèè âìåñòî τ îáû÷íî èñïîëüçóþò îáðàòíóþ âåëè÷èíó - ÷àñòîòó
äèñêðåòèçàöèè, êîòîðóþ èçìåðÿþò â êîëè÷åñòâå âûáîðîê â ñåêóíäó

[âûá.
c

]
èëè â

Ãåðöàõ. Âìåñòî øàãà êâàíòîâàíèÿ â îïèñàíèè ÀÖÏ óêàçûâàþò ñâÿçàííóþ ñ íåé âå-
ëè÷èíó - ðàçðÿäíîñòü ÀÖÏ, ïîä êîòîðîé ïîíèìàþò ÷èñëî äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ (k),
èñïîëüçóåìûõ äëÿ çàïèñè îäíîãî êâàíòîâàííîãî çíà÷åíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ÀÖÏ ÿâëÿåòñÿ âîñüìèðàçðÿäíûì: k = 8. Òîãäà, îíî ìîæåò îòîáðàçèòü
28 = 256 öåëûõ ÷èñåë: îò 0 äî 255. Ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà ñèãíàëà íà âõîäå ÀÖÏ
(Xmax) ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé è òàêæå óêàçûâàåòñÿ â åãî òåõíè÷åñêîì îïèñàíèè.
Òàêèì îáðàçîì, âåñü äèíàìè÷åñêèé äèàïàçîí çíà÷åíèé âõîäíîãî ñèãíàëà áóäåò ïðî-
ñòèðàòüñÿ îò −Xmax äîXmax. Ýòîò äèàïàçîí äåëèòñÿ íà 256 óðîâíåé, ñëåäîâàòåëüíî,
øàã êâàíòîâàíèÿ ñîñòàâèò 2Xmax/256. Èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ïîíÿòíà ñâÿçü
ìåæäó ðàçðÿäíîñòüþ ÀÖÏ k è øàãîì êâàíòîâàíèÿ ∆x:

∆x =
Xmax

2k−1

Õàðàêòåðèñòèêè ÀÖÏ: ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè è ðàçðÿäíîñòü îïðåäåëÿþò ñòîè-
ìîñòü ýòîãî óñòðîéñòâà. ÀÖÏ ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè - äîñòàòî÷íî äîðî-
ãè. Ïîýòîìó, ïðè âûáîðå ñõåìû îáðàáîòêè ñèãíàëà íåîáõîäèìî ïðåäñòàâëÿòü, êàêè-
ìè íåîáõîäèìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äîëæåí îáëàäàòü ÀÖÏ, ÷òîáû íå ïðèâåñòè ê
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íåîáðàòèìûì èñêàæåíèÿì ñèãíàëà. Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî
ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ äèñêðåòèçàöèåé ñèãíàëà ïî âðåìåíè, à âîïðîñû êâàíòîâàíèÿ
îñòàâëåíû ïîêà áåç âíèìàíèÿ.

1.1.4 Ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàìè àíàëîãîâîãî è äèñêðåòíîãî
ñèãíàëîâ

×òîáû îöåíèòü òå ÿâëåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëà, óäîáíî
ïåðåéòè îò âðåìåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëîâ ê ñïåêòðàëüíîìó. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ñíà÷àëà, êàê ñâÿçàíû ñïåêòðû àíàëîãîâîãî è äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëîâ.
Ïóñòü íàì äàí íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé àíàëîãîâûé ñèãíàë x(t), êîòîðîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè F (ω):

F (ω) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp (−jωt) dt

Ïîñòðîèì äðóãîé ñèãíàë y(t), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé âûáîðêó èñõîäíîãî ñèãíàëà
x(t) â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè τ , 2τ , 3τ ,..., àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïîêàçàíî
íà ðèñ.1.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ y(t) ìîæíî áûëî çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêè,
ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ åäèíè÷íîãî áåñêîíå÷íî êîðîòêîãî èìïóëüñà

ξ(t) =

{
1 ïðè t = 0
0 ïðè t 6= 0

Òîãäà äèñêðåòèçîâàííûé ñèãíàë ìîæíî çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêè:

y(t) =
∞∑

n=−∞
x(t)ξ(t− nτ) (1.1)

Âèäíî, ÷òî y(t) îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü â ìîìåíòû âðåìåíè, êðàòíûå øàãó äèñêðå-
òèçàöèè τ , ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå îí ðàâåí èñõîäíîìó ñèãíàëó. Åñëè ìû ïîïðîáóåì
ïîñòðîèòü ñïåêòð îò (1.1), òî ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü, òîæäåñòâåííî ðàâ-
íóþ íóëþ. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ñèãíàë y(t) ðàâåí íóëþ
ïî÷òè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê. ×òîáû îáîéòè ýòó íåïðèÿòíîñòü
ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ñèãíàë

s(t) =
∞∑

n=−∞
x(t)δ(t− nτ) (1.2)

ãäå δ(t) - çíàìåíèòàÿ äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà, ðàâíàÿ íóëþ âåçäå, çà èñêëþ÷åíè-
åì t = 0, ãäå îíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Âèäíî, ÷òî ñèãíàë s(t) îòëè÷àåòñÿ
îò äèñêðåòíîé âûáîðêè y(t) òîëüêî ñâîåé àìïëèòóäîé - îíà ó íåãî áåñêîíå÷íî âå-
ëèêà. Îäíàêî, êàê ìû çíàåì, ñâîéñòâà ñïåêòðà íå çàâèñÿò îò àìïëèòóäû ñèãíàëà,
ïîñêîëüêó èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå - ëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ. Ïîýòîìó ôîð-
ìà ñïåêòðà äëÿ ñèãíàëà s(t) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ôîðìîé ñïåêòðà äëÿ ñèãíàëà y(t),
ïðè òîì, ÷òî âåëè÷èíà ýòîãî ñïåêòðà, êàê ìû óâèäèì äàëåå, áóäåò íåíóëåâîé.
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Èòàê, ïîñòðîèì ôóíêöèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè äëÿ âûáîðêè s(t) è ñðàâíèì
åå ñ F (ω):

Fs(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t)

[ ∞∑
n=−∞

δ(t− nτ)

]
exp (−jωt) dt (1.3)

Ôóíêöèÿ ϕ(t) =
∑∞

n=−∞ δ(t−nτ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äåëüòà ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì τ . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

ϕ(t) =
∞∑

k=−∞
Ck exp

(
j
2π

τ
kt

)
(1.4)

Êîýôôèöèåíòû Ck ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòüþ îäèíî÷íîãî èìïóëüñà (â äàííîì ñëó÷àå δ(t)) è êîýôôèöèåí-
òàìè ðÿäà Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ èìïóëüñîâ (ϕ(t)):

Ck =
1

τ
Fδ

(
2π

τ
k

)
=

1

τ

Ïîäñòàâëÿÿ (1.2) â (1.1) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó-
÷èì:

Fs(ω) =
1

τ

∞∑

k=−∞

∫ ∞

−∞
x(t) exp

(
−j

[
ω − 2π

τ
k

]
t

)
dt

Âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íè ÷òî èíîå, êàê ñïåêòðàëüíóþ
ïëîòíîñòü ñèãíàëà x(t) íà ÷àñòîòå ω − 2π

τ
k. Ïîýòîìó, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Fs(ω) =
1

τ

∞∑

k=−∞
F

(
ω − 2π

τ
k

)
(1.5)

Òàêèì îáðàçîì, èç (1.5) âèäíî, ÷òî ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì
τ ñèãíàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �íàëîæåíèå� íà ñïåêòð àíàëîãîâîãî ñèãíàëà F (ω) åãî
êîïèé, ñäâèíóòûõ íà ÷àñòîòû, êðàòíûå ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè ωd = 2π/τ . Îòñþäà
ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêî âàæíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèëîæåíèÿ âûâîäîâ:

1. Ñïåêòð äèñêðåòíîãî ñèãíàëà - åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòîòû ñ ïåðèî-
äîì, ðàâíûì ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè. Ïîýòîìó òàêîé ñïåêòð èìååò ñìûñë èç-
ìåðÿòü â ïîëîñå ÷àñòîò îò 0 äî ωd: íà äðóãèõ ÷àñòîòàõ îí ïîâòîðÿåòñÿ.

2. Åñëè ñïåêòð àíàëîãîâîãî ñèãíàëà îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷àñòîòîé ωh, ïðè÷åì 2ωh ≤
ωd, òî ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïåðèîäè-
÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñïåêòðà àíàëîãîâîãî ñèãíàëà (ðèñ.1.5b ).

3. Åñëè ñïåêòð àíàëîãîâîãî ñèãíàëà èìååò ñêîëü óãîäíî âûñîêèå ÷àñòîòû èëè æå
îí îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷àñòîòîé ωh, íî ïðè ýòîì ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè ìåíüøå
óäâîåííîé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ñïåêòðà 2ωh > ωd, ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ñèã-
íàëà áóäå ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íàëîæåíèå íà ñïåêòð F (ω) åãî êîïèé; ïðè ýòîì
áóäåò ïðîèñõîäèòü ïåðåêðûòèå ÷àñòåé ñïåêòðà êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.5c.
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ωωω
h h

F
dω ωd ωdωd

ωωω
h h

ω ωωω dddd

ωωω
h h

F

F

(a)

(b)

(c)

Ðèñ. 1.5: Ñïåêòð àíàëîãîâîãî ñèãíàëà (a) è ñïåêòðû äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà: (b)
åñëè 2ωh < ωd è (c) åñëè 2ωh > ωd
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Èç âòîðîãî è òðåòüåãî ïóíêòîâ ìîæíî ñäåëàòü âàæíûé âûâîä: äëÿ òîãî, ÷òîáû
ñïåêòð äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà íå èñêàæàëñÿ çà ñ÷åò íàëîæåíèÿ, íåîáõîäèìî,
÷òîáû ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè áûëà êàê ìèíèìóì âäâîå âûøå ìàêñèìàëüíîé ÷à-
ñòîòû â ñïåêòðå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà. Äàííîå ïðàâèëî íàçûâàþò êðèòåðèåì Êî-
òåëüíèêîâà (à â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå - êðèòåðèåì Íàéêâèñòà).

Èòàê, ðàññìîòðåâ ñâîéñòâà ñïåêòðà äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà, ìû îïðåäåëèëè
óñëîâèå äëÿ øàãà äèñêðåòèçàöèè, òî åñòü íàøëè çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû
âûáîðêè ÀÖÏ, êîòîðîå äîñòàòî÷íî äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ñ îïðåäåëåííûì õàðàê-
òåðîì ñïåêòðà. ×òî ïðîèçîéäåò, åñëè äàííûé êðèòåðèé íå áóäåò âûïîëíåí? Â ýòîì
ñëó÷àå, êàê ýòî ñëåäóåò èç ðèñóíêà 1.5c ïðîèçîéäåò ïåðåêðûòèå ñïåêòðà ñ ñîáñòâåí-
íûì ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íèçêî÷àñòîòíûå ñîñòàâëÿ-
þùèå ñïåêòðà íàêëàäûâàþòñÿ íà âûñîêî÷àñòîòíûå ñîñòàâëÿþùèå. Òàêîå ÿâëåíèå
íàçûâàþò �ïðîñà÷èâàíèåì� âûñîêî÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò ñïåêòðà â îáëàñòü íèçêèõ
÷àñòîò (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå - aliasing). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè çàïèñè àêó-
ñòè÷åñêîãî ñèãíàëà îðêåñòðà â ïîìåùåíèè îò êàêîãî-òî óñòðîéñòâà ïðèñóòñòâóåò
óëüòðàçâóêîâîé ñèãíàë ñ ÷àñòîòîé 30 êÃö. ×àñòîòà ñèãíàëà íàõîäèòñÿ çà ãðàíèöåé
âîñïðèèì÷èâîñòè ÷åëîâå÷åñêîãî óõà, ïîýòîìó ñàì ñèãíàë ñëûøåí íå áóäåò. Â ñïåê-
òðå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ïðèñóòñòâóþò äâå êîìïîíåíòû: íà ÷àñòîòå 30 êÃö è íà
÷àñòîòå −30 êÃö. Çàïèñü âûïîëíÿåòñÿ ñ äèñêðåòèçàöèåé ñèãíàëà íà âûõîäå ìèê-
ðîôîíà ñî ñòàíäàðòíîé ÷àñòîòîé 44.1 êÃö. Ïðè ïðîñëóøèâàíèè òàêîé çàïèñè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ÖÀÏ ìû óñëûøèì äàííûé ñèãíàë íà ÷àñòîòå −30 + 44.1 = 14.1 êÃö.
Âîññòàíîâëåííûé ñèãíàë áóäåò âûãëÿäåòü òàê, êàê åñëè áû ÷àñòîòû, ëåæàùèå âûøå
ïîëîâèíû ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè, îòðàçèëèñü â íèæíþþ ÷àñòü ñïåêòðà è ñëîæè-
ëèñü ñ ïðèñóòñòâóþùèìè òàì ãàðìîíèêàìè. Ýòî òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò ïîÿâëåíèÿ
ëîæíûõ (êàæóùèõñÿ) ÷àñòîò. Ýôôåêò àíàëîãè÷åí âñåì èçâåñòíîìó ýôôåêòó îá-
ðàòíîãî âðàùåíèÿ êîëåñ àâòîìîáèëÿ íà ýêðàíàõ êèíî è òåëåâèçîðîâ, êîãäà ñêîðîñòü
èõ âðàùåíèÿ íà÷èíàåò ïðåâûøàòü ÷àñòîòó ñìåíû êàäðîâ. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïî-
ÿâëåíèÿ ëîæíûõ ÷àñòîò ñëåäóåò ïîâûøàòü ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè èëè îãðàíè÷èòü
ñïåêòð ñèãíàëà ïåðåä îöèôðîâêîé ôèëüòðàìè íèæíèõ ÷àñòîò, êîòîðûå ïðîïóñêà-
þò áåç èçìåíåíèÿ âñå ÷àñòîòû íèæå ÷àñòîòû ñðåçà è ïîäàâëÿþò â ñèãíàëå ÷àñòîòû
âûøå ÷àñòîòû ñðåçà. ×àñòîòà ñðåçà àíòè-àëèàñèíãîâûõ ôèëüòðîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ
ðàâíîé ïîëîâèíå ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè.

1.1.5 Âîññòàíîâëåíèå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà èç åãî
ðàâíîìåðíîé âûáîðêè

Ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü àíàëîãîâûé ñèãíàë èç åãî âûáîðêè, ïðîèçâåäåííîé ñ ðàâ-
íîìåðíûì øàãîì? Íà ïåðâûé âçãëÿä îòâåò äîëæåí áûòü îòðèöàòåëüíûì: âåäü ïðè
äèñêðåòèçàöèè íåîáðàòèìî òåðÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ ñèãíàëà â ìîìåíòû
âðåìåíè, ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó òî÷êàìè âûáîðêè. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òà-
êîå âîññòàíîâëåíèå âîçìîæíî, åñëè øàã äèñêðåòèçàöèè óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ
Íàéêâèñòà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû âûáåðåì èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè äîñòàòî÷íî
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ìàëûì, ñïåêòð ñèãíàëà â îñíîâíîé ïîëîñå2 íå áóäåò èñêàæàòüñÿ çà ñ÷åò ýôôåêòà íà-
ëîæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îòôèëüòðîâàòü îñíîâíóþ ÷àñòü ñïåêòðà, ëåæàùóþ â
ïîëîñå ÷àñòîò îò 0 äî 0.5ωd, ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè ñïåêòð èñõîäíîãî àíàëîãîâîãî
ñèãíàëà. Ïîñêîëüêó ïðîöåäóðà ðàñ÷åòà ñïåêòðà è ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ñèã-
íàëà èç ñïåêòðà (ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå) - âçàèìíîîäíîçíà÷íû,
òî è èñõîäíûé àíàëîãîâûé ñèãíàë ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ âîññòàíîâëåí. Ïîêàæåì
êàê ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà èç äèñêðåòíîé
âûáîðêè.

Ïóñòü x(t) - ñèãíàë ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì: åãî ñïåêòð ñîäåðæèòñÿ â ïîëîñå
÷àñòîò îò íóëÿ äî ωh. Ïóñòü, òàêæå xd(n) - åãî âûáîðêà ñ øàãîì äèñêðåòèçàöèè
τ , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè ωd = 2π/τ . Ïðåäïîëîæèì òàê-
æå, ÷òî âûáîð øàãà äèñêðåòèçàöèè ñîîòâåòñòâóåò êðèòåðèþ Íàéêâèñòà: ωd ≥ 2ωh.
Çàïèøåì âûðàæåíèå ñèãíàëà ÷åðåç îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ôóíêöèè
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè:

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω) exp (jωt) dω

Ïîñêîëüêó, â ñèëó êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà, âåñü ñïåêòð ñèãíàëà ñîäåðæèòñÿ â ïîëîñå
îò −0.5ωd äî 0.5ωd, ïðåäåëû â èíòåãðàëå ìîæíî çàìåíèòü:

x(t) =
1

2π

∫ 0.5ωd

−0.5ωd

F (ω) exp (jωt) dω (1.6)

Òåïåðü, ïîéäåì íà íåáîëüøóþ õèòðîñòü - çàìåíèì â ôîðìóëå (1.6) ôóíêöèþ F (ω) íà
åå ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå F1(ω) = F (ω) åñëè ω ∈ [−0.5ωd; 0.5ωd] è F1(ω+ωd) =
F1(ω):

x(t) =
1

2π

∫ 0.5ωd

−0.5ωd

F1(ω) exp (jωt) dω (1.7)

Äàííàÿ çàìåíà ïðàâîìåðíà, ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ îáå ôóíêöèè
ñîâïàäàþò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, F1(ω), â îòëè÷èå îò F (ω) - ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
÷àñòîòû, ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ωd. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:

F1(ω) =
∞∑

k=−∞
Ck exp

(
j
2πk

ωd

ω

)
(1.8)

Òåïåðü ïîäñòàâèì (1.8) â (1.7) è ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóììèðîâà-
íèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ:

x(t) =
1

2π

∞∑

k=−∞
Ck

∫ 0.5ωd

−0.5ωd

exp

(
jω

[
t+

2πk

ωd

])
dω (1.9)

2Îñíîâíîé ïîëîñîé áóäåì íàçûâàòü äèàïàçîí ÷àñòîò îò −ωd/2 äî ωd/2
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Èíòåãðàë â (1.9) ëåãêî áåðåòñÿ:

x(t) =
1

2π

∞∑

k=−∞
CkωdSinc (0.5tωd + πk) (1.10)

Çäåñü Sinc(x) = sin (x) /x. ×òîáû íàéòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Ck ïîäñòàâèì
â (1.10) t = −2πn

ωd
:

x

(
−2πn

ωd

)
=

1

2π

∞∑

k=−∞
CkωdSinc (πk − πn) (1.11)

Òàê êàê ôóíêöèÿ Sinc (πk − πn) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïðè n = k è ðàâíà â ýòîì
ñëó÷àå åäèíèöå, òî:

Ck = 2πx (−kτ)
è

x(t) =
2π

τ

∞∑

k=−∞
x (kτ)Sinc

(
πt

τ
− πk

)
(1.12)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (1.12) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Êîòåëüíèêîâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
íåé, çíà÷åíèå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ìîæ-
íî âîññòàíîâèòü ïî çíà÷åíèÿì, âûáðàííûì ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì τ ,
åñëè øàã äèñêðåòèçàöèè óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Íàéêâèñòà. Äàííîå
óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà.

1.1.6 Äèñêðåòèçàöèÿ ïîëîñîâûõ ñèãíàëîâ.
Â ðàçäåëå 1.1.4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óñòðàíåíèÿ èñêàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîÿâ-
ëåíèåì ëîæíûõ ÷àñòîò íåîáõîäèìî âûáèðàòü ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè êàê ìèíèìóì
âäâîå âûøå ñàìîé âûñîêîé ÷àñòîòû â ñïåêòðå àíàëîãîâîãî ñèãíàëà. Ñóùåñòâóþò
ëè èñêëþ÷åíèÿ èç ýòîãî ïðàâèëà? Äà, îêàçûâàåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ìîæíî
âûáèðàòü ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè ñóùåñòâåííî ìåíüøåé, ÷åì ýòî îïðåäåëåíî êðè-
òåðèåì Íàéêâèñòà. Ýòî âîçìîæíî äëÿ ñèãíàëîâ ñ ïîëîñîâûì ñïåêòðîì, òî åñòü òà-
êèõ, ñïåêòð êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â ïîëîñå ÷àñòîò îò f1 > 0 äî f2. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè
íåïðåðûâíûõ ïîëîñîâûõ ñèãíàëîâ, íèæíÿÿ ÷àñòîòà ñïåêòðà êîòîðûõ îòëè÷íà îò íó-
ëÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä, èçâåñòíûé êàê ïîëîñîâàÿ äèñêðåòèçàöèÿ. Ïîëîñîâàÿ
äèñêðåòèçàöèÿ â ëèòåðàòóðå óïîìèíàåòñÿ ïîä ðàçëè÷íûìè äðóãèìè íàçâàíèÿìè,
òàêèìè êàê äèñêðåòèçàöèÿ Ï×, ãàðìîíè÷åñêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ, ñóá-íàéêâèñòîâñêàÿ
äèñêðåòèçàöèÿ è äèñêðåòèçàöèÿ ñ ïîíèæåííîé ÷àñòîòîé. Êîãäà øèðèíà ñïåêòðà
è öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà íåïðåðûâíîãî âõîäíîãî ñèãíàëà ïîçâîëÿþò, ïîëîñîâàÿ äèñ-
êðåòèçàöèÿ íå òîëüêî äàåò âîçìîæíîñòü ñíèçèòü òðåáóåìîå áûñòðîäåéñòâèå ÀÖÏ ïî
ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííîé íèçêî÷àñòîòíîé äèñêðåòèçàöèåé, íî è óìåíüøàåò îáúåì
ïàìÿòè, íåîáõîäèìûé äëÿ õðàíåíèÿ ñèãíàëà íà çàäàííîì èíòåðâàëå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ ñèãíàëà ñ îãðàíè÷åííûì ñïåê-
òðîì, ïîêàçàííîãî íà ðèñóíêå 1.6à, ó êîòîðîãî ñïåêòð ñèãíàëà íàõîäèòñÿ â ïîëîñå
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Ðèñ. 1.6: Ïðèìåð ïîëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè

÷àñòîò øèðèíîé ∆f = 5 ÌÃö è ëîêàëèçîâàí â îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû
ñïåêòðà fc = 20 Ìãö (ðèñ.1.6a). Çàìåòèì, ïîëíûé ñïåêòð ñèãíàëà, êàê ýòî ñëåäóåò
èç ñâîéñòâ ñïåêòðà âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ, ñîñòîèò èç ãàðìîíèê íà ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷àñòîòàõ è çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûõ èì ãàðìîíèê íà îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîòàõ.
Äëÿ äèñêðåòèçàöèè òàêîãî ñèãíàëà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Íàéêâèñòà (äèñ-
êðåòèçàöèÿ ñ ÷àñòîòîé, ïðåâûøàþùåé â 2 ðàçà íàèâûñøóþ ÷àñòîòó â ñïåêòðå ñèã-
íàëà), íàì íóæíî ÀÖÏ ñ ÷àñòîòîé âûáîðêè áîëåå 45 ÌÃö. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî,
÷òî äëÿ ïîëîñîâûõ ñèãíàëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÀÖÏ è ñ ìåíüøåé ÷àñòîòîé äèñ-
êðåòèçàöèè. Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè áóäåò ðàâíà
fd = 17.5 ÌÃö, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.6b. Èç ðèñóíêà õîðîøî âèäíî, çà ñ÷åò
÷åãî óäàåòñÿ èçáåæàòü íàëîæåíèÿ - êîïèè îñíîâíîé ÷àñòè ñïåêòðà �ïðîìàõèâàþòñÿ�
îòíîñèòåëüíî íåå, ïîïàäàÿ â òå ÷àñòîòíûå îáëàñòè, ãäå ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû
àíàëîãîâîãî ñèãíàëà îòñóòñòâóþò. Äåéñòâèòåëüíî, îáëàñòü îñíîâíîé ÷àñòè ñïåêòðà,
ðàñïîëàãàþùàÿñÿ â ïîëîñå ÷àñòîò îêîëî ÷àñòîòû −fc �êîïèðóåòñÿ� â îáëàñòè, ðàñïî-
ëàãàþùèåñÿ îêîëî ÷àñòîò fd−fc = 2.5 ÌÃö è 2fd−fc = 15 ÌÃö. Àíàëîãè÷íî ýòîìó,
îáëàñòü îñíîâíîé ÷àñòè ñïåêòðà, ðàñïîëàãàþùàÿñÿ â ïîëîñå ÷àñòîò îêîëî ÷àñòîòû
fc �êîïèðóåòñÿ� â îáëàñòè îêîëî ÷àñòîò fc − fd = −2.5 ÌÃö è fc − 2fd = −15 ÌÃö.
Äèñêðåòèçàöèÿ íå ïðèâîäèò ê íàëîæåíèþ, íî ïåðåíîñèò ñïåêòð ñèãíàëà â îáëàñòü
íèçêèõ ÷àñòîò è çåðêàëüíî îòðàæàåò åãî.

Èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ÿñíî, ÷òî ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ÷àñòîòó äèñêðåòè-
çàöèè, íå óäîâëåòâîðÿþùóþ êðèòåðèþ Íàéêâèñòà, ÷òî íàëîæåíèÿ ñïåêòðà íà ïðî-
èçîéäåò. Â òî æå âðåìÿ, ïîíÿòíî, ÷òî ïðè äðóãèõ ÷àñòîòàõ (ê ïðèìåðó fd = 14 ÌÃö)
íàëîæåíèå áóäåò èìåòü ìåñòî. Êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò âûáèðàòü ÷àñòîòó ïîëîñîâîé
äèñêðåòèçàöèè? Ïðîâåäåì ôîðìàëüíîå ðàññìîòðåíèå ýòîãî âîïðîñà.

Ïóñòü ñïåêòð àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîâûì, òî åñòü çàêëþ÷åí â îá-
ëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò ìåæäó fA > 0 è fB > fA. Îáîçíà÷èì öåíòðàëüíóþ
÷àñòîòó ñïåêòðà fc = (fB + fA)/2 è åãî øèðèíó ∆f = fB − fA. Â îáëàñòè îòðèöà-
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òåëüíûõ ÷àñòîò ñîîòâåòñòâåííî áóäåò íàõîäèòüñÿ çåðêàëüíîå îòðàæåíèå �ïîëîæè-
òåëüíîãî� ñïåêòðà â äèàïàçîíå ÷àñòîò −fB ≤ f ≤ −fA. Ðàññìîòðèì �êëîíèðîâàíèå�
îòðèöàòåëüíîé ïîëîñû ñïåêòðà ïðè äèñêðåòèçàöèè ñ ÷àñòîòîé fd (êëîíèðîâàíèå
ïîëîæèòåëüíîé ïîëîñû áóäåò ïðîèñõîäèòü ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì). Çà ñ÷åò äèñ-
êðåòèçàöèè â ñïåêòðå ïîÿâÿòñÿ êîïèè îòðèöàòåëüíîé ïîëîñû ñïåêòðà íà ÷àñòîòàõ
−fB + fd ≤ f ≤ −fA + fd, −fB + 2fd ≤ f ≤ −fA + 2fd, −fB + 3fd ≤ f ≤ −fA + 3fd....
Ïðåäïîëîæèì, âíóòðè äèàïàçîíà ÷àñòîò, çàíèìàåìîãî ñïåêòðîì àíàëîãîâîãî ñèãíà-
ëà −fB ≤ f ≤ fB ïîìåùàåòñÿ k êîïèé îòðèöàòåëüíîé ïîëîñû ñïåêòðà. Ýòî çíà÷èò,
÷òî k-àÿ êîïèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ â äèàïàçîíå ÷àñòîò −fB + kfd ≤ f ≤ −fA + kfd. ×òî-
áû íå áûëî ïåðåêðûòèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëîñîé ñïåêòðà (fA ≤ f ≤ fB), íóæíî,
÷òîáû âåðõíÿÿ ÷àñòîòà êîïèè −fA + kfd áûëà ìåíüøå íèæíåé ÷àñòîòû îñíîâíîé
ïîëîñû fA:

−fA + kfd ≤ fA (1.13)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäóþùàÿ êîïèÿ ñ íîìåðîì k + 1 äîëæíà �ïåðåñêî÷èòü� ÷åðåç
îñíîâíóþ ïîëîñó, íå ïåðåñåêàÿñü ñ íåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàïà-
çîíà ÷àñòîò ýòîé êîïèè −fB + (k + 1)fd äîëæíà áûòü âûøå, ÷åì âåðõíÿÿ ãðàíèöà
äèàïàçîíà ÷àñòîò îñíîâíîé ïîëîñû fB:

−fB + (k + 1)fd ≥ fB (1.14)

Ïîäñòàâëÿÿ â íåðàâåíñòâà (1.13) è (1.14) çíà÷åíèÿ fA = fc−∆f/2 è fB = fc+∆f/2, è
îáúåäèíÿÿ èõ â îäíî, ïîëó÷èì êðèòåðèé �ïðàâèëüíîñòè� âûáîðà ÷àñòîòû ïîëîñîâîé
äèñêðåòèçàöèè:

2fc + ∆f

k + 1
≤ fd ≤ 2fc −∆f

k
, (1.15)

ãäå k - íåêîòîðîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Èç (1.15) ëåãêî ïîëó÷èòü óñëîâèå äëÿ
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ k:

2fc + ∆f

kmax + 1
≤ 2fc −∆f

kmax

,

èëè:
0 < kmax ≤ fc

∆f
− 1

2
(1.16)

Íåðàâåíñòâà (1.15) è (1.16) äàþò âîçìîæíîñòü ïîäîáðàòü íóæíóþ ÷àñòîòó äèñêðå-
òèçàöèè. Âíà÷àëå, èç (1.16) íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå kmax, çàòåì - âûáèðàåì
íåêîòîðîå k ≤ kmax. Ïîñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ (1.15), îïðåäåëÿåì ïîäõîäÿùåå çíà÷å-
íèå ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè fd. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ðàññìîòðåííîãî íàìè ñëó÷àÿ íà
ðèñ.1.6a, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå k ñîñòàâëÿåò öåëóþ ÷àñòü îò 20 ÌÃö/5ÌÃö −0.5
è ðàâíÿåòñÿ òðåì. Ïîýòîìó âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k äëÿ ïîëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè
k = {1, 2, 3}. Â ïåðâîì ñëó÷àå (k = 1) ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè äîëæíà ëåæàòü â
äèàïàçîíå 22.5 ≤ fd ≤ 35 ÌÃö, âî âòîðîì ñëó÷àå (k = 2) - 15 ≤ fd ≤ 20 ÌÃö, à â
òðåòüåì (k = 3) - 11.25 ≤ fd ≤ 13.33 ÌÃö

Ñïåêòð äèñêðåòíûõ âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ ïðèíÿòî àíàëèçèðîâàòü â äèàïàçîíå
÷àñòîò îò 0 äî 0.5fd. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè ñïåêòðîâ äèñêðåòíûõ
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ñèãíàëîâ. Ïîýòîìó, ïðè ïîëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè, âìåñòî íàáîðà �êîïèé� îñíîâíîé
ïîëîñû ñïåêòðà, öèôðîâîé àíàëèçàòîð ñïåêòðà ïîêàæåò íàì òîëüêî òå åãî îáëàñòè,
êîòîðûå ëåæàò â äàííîé ïîëîñå ÷àñòîò. Âîçâðàùàÿñü ê ðèñóíêó 1.6b, ìû óâèäèì èç
âñåé êàðòèíêè òîëüêî òó ÷àñòü ñïåêòðà, êîòîðàÿ ëåæèò â ïîëîñå ÷àñòîò øèðèíîé
8.75 ÌÃö: òî åñòü êîïèþ ñïåêòðà àíàëîãîâîãî ñèãíàëà, ïåðåíåñåííóþ â îêðåñòíîñòü
÷àñòîòû 2.5 ÌÃö. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîñîâàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ïðèâîäèò ê ïåðåíîñó
ñïåêòðà â îáëàñòü íèçêèõ ÷àñòîò, à òàêæå, ê åãî âîçìîæíîìó çåðêàëüíîìó îòðàæå-
íèþ.

1.2 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü
Â õîäå ýêñïåðèìåíòà ïðîâîäèòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâûõ ðàäèîñèãíàëîâ
(ãàðìîíè÷åñêèå, ïðÿìîóãîëüíûå, òðåóãîëüíûå, ïèëîîáðàçíûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ, àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ, øóìîâûå êîëåáàíèÿ) ñ çàäàííûì
øàãîì äèñêðåòèçàöèè è ñòðîÿòñÿ ñïåêòðû ìîùíîñòè èñõîäíîãî è äèñêðåòèçîâàííî-
ãî ñèãíàëà. Êðîìå òîãî, ðåøàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà èç
äèñêðåòíîãî ïðè ïîìîùè ðÿäà Êîòåëüíèêîâà.

1.2.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, ñî-
çäàííóþ â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ LabView, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ðå-
ãóëÿðíûå è øóìîâûå ðàäèîñèãíàëû, ïðîâîäèòü èõ äèñêðåòèçàöèþ ïî âðåìåíè ñ
çàäàííûì ðàâíîìåðíûì øàãîì, ñòðîèòü ñïåêòðû ìîùíîñòè àíàëîãîâîãî è äèñêðå-
òèçîâàííîãî ñèãíàëîâ, âîññòàíàâëèâàòü àíàëîãîâûé ñèãíàë èç åãî äèñêðåòíîé âû-
áîðêè, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Êîòåëüíèêîâà. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà èçîáðàæå-
íà íà ðèñ. 1.7 Â óñòàíîâêó âõîäèò ãåíåðàòîð ñèãíàëîâ, ïîçâîëÿþùèé ãåíåðèðîâàòü
àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ ñ ãàðìîíè÷åñêîé îãèáàþùåé:

x(t) = [1 +mA2(t)]A1(t) (1.17)

ãäå A1,2 - ñèãíàëû íåñóùåé è îãèáàþùåé: A1(t) = aΦ(t) + bξ(t), Φ(t) - ðàäèîñèãíàë
åäèíè÷íîé àìïëèòóäû ñ áàçîâîé ÷àñòîòîé f0, ôîðìà ñèãíàëà âûáèðàåòñÿ èç ñëåäó-
þùåãî íàáîðà:

• ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë,

• ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ,

• ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíûõ èìïóëüñîâ,

• ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïèëîîáðàçíûõ èìïóëüñîâ;

bξ(t) - ïîëîñîâîé øóì ñ èíòåíñèâíîñòüþ b, ñïåêòð êîòîðîãî ðàñïîëîæåí â ïîëîñå
÷àñòîò îò f1 äî f2; A2(t) = cosFt. Ñèãíàë îò ãåíåðàòîðà ïîäàåòñÿ íà óñòðîéñòâî äèñ-
êðåòíîé âûáîðêè, ïðîâîäÿùåé âûáîðêó ñèãíàëà ñ øàãîì τ : xd(n) = x(nτ). Ñïåêòð
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Ðèñ. 1.7: Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà óñòàíîâêè äëÿ àíàëèçà ïðîöåññîâ äèñêðåòèçàöèè

îáîèõ ñèãíàëîâ (àíàëîãîâîãî è äèñêðåòíîãî) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì àëãîðèò-
ìà ÄÏÔ è îòîáðàæàåòñÿ íà àíàëèçàòîðàõ ñïåêòðà. Ôîðìà ñèãíàëîâ îòîáðàæàåòñÿ
íà ýêðàíàõ îñöèëëîãðàôîâ. Óñòðîéñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäèò âîññòàíîâëåíèå
àíàëîãîâîãî ñèãíàëà èç äèñêðåòíîé âûáîðêè. Ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ îòîáðàæà-
åòñÿ íà ýêðàíå îñöèëëîãðàôà. Êðîìå òîãî, ðàññ÷èòûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì,êîòîðàÿ îòîáðàæàåòñÿ íà
öèôðîâîì èíäèêàòîðå.

Íà ðèñ.1.8 ïðèâåäåíà ïåðåäíÿÿ ïàíåëü óñòàíîâêè. Íà íåé ðàñïîëàãàþòñÿ:

1. Îñíîâíîé ãåíåðàòîð (Main Generator) - ìíîãîôóíêöèîíàëüíûé ãåíåðàòîð, êî-
òîðûé ôîðìèðóåò ÷åòûðå ôîðìû ñèãíàëà. Îí ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ýëåìåíòû
óïðàâëåíèÿ:

a) Signal choice � ïåðåêëþ÷àòåëü ôîðìû âûõîäíîãî ñèãíàëà. Íàæàòèåì íà
êíîïêó ôîðìà ñèãíàëà èçìåíÿåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèíóñ � ïðÿìî-
óãîëüíèê � òðåóãîëüíèê � ïèëîîáðàçíûé ñèãíàë.

b) Frequency � ðåãóëÿòîð ÷àñòîòû â ïðåäåëàõ âûáðàííîãî äèàïàçîíà îò 0−
100 Ãö. Ïðè âðàùåíèè ðó÷êè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå
÷àñòîòû, ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè � óìåíüøåíèå.

c) Amplitude � ðåãóëÿòîð àìïëèòóäû âûõîäíîãî ñèãíàëà îò 0-5.
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Ðèñ. 1.8: Âèä ïåðåäíåé ïàíåëè óñòàíîâêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëîâ
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2. Ãåíåðàòîð Øóìà (Noise Generator) - ãåíåðèðóåò øóìîâîé ñèãíàë. Óâåëè-
÷èâàÿ àìïëèòóäó øóìà ãåíåðàòîð íà÷èíàåò ðàáîòàòü, ïðè ïîëîæåíèè ðó÷êè â
êðàéíåì ëåâîì ïîëîæåíèè � ãåíåðàòîð âûêëþ÷åí.

a) Ðó÷êàNoise choice èçìåíÿåò òèï øóìà: ñëó÷àéíûé áåëûé øóì (uniform)
è ïîëîñîâîé (bandwidth).

b) Ðó÷êè low fr. è high fr. çàäàþò ïîëîñó ÷àñòîò äëÿ ïîëîñîâîãî øóìà,
äèàïàçîí èçìåíåíèÿ íèæíåé ÷àñòîòû îò 0 − 30 Ãö, âåðõíåé îò 20 − 100
Ãö.

c) Noise amplitude � ðåãóëÿòîð àìïëèòóäû øóìà îò 0 � 0.1.

3. Áëîê âûáîð øàãà äèñêðåòèçàöèè (Sampling) Äàííûé áëîê îñóùåñòâ-
ëÿåò âûáîð øàãà äèñêðåòèçàöèè àíàëîãîâîãî ñèãíàëà. Ïðè âðàùåíèè ðó÷êè
Sampling ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ìû óâåëè÷èâàåì øàã äèñêðåòèçàöèè îò 0 äî
0.05 è âûøå, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè. ×àñòîòà
äèñêðåòèçàöèè îòîáðàæàåòñÿ ñòðåëî÷íûì èíäèêàòîðîì Sampling Frequency

4. Ãåíåðàòîð îãèáàþùåé àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè (Modulation Generator)

a) modulation coe�. � ðåãóëÿòîð èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà ìîäóëÿöèè îò
0 äî 100%.

b) modulation frequency � ðåãóëÿòîð èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè îò 0.1
äî 20 Ãö.

5. Àíàëèçàòîð ñïåêòðà àíàëîãîâîãî ñèãíàëà (Analog Spectrum)

6. Àíàëèçàòîð ñïåêòðà äèñêðåòíîãî ñèãíàëà (Discrete Spectrum)

a) Ðåãóëÿòîð Frequency ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ïîëîñó ÷àñòîò äëÿ îáçîðà íà
ýêðàíå àíàëèçàòîðîâ ñïåêòðîâ.

b) Ðó÷êè Spectrum scale � âûáèðàåò ìàñøòàá ðàñ÷åòà ñïåêòðà: ëîãàðèô-
ìè÷åñêèé èëè ëèíåéíûé.

c) Ìåòêà áåëîãî öâåòà íà ýêðàíå àíàëèçàòîðà îòìå÷àåò ïîëîæåíèå êðèòè÷å-
ñêîé ÷àñòîòû Íàéêâèñòà (ïîëîâèíà ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè).

d) Ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëüíûé êóðñîðû (æåëòîãî öâåòà) íà ýêðàíå àíà-
ëèçàòîðà ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü êóðñîðíûå èçìåðåíèÿ.

7. Îñöèëëîãðàô 1 ñòðîèò èñõîäíûé ñèãíàë (çåëåíàÿ êðèâàÿ) è äèñêðåòíóþ
âûáîðêó (êðàñíûå èìïóëüñû).

8. Îñöèëëîãðàô 2 ñòðîèò äèñêðåòíûé ñèãíàë (çåë¼íàÿ îãèáàþùàÿ) è âîññòà-
íîâëåííûé ñèãíàë (îãèáàþùàÿ ÿðêî-ñèíåãî öâåòà).
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a) Ðó÷êà X scale èçìåíÿåò âðåìåííîé ìàñøòàá ïî îñè àáñöèññ íà ïåðâîì è
âòîðîì îñöèëëîãðàôå.

9. Ñòðåëî÷íûé èíäèêàòîð Uniform norm di�. ïîêàçûâàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ
îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà èç äèñêðåòíîãî.

1.2.2 Õîä ðàáîòû
1. Èññëåäîâàíèå äèñêðåòèçàöèè íèçêî÷àñòîòíûõ ñèãíàëîâ.

a) Ðàññìîòðèòå äèñêðåòèçàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ, òðåóãîëü-
íûõ, ïèëîîáðàçíûõ èìïóëüñîâ. Óñòàíîâèòå àìïëèòóäó è ÷àñòîòó ñèãíàëà.
Óâåëè÷èâàÿ øàã äèñêðåòèçàöèè, ñëåäèòå çà èçìåíåíèÿìè â ñïåêòðå äèñ-
êðåòèçîâàííûõ êîëåáàíèé, à òàêæå çà èõ ôîðìîé. Ïîñòðîéòå õàðàêòåð-
íûå âèäû ñïåêòðîâ è ñèãíàëîâ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëèòå çíà÷åíèå
ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè.

b) Ðàññìîòðèòå äèñêðåòèçàöèþ ñìåñè ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà è áåëîãî øó-
ìà, ñìåñè ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà è ïîëîñîâîãî øóìà, âûáðàâ äèàïàçîí
÷àñòîò øóìà òàê, ÷òîáû îí íå ïåðåêðûâàëñÿ ñ îñíîâíûì ñèãíàëîì. Ïðîèë-
ëþñòðèðóéòå ýôôåêò íàëîæåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò øóìà íà êîì-
ïîíåíòû ñèãíàëà ïðè äèñêðåòèçàöèè.

2. Èññëåäîâàíèå âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà èç åãî äèñêðåòíîé âûáîðêè

a) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëîâ èç äèñêðåòíîé âûáîð-
êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ è òðåóãîëüíûõ èìïóëüñîâ â çàâè-
ñèìîñòè îò øàãà äèñêðåòèçàöèè. Ïîñòðîéòå õàðàêòåðíûå ãðàôèêè äèñ-
êðåòèçîâàííîãî è âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëîâ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé
÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-
íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ îò ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè.

b) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëîâ èç äèñêðåòíîé âûáîð-
êè àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûõ êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò øàãà äèñ-
êðåòèçàöèè. Ïîñòðîéòå õàðàêòåðíûå ãðàôèêè äèñêðåòèçîâàííîãî è âîñ-
ñòàíîâëåííîãî ñèãíàëîâ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû äèñêðåòèçà-
öèè. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ
îò ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè.

c) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëîâ èç äèñêðåòíîé âûáîð-
êè áåëîãî è ïîëîñîâîãî øóìà. Ïîñòðîéòå õàðàêòåðíûå ãðàôèêè äèñêðåòè-
çîâàííîãî è âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëîâ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû
äèñêðåòèçàöèè. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ îò ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè.

3. Èññëåäîâàíèå ïîëîñîâîé äèñêðåòèçàöèè.
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a) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå äèñêðåòèçàöèè ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà îò ÷à-
ñòîòû äèñêðåòèçàöèè. Ïîñòðîéòå õàðàêòåðíûå ñïåêòðû è ãðàôèêè êîëå-
áàíèé äëÿ äèñêðåòèçàöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé êðèòåðèþ Íàéêâèñòà è íå
óäîâëåòâîðÿþùåé ýòîìó êðèòåðèþ. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû äèñ-
êðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà (ïî åãî ñïåêòðó) îò ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè.

b) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå äèñêðåòèçàöèè àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííîãî ñèã-
íàëà îò ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè. Ïîñòðîéòå õàðàêòåðíûå ñïåêòðû è ãðà-
ôèêè êîëåáàíèé äëÿ äèñêðåòèçàöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé êðèòåðèþ Íàé-
êâèñòà è íå óäîâëåòâîðÿþùåé ýòîìó êðèòåðèþ. Ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü
÷àñòîòû äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà (ïî åãî ñïåêòðó) îò ÷àñòîòû äèñêðå-
òèçàöèè.
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2 Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà: Ðàñ÷åò
ñïåêòðà ìîùíîñòè äèñêðåòíûõ
ñèãíàëîâ

2.1 Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
2.1.1 Ââåäåíèå
Ñðåäè ìíîæåñòâà ìåòîäîâ àíàëèçà ðàäèîñèãíàëîâ ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè. Ïîä ñïåêòðîì àíàëîãîâîãî ñèãíàëà x(t) çà÷àñòóþ ïî-
íèìàþò ïîëó÷àþùóþñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÈÏÔ):

F(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−jωtdt (2.1)

êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè F , çàâèñÿùóþ îò �êðóãîâîé�
÷àñòîòû ω. Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì ñèãíàëà, à åå ìîäóëü è
àðãóìåíò (ôàçó) ñîîòâåòñòâåííî - àìïëèòóäíûì è ôàçîâûì ñïåêòðîì. Êâàäðàò ìî-
äóëÿ ôóíêöèè F(ω) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñèãíàëà x(t),
ïðèõîäÿùóþñÿ íà ÷àñòîòó ω. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî x2(t) - ìîùíîñòü
ñèãíàëà â ìîìåíò âðåìåíè t 1, à òàêæå, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ:

∫ ∞

−∞
x2(t)dt =

∫ ∞

−∞
|F(ω)|2 dω (2.2)

òî, çíà÷åíèå
∫∞
−∞ |F(ω)|2 dω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèãíàëà E. Ñëåäî-

âàòåëüíî |F(ω)|2 = dE/dω - ïëîòíîñòü ýíåðãèè.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà (2.1) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ëèøü äëÿ

òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîñòûõ è äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ, íî íèêàê íå ìî-
æåò ñëóæèòü ñðåäñòâîì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðîâ. Ïðè÷èíû ýòîãî
çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî:

• íà ïðàêòèêå íåâîçìîæíî íàáëþäàòü çà ñèãíàëîì ñêîëü óãîäíî äîëãî, ëþáûå
èçìåðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âî âðåìåíè;

1íà ñàìîì äåëå, åñëè x - íàïðÿæåíèå èëè òîê êàêîé ëèáî ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, òî x2(t) - âåëè÷èíà
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìîùíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â âèäå ïðîâîäèìîñòè èëè
ñîïðîòèâëåíèÿ
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• åñëè ñèãíàë x(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì (à èìåííî ñëó÷àéíûå ñèãíàëû ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñ äëÿ àíàëèçà), òî è F(ω) îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé ÷àñòî-
òû, à ñëåäîâàòåëüíî îíà íå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âàæíåéøåìó ñâîéñòâó äëÿ
ëþáûõ èçìåðÿåìûõ õàðàêòåðèñòèê - ïîâòîðÿåìîñòüþ ïðè ñõîäíûõ óñëîâèÿõ
ýêñïåðèìåíòà;

• äàæå äëÿ ñèãíàëîâ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè, äëÿ ðàñ÷åòà ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.1)
íåîáõîäèìû çíà÷åíèÿ ñèãíàëà â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ìîìåíòîâ âðåìåíè).

Ïîýòîìó íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå (2.1) äëÿ àíàëèçà ðåàëüíûõ ñèãíàëîâ íåâîç-
ìîæíî, îäíàêî F(ω) ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîé âåëè÷èíîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ äðóãèõ ñïåê-
òðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå.

2.1.2 Äèñêðåòíî-âðåìåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïåðåéäåì òåïåðü îò àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ ê äèñêðåòíûì, òî åñòü ê ñèãíàëàì, çíà-
÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû ëèøü â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè tn = nτ , êðàòíûå
íåêîòîðîìó ïîñòîÿííîìó èíòåðâàëó τ , íàçûâàåìîìó èíòåðâàëîì äèñêðåòèçàöèè:

x(n) = x(nτ), n = 0,±1,±2,±3, ...

Åñëè ýòîò èíòåðâàë äîñòàòî÷íî ìàë, òî èíòåãðàë â (2.1) ìîæíî çàìåíèòü íà ñóììó:

F(ω) '
∞∑

n=−∞
x(nτ)e−jωnττ

Çíàê ïðèìåðíîãî ðàâåíñòâà òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñòðîãîå ðàâåíñòâî, åñëè τ óñòðå-
ìèòü ê íóëþ. Ââåäåì êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ F (ω) = F(ω)/τ . Êðîìå òîãî, ïåðåéäåì
îò �îáû÷íîé� ÷àñòîòû ω ê áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòå ω̄, íîðìèðîâàâ ω íà ÷àñòîòó äèñ-
êðåòèçàöèè fd = 1/τ : ω̄ = ωτ . Òîãäà, ôóíêöèÿ

F (ω̄) =
∞∑

n=−∞
x(n)e−jω̄n (2.3)

áóäåò èìåòü õàðàêòåð êîìïëåêñíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, çàâèñÿùåé îò íîðìè-
ðîâàííîé ÷àñòîòû ω̄. Ôîðìóëà (2.3) íîñèò íàçâàíèå �äèñêðåòíî-âðåìåííîå ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå� (ÄÂÏÔ).

Òàêæå êàê è èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, âûðàæåíèå (2.3) òðóäíî ïðèìå-
íèòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñèãíàëîâ. Åãî èñïîëüçóþò îáû÷-
íî äëÿ àíàëèçà ñïåêòðîâ òàêèõ ñèãíàëîâ, ôîðìà êîòîðûõ ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå
ýëåìåíòàðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, sin(Ω̄n)è ò.ï.). Èç (2.3) ëåãêî
âûâåñòè îñíîâíûå ñâîéñòâà ÄÂÏÔ:
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1. Ëèíåéíîñòü:
FP

i αixi
(ω̄) =

∑
i

αiFxi
(ω̄)

αi - ëþáûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà.

2. Ñèììåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî íóëåâîé ÷àñòîòû (äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèãíà-
ëîâ):

F (−ω̄) = F ∗(ω̄)

.

3. Èíâàðèàíòíîñòü ìîäóëÿ ÄÂÏÔ îòíîñèòåëüíî ñìåùåíèÿ ñèãíàëà íà ïîñòîÿí-
íûé èíòåðâàë âðåìåíè n0:

Fx(n−n0)(ω̄) = Fx(n)(ω̄)e−jn0ω̄

Äàííîå ñâîéñòâî î÷åíü âàæíî äëÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî
àìïëèòóäíûé ñïåêòð |F (ω̄)|, êîòîðûé â îñíîâíîì è èíòåðåñóåò èññëåäîâàòåëåé,
èíâàðèàíòåí ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, à ôàçîâûé - èíâàðèàíòåí
ñ òî÷íîñòüþ äî ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ÷àñòîòû.

4. Ïåðèîäè÷íîñòü ñ ïåðèîäîì 2π: F (ω̄ + 2π) = F (ω̄).

5. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòû ω̄ = π (òîëüêî äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ):
F (π − ω̄) = F ∗(π + ω̄).

Ñâîéñòâà (1) - (3) âûïîëíÿþòñÿ êàê äëÿ ÈÏÔ, òàê è äëÿ ÄÂÏÔ, à âîò ñâîéñòâà (4),
(5) - òîëüêî äëÿ ÄÂÏÔ. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî íåò ñìûñëà èçìåðÿòü ñïåêòð âî âñåì
äèàïàçîíå ÷àñòîò, à äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü åãî äëÿ èíòåðâàëà ω̄ ∈ [0 : π], ïîñêîëü-
êó äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé åãî ëåãêî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ñâîéñòâ ñèììåòðèè
è ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Îòñþäà: ëþáûå ìåòîäû öèôðîâîãî ñïåêòðàëüíîãî
àíàëèçà äàþò çíà÷åíèÿ ëþáûõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òîëüêî â äèàïàçîíå
íîðìèðîâàííûõ ÷àñòîò ω̄ ∈ [0 : π]. Ïðè ýòîì, âåðõíåé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòå äèàïà-
çîíà ω̄ = π íà øêàëå �ðåàëüíûõ� ÷àñòîò ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòà, ðàâíàÿ ïîëîâèíå
÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè ω = 2πfd/2 .

2.1.3 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïåðåéäåì òåïåðü îò �èäåàëèçèðîâàííûõ� ñèãíàëîâ ê ðåàëüíûì, êîòîðûå âñåãäà èìå-
þò îãðàíè÷åííóþ äëèòåëüíîñòü âî âðåìåíè n ∈ [0 : N − 1]. Èç òåîðåìû Êîòåëüíè-
êîâà (ñì. ðàçäåë 1.1.5) èçâåñòíî, ÷òî åñëè àíàëîãîâûé ñèãíàë èìååò îãðàíè÷åííûé
ïî ÷àñòîòå ñïåêòð, òî ñèãíàë ìîæåò áûòü òî÷íî âîññòàíîâëåí ïî ñâîåé äèñêðåòíîé
âûáîðêå. Ýòî ñâîéñòâî, áëàãîäàðÿ äóàëüíîñòè ñïåêòðîâ è ñèãíàëîâ, ìîæåò áûòü îá-
ðàùåíî è íà ñïåêòðû, à èìåííî: åñëè ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïî âðåìåíè,
òî åãî íåïðåðûâíûé ñïåêòð ìîæåò áûòü òî÷íî âîññòàíîâëåí ïî äèñêðåòíîé âûáîðêå
ñïåêòðà. Äàâàéòå äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî.
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t

y(t)x(t)

−T/2T/2

Ðèñ. 2.1: Ñèãíàë x(t) è åãî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå y(t)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àíàëîãîâûå, îãðàíè÷åííûå âî âðåìåíè ñèãíàëû. Ïóñòü àíà-
ëîãîâûé ñèãíàë x(t) îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè:
x(t) 6= 0 ïðè t ∈ [−T/2 : T/2], ãäå T - äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà 2. Çàïèøåì äëÿ íåãî
ÈÏÔ, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî çà ïðåäåëàìè óêàçàííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè ñèãíàë
ðàâåí íóëþ:

F(ω) =

∫ T/2

−T/2

x(t)e−jωtdt (2.4)

Ââåäåì äëÿ ñèãíàëà x(t) åãî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà âñþ âðåìåííóþ îñü,
ïðîäîëæèâ åãî ñ ïåðèîäîì T (ñì. ðèñ.2.1):

y(t) = x(t) åñëè t ∈ [−T/2 : T/2]

y(t+ T ) = y(t)

Ñèãíàë y(t) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ x(t) íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ, à çíà÷èò åãî
ìîæíî ïîñòàâèòü â ôîðìóëó (2.4), êîòîðàÿ ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ:

F(ω) =

∫ T/2

−T/2

y(t)e−jωtdt (2.5)

Ïîñêîëüêó y(t) - ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë, îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå äèñêðåò-
íîãî ðÿäà Ôóðüå:

y(t) =
∞∑

k=−∞
Cke

j 2π
T

kt (2.6)

Ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìóëó (2.5), ïîìåíÿâ ìåñòàìè ñóììèðîâàíèå è
èíòåãðèðîâàíèå, è âûíåñÿ ïîñòîÿííûå Ck çà çíàê èíòåãðàëà:

F(ω) =
∞∑

k=−∞
Ck

∫ T/2

−T/2

y(t)e−j(ω− 2π
T

k)tdt (2.7)

2çäåñü èñïîëüçóåòñÿ èíòåðâàë, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî íóëÿ òîëüêî ïîòîìó, ÷òî äëÿ íåãî âñå
âûêëàäêè îñóùåñòâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíî ïðîñòî; äëÿ èíòåðâàëà t ∈ [0 : T ] âñå ñïåêòðàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè äîìíîæàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé ìíîæèòåëü
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Èíòåãðàë â (2.7) ëåãêî áåðåòñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì:

F(ω) = −T
∞∑

k=−∞
CkSinc

(
ωT

2
− πk

)
(2.8)

Çäåñü ïîä ôóíêöèåé Sinc îáîçíà÷åíà õîðîøî èçâåñòíàÿ â ðàäèîòåõíèêå ôóíêöèÿ
sin(x)/x. Íàéäåì òåïåðü íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Ck. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â
ôîðìóëó (2.8) çíà÷åíèå ÷àñòîòû, êðàòíîå ÷àñòîòå ω0 = 2π/T :

F(n
2π

T
) = −T

∞∑

k=−∞
CkSinc (πn− πk)

Âñïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Sinc(iπ) ðàâíà íóëþ äëÿ âñåõ öåëûõ i = ±1, ±2, ±3 çà
èñêëþ÷åíèåì i = 0, äëÿ êîòîðîãî îíà ðàâíà åäèíèöå. Ïîýòîìó îò âñåé ñóììû îñòà-
íåòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå n = k:

F(n
2π

T
) = −TCn,

îòêóäà:
Ck = − 1

T
F(k

2π

T
)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (2.8) ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
íà ëþáîé ÷àñòîòå è çíà÷åíèÿìè åå íà äèñêðåòíûõ ÷àñòîòàõ ωk = kω0:

F(ω) =
∞∑

k=−∞
F(k

2π

T
)Sinc

(
ωT

2
− πk

)
(2.9)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì âî âðåìåíè, åãî ñïåêòð îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè â äèñêðåòíîì ÷èñëå
òî÷åê ωk = kω0: Fk = F(kω0). Ïîýòîìó, íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñïåêòð
â ýòèõ òî÷êàõ. Ñ ýòîé (ïðèêëàäíîé) òî÷êè çðåíèÿ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïåêòð
îãðàíè÷åííûõ âî âðåìåíè ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì. Ðàññòîÿíèå ïî ÷àñòîòå
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ãàðìîíèêàìè ýòîãî ñïåêòðà ðàâíî ω0, ïîýòîìó, ýòó ÷àñòîòó
áóäåì íàçûâàòü ÷àñòîòîé ðàçðåøåíèÿ ñïåêòðà.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äèñêðåòíûì ñèãíàëàì x(n). Ñïåêòð äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ îãðà-
íè÷åí ñâåðõó ïî ÷àñòîòå ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè ωd = 2π/τ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè ñèãíàë îãðàíè÷åí âî âðåìåíè, òî åãî ñïåêòð - äèñêðåòíûé ñ ÷àñòîòîé ω0.
Ïîýòîìó, äëÿ äèñêðåòíîãî, îãðàíè÷åííîãî âî âðåìåíè ñèãíàëà x(n) = x(nτ), n =
0, ..., N − 1, ñïåêòð áóäåò ñîäåðæàòü îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ãàðìîíèê íà ÷àñòîòàõ:
0, ω0, 2ω0, ..., (N−1)ω0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ðàçäåëèì ÷àñòîòíûé èíòåðâàë 2π/τ
íà ÷àñòîòó ðàçðåøåíèÿ 2π/T = 2π/Nτ , òî ïîëó÷èì, ÷òî ñïåêòð ñîäåðæèò N ãàðìî-
íèê.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ ãàðìîíèê, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.4), ïðèìåíèâ åå íà
÷àñòîòå ωk = kω0, çàìåíèâ èíòåãðàë íà èíòåãðàëüíóþ ñóììó, è, ïðèíÿâ, ÷òî ñèãíàë
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x(nτ) îòëè÷åí îò íóëÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè 0 ≤ t < Nτ :

F(kω0) '
N−1∑
n=0

x(nτ)e−jkω0nττ

Îáîçíà÷èâ X(k) = F(kω0)/τ , çàìåíèâ çíàê ïðèìåðíîãî ðàâåíñòâà íà ñòðîãîå ðà-
âåíñòâî (òî åñòü ñ÷èòàÿ èíòåðâàë τ äîñòàòî÷íî ìàëûì, è ó÷òÿ, ÷òî ω0 = 2π/Nτ ,
ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

X(k) =
N−1∑
n=0

x(n)e−j2πkn/N (2.10)

êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ äèñêðåòíûõ è îãðàíè-
÷åííûõ âî âðåìåíè ñèãíàëîâ. Îíî ïîëó÷èëî íàçâàíèå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå (ÄÏÔ), èíîãäà åãî òàêæå íàçûâàþ äèñêðåòíûì ðÿäîì Ôóðüå. Âåëè÷èíà X(k)
íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé k−îé ãàðìîíèêè ñïåêòðà. Èíäåêñó k ñîîòâåò-
ñòâóåò ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ωk = 2πk/Nτ èëè íîðìèðîâàííàÿ ÷àñòîòà ωk = 2πk/N .
Òàêèì îáðàçîì, íàáîð {Xk}, k = 0, 1, ..., N − 1 áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü êîì-
ïëåêñíûì ñïåêòðîì äèñêðåòíîãî, îãðàíè÷åííîãî âî âðåìåíè ñèãíàëà x(n), ìîäóëè
ýòèõ âåëè÷èí |Xk|- åãî àìïëèòóäíûì, à àðãóìåíòû ϕk = arctan

(
ImXk

ReXk

)
- ôàçîâûì

ñïåêòðîì.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ÄÏÔ. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îíè ïîâòîðÿþò ñâîéñòâà

ÄÂÏÔ:

1. Ëèíåéíîñòü:
XP

i αixi
(k) =

∑
i

αiXxi
(k)

αi - ëþáûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà.

2. Ñèììåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî íóëåâîé ÷àñòîòû (äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèãíà-
ëîâ):

X(−k) = X∗(k)

3. Èíâàðèàíòíîñòü ìîäóëÿ ÄÏÔ ïðè ñìåùåíèè ñèãíàëà íà ïîñòîÿííûé èíòåðâàë
âðåìåíè n0:

Xx(n−n0)(k) = Xx(n)(k)e
−j2πkn0/N

4. Ïåðèîäè÷íîñòü ñ ïåðèîäîì N : X(k +N) = X(k).

5. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ãàðìîíèêè N/2 (òîëüêî äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ,
è åñëè N - ÷åòíîå): F (N

2
− k) = F ∗(N

2
+ k).

Èç ñâîéñòâà (5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèãíàëîâ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü N/2
ãàðìîíèê, à îñòàâøèåñÿ N/2 ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà ñèììåòðèè.
Ïîýòîìó áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ öèôðîâîãî ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ïî âåùåñòâåííîìó
ñèãíàëó èç N îòñ÷åòîâ îïðåäåëÿåò N/2 ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñïåêòðà.
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2.1.4 ßâëåíèå �ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà�
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà äëÿ îãðàíè÷åííîãî âî âðåìåíè
ñèãíàëà ñ äðóãîé ñòîðîíû. Íà ïðàêòèêå ìû îáû÷íî ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà
èññëåäóåìûé ñèãíàë x(t) äîñòóïåí äëÿ àíàëèçà â òå÷åíèå îãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà
âðåìåíè T , ìåíüøåãî, ÷åì äëèòåëüíîñòü ñàìîãî ñèãíàëà. Äàííûé èíòåðâàë ïðèíÿòî
íàçûâàòü âðåìåííûì îêíîì. Êàê âûãëÿäèò ñèãíàë çà ïðåäåëàìè ýòîãî îêíà ìû íå
çíàåì. Ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà x(t) íå èìååò îäíîçíà÷íîãî ðå-
øåíèÿ: ñïåêòðû áóäóò ðàçíûìè â çàâèñèìîñòè îò ïðîäîëæåíèÿ ñèãíàëà çà ïðåäåëû
âðåìåííîãî îêíà. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå òàêîé èíòåð-
ïîëÿöèè ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñ ïåðèîäîì T , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà äèñêðåòèçîâàííîãî ñèãíàëà îïèñàííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå
äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïðè ýòîì, ðåçóëüòàò ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà áó-
äåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñåòü îò äëèòåëüíîñòè âðåìåííîãî îêíà. Ðàññìîòðèì
ýòó çàâèñèìîñòü ïîäðîáíåå.

Âûáåðåì äëÿ ïðîñòîòû ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë x(t) = cos(Ωt), ôóíêöèÿ ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòè äëÿ êîòîðîãî, êàê ëåãêî ïîäñ÷èòàòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
äåëüòà-ôóíêöèé Äèðàêà:

F(ω) = δ(ω − Ω) + δ(ω + Ω)

Ïóñòü âðåìåííîå îêíî, â òå÷åíèå êîòîðîãî ñèãíàë äîñòóïåí äëÿ íàáëþäåíèÿ, èìååò
äëèòåëüíîñòü T . Âûáåðåì åãî äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
íóëåâîãî ìîìåíòà âðåìåíè: ââåäåì ôóíêöèþ âðåìåííîãî îêíàW (t), ðàâíóþ åäèíèöå
íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ è ðàâíóþ íóëþ âíå åãî:

W (t) =

{
1 t ∈ [−T/2 : T/2]
0 t /∈ [−T/2 : T/2]

(2.11)

Íàáëþäàåìûé ñèãíàë y(t) åñòü èñõîäíûé ñèãíàë x(t), óìíîæåííûé íà ôóíêöèþ
îêíà: y(t) = x(t)W (t). Ïîñòðîèì ñïåêòð íàáëþäàåìîãî ñèãíàëà y(t):

Fy(ω) =
T

2

(
Sinc

(
(ω − Ω)

T

2

)
+ Sinc

(
(ω + Ω)

T

2

))
(2.12)

Òàê êàê ñïåêòð ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íóëåâîé ÷àñòîòû, îãðàíè÷èìñÿ îáëàñòüþ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò: F+

y (ω) = T
2
Sinc

(
(ω − Ω)T

2

)
. Õàðàêòåðíàÿ ôîðìà ñïåêòðà

ïîêàçàíà íà ðèñ.2.2b: ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè äîñòèãàåòñÿ
íà ÷àñòîòå Ω. �Ãîðá� ôóíêöèè Fy(ω) íà ýòîé ÷àñòîòå íàçûâàåòñÿ �îñíîâíûì ëåïåñò-
êîì�. Âåëè÷èíà (àìïëèòóäà) îñíîâíîãî ëåïåñòêà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà äëèòåëü-
íîñòè âðåìåííîãî îêíà T . Îñíîâíîé ëåïåñòîê îãðàíè÷åí ñïðàâà è ñëåâà �íóëÿìè�
ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íà ÷àñòîòàõ Ω + 2π/T è Ω − 2π/T . Ïðè íåîãðà-
íè÷åííîì óâåëè÷åíèè äëèòåëüíîñòè âðåìåííîãî îêíà T → ∞ àìïëèòóäà ëåïåñòêà
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à åãî øèðèíà - ê íóëþ, è ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñòà-
íîâèòñÿ âñå áîëüøå è áîëüøå ïîõîæà íà äåëüòà ôóíêöèþ F+

y (ω) → δ(ω−Ω). Êðîìå
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t

T

(a)

(b)

ωΩ
T

F

Ω+2π/T

TΩ+4π/

Ω−2π/T

Ω−4π/

δ(ω−Ω)

Ðèñ. 2.2: Ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë âî âðåìåííîì îêíå (a) è åãî ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè (b)
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t

x(t)

y(t)

0 T ω

F

ωωω ω ω ω ωm−3 m−2 m−1 m m+1 m+2 m+3

(a) (b)

x(t)

y(t)

T0 t ω

F

ωωω ω ω ω ωm−3 m−2 m−1 m m+1 m+2 m+3

(c) (d)

Ðèñ. 2.3: ßâëåíèå ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà: (à) ñèãíàë x(t) è åãî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîë-
æåíèå y(t) (äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà êðàòíà ïåðèîäó); (b) ñïåêòð ñèãíàëà
y(t); (c) ñèãíàë x(t) è åãî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå y(t) (äëèòåëüíîñòü
ñèãíàëà íåêðàòíà ïåðèîäó); (d) ñïåêòð ñèãíàëà y(t)

îñíîâíîãî ëåïåñòêà ñïåêòð ñîäåðæèò òàêæå �áîêîâûå ëåïåñòêè�, êîòîðûå ïðèìûêà-
þò ê îñíîâíîìó. Èõ øèðèíà ðàâíà 2π/T , à àìïëèòóäà áûñòðî ñïàäàåò ïî îòíîøå-
íèþ ê àìïëèòóäå îñíîâíîãî ëåïåñòêà ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà: 2/3π, 2/5π, 2/7π, ...,
2/(1 + 2M)π, ... (M - íîìåð ëåïåñòêà).

Ïåðåéäåì òåïåðü îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ê äèñêðåòíîìó ñïåêòðó, òî åñòü ê
ñïåêòðó ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñèãíàëà x(t) ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì äëèòåëüíî-
ñòè âðåìåííîãî îêíà. Ýòîò ñïåêòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ãàðìîíèê íà ÷àñòîòàõ
ωk = 2πk/T , k = 0, 1, 2, ..., âåëè÷èíà êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíà ñïåêòðàëüíîé ïëîò-
íîñòè Fy(ω). Çäåñü íóæíî ðàçëè÷èòü äâà õàðàêòåðíûõ ñëó÷àÿ:

1. Äëèòåëüíîñòü âðåìåííîãî îêíà êðàòíà ïåðèîäó ñèãíàëà:

T = m
2π

Ω
(2.13)

m - öåëîå ÷èñëî. Èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òî ãàðìîíèêà ñïåêòðà ñ íîìåðîì k =
m òî÷íî ïðèõîäèòñÿ íà áàçîâóþ ÷àñòîòó ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà Ω: ωm =
2πm/T = Ω (ñì. ðèñ.2.3a,b). Âñå æå îñòàëüíûå ãàðìîíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
÷àñòîòàì ωm±1 = Ω± 2π/T , ωm±2 = Ω± 4π/T , ωm±3 = Ω± 6π/T , ... ïîïàäàþò
â �íóëè� ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, èõ àìïëèòóäà
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îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ñèãíàëà â äàííîì ñëó÷àå
ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ãàðìîíèêó íà ÷àñòîòå Ω, òî åñòü êà÷åñòâåííî ñîâïà-
äàåò ñî ñïåêòðîì èñõîäíîãî ñèãíàëà x(t).

2. Äëèòåëüíîñòü âðåìåííîãî îêíà íå ðàâíà öåëîìó ÷èñëó ïåðèîäîâ ñèãíàëà x(t):

T = m
2π

Ω + ∆Ω
(2.14)

m - öåëîå ÷èñëî, ∆Ω ¿ Ω - ìàëàÿ äîáàâêà ê ÷àñòîòå. Â ýòîì ñëó÷àå, íè îäíà
èç ãàðìîíèê ωk íå ïîïàäàåò òî÷íî íà çíà÷åíèå ÷àñòîòû Ω, áëèæàéøàÿ ê íåé
ãàðìîíèêà ñ íîìåðîì m ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå Ω + ∆Ω (ñì ðèñ.2.3c,d). Êðîìå
òîãî, îñòàëüíûå ãàðìîíèêè ωm±1 = Ω + ∆Ω ± 2π/T , ωm±2 = Ω + ∆Ω ± 4π/T ,
ωm±3 = Ω+ ∆Ω± 6π/T , ... òàêæå �ïðîìàõèâàþòñÿ� ìèìî íóëåé ôóíêöèè ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòè íà òó æå âåëè÷èíó ∆Ω. Ïîýòîìó ñïåêòð àíàëèçèðóåìî-
ãî ñèãíàëà áóäåò ñîäåðæàòü îñíîâíóþ ãàðìîíèêó íà ÷àñòîòå Ω + ∆Ω, à òàê-
æå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëüíûõ (áîêîâûõ) ãàðìîíèê íà ÷àñòîòàõ
Ω + ∆Ω± 2kπ/T .

Èòàê, äèñêðåòíûé ñïåêòð îäíîãî è òîãî æå ñèãíàëà êàðäèíàëüíûì îáðàçîì ìå-
íÿåòñÿ ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè äëèòåëüíîñòè âðåìåííîãî îêíà. Îïòèìàëüíûì
ÿâëÿåòñÿ òàêîé âûáîð âðåìåííîãî îêíà, êîãäà åãî äëèòåëüíîñòü ñîñòàâëÿåò öåëîå
÷èñëî ïåðèîäîâ ñèãíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå îêíî íå èñêàæàåò âèä ñïåêòðà. Îò÷åãî òàê
ïðîèñõîäèò? Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð ñòðîèòñÿ ïî
ïåðèîäè÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ ñèãíàëà. Ëåãêî óâèäåòü (ðèñ. 2.3a), ÷òî åñëè ïåðèîä
ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ ñèãíàëà - ïðîäîëæåííûé ñèã-
íàë ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì. Åñëè æå íåò - òî íà ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïåðèîäè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ âîçíèêàþò ðàçðûâû (ðèñ. 2.3c). Â ðåçóëüòàòå ñèãíàë y(t) áîëåå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ êîïèåé ñèãíàëà x(t), à çíà÷èò è âèä åãî ñïåêòðà áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò âèäà
ñïåêòðà èñõîäíîãî ñèãíàëà:

• îí áóäåò ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå, êîòîðûõ
íåò â ñïåêòðå èñõîäíîãî ñèãíàëà (áîêîâûå ëåïåñòêè);

• ÷àñòîòà îñíîâíîé ãàðìîíèêè ñïåêòðà îêàæåòñÿ ñäâèíóòîé îòíîñèòåëüíî �èñ-
òèííîé� ÷àñòîòû.

Òàêîå èñêàæåíèå ñïåêòðà, âûçâàííîå îãðàíè÷åííîñòüþ âðåìåííîãî îêíà íàçûâàþò
�ðàñòåêàíèåì� ñïåêòðà.

ßâëåíèå ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà ìåøàåò ïðîâåäåíèþ ñïåêòðàëüíûõ èçìåðåíèé. Îäèí
è òîò æå ñèãíàë ìîæåò äàâàòü ñóùåñòâåííî ðàçíûå ñïåêòðû ïðè ðàçíîì âûáîðå ïà-
ðàìåòðîâ ðàñ÷åòà. Êàê áîðîòüñÿ ñ ýòèì ÿâëåíèåì? ßñíî, ÷òî óâåëè÷åíèå äëèòåëü-
íîñòè âðåìåííîãî îêíà óìåíüøàåò ðàñòåêàíèå, îäíàêî, íå âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü
íàáëþäàòü çà ñèãíàëîì ñêîëü óãîäíî äîëãî. Åñëè äëèòåëüíîñòü îêíà óâåëè÷èòü
íåëüçÿ, òî ìîæíî óñòðàíèòü ðàñòåêàíèå ïîäîáðàâ åãî äëèòåëüíîñòü êðàòíîé ïåðè-
îäó ñèãíàëà. Áåäà â òîì, ÷òî îñíîâíàÿ ìàññà ñèãíàëîâ íåïåðèîäè÷åñêèå. Â ýòîì
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ñëó÷àå ïîëíîñòüþ óñòðàíèòü ðàñòåêàíèå íå óäàñòñÿ. Îäíàêî, ìîæíî åãî ñäåëàòü
ìåíüøèì, åñëè ó ñèãíàëà åñòü íåêîòîðûé �õàðàêòåðíûé ïåðèîä� T, òî åñòü èíòåðâàë
âðåìåíè, ÷åðåç êîòîðûé îí ïî÷òè ïîâòîðÿåòñÿ: x(t + T) ' x(t). Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò
âûáðàòü âðåìÿ íàáëþäåíèÿ êðàòíûì ê T. Åñëè æå èññëåäóåìûé ñèãíàë - øóìî-
âîé áåç ÿñíî âûðàæåííîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé, òî ðàñòåêàíèå ñèãíàëîâ êîðîòêîé
äëèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåóñòðàíèìûì ÿâëåíèåì. Ïðè ýòîì, êàê óæå áûëî ñêàçà-
íî âûøå, â ñïåêòðå �óêîðî÷åííîãî� ñèãíàëà ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëü-
íûõ ãàðìîíèê, îòñóòñòâóþùèõ â ñïåêòðå èñõîäíîãî. ×àñòü ýòèõ ãàðìîíèê (îäíà
èëè äâå) ðàñïîëàãàþòñÿ â îñíîâíîì ëåïåñòêå, ÷àñòü - ôîðìèðóþò áîêîâûå ëåïåñòêè
(ïî îäíîé ãàðìîíèêå íà êàæäûé ëåïåñòîê). Îñíîâíîé è áîêîâûå ëåïåñòêè ïî ðàçíî-
ìó ìîãóò âëèÿòü íà ðåçóëüòàò èçìåðåíèé. Íàïðèìåð, øèðîêèé îñíîâíîé ëåïåñòîê
íåæåëàòåëåí, åñëè íóæíî ðàçëè÷èòü â ñïåêòðå äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëà ñ áëèçêè-
ìè áàçîâûìè ÷àñòîòàìè è ïî÷òè ðàâíûìè àìïëèòóäàìè: ïåðåêðûòèå èõ îñíîâíûõ
ëåïåñòêîâ ïîìåøàåò èõ ðàçäåëåíèþ. Â òî æå âðåìÿ, íàëè÷èå áîêîâûõ ëåïåñòêîâ
â äàííîì ñëó÷àå íå ñòîëü âàæíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè íàì íóæíî ðàçëè÷èòü
ñëàáûé ñèãíàë íà ôîíå ñèëüíîãî, ñóùåñòâåííî �íåéòðàëèçîâàòü� åãî áîêîâûå ëå-
ïåñòêè, ïîòîìó ÷òî ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñëàáîãî ñèãíàëà ëåãêî ìîãóò áûòü
çàìàñêèðîâàíû èìè, äàæå åñëè áàçîâûå ÷àñòîòû ñèãíàëîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþò-
ñÿ. Ñóùåñòâóåò ìåòîä �ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ� ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà ìåæäó îñíîâíûì è
áîêîâûìè ëåïåñòêàìè. Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ �âûáîðîì ôîðìû âðåìåííîãî îêíà�.
Îí çàêëþ÷àåòñÿ â ñïåöèàëüíîì ïîäáîðå ôóíêöèè W (t). Âðåìåííîå îêíî ïðîñòåé-
øåé ôîðìû (2.11), î êîòîðîì ãîâîðèëîñü âûøå, íàçûâàåòñÿ �ïðÿìîóãîëüíûì îêíîì�.
Êðîìå íåãî, âîçìîæíû äðóãèå ôîðìû, òàêèå êàê òðåóãîëüíîå îêíî, îêíî Ãàóññà è
äðóãèå. Êàæäîå èç ýòèõ îêîí õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: øèðèíîé
îñíîâíîãî ëåïåñòêà, âûñîòîé áîêîâûõ ëåïåñòêîâ îòíîñèòåëüíî îñíîâíîãî, ñêîðîñòüþ
ñïàäàíèÿ âûñîòû áîêîâûõ ëåïåñòêîâ ñ óâåëè÷åíèåì èõ íîìåðà. Äëÿ óêàçàííûõ îêîí
ýòè õàðàêòåðèñòèêè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.1.

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, íè îäíî èç îêîí íå äàåò âîçìîæíîñòü óëó÷øèòü âñå ðàñ-
÷åòíûå õàðàêòåðèñòèêè, à ëèøü óëó÷øàåò îäíè èç íèõ, çà ñ÷åò óõóäøåíèÿ äðóãèõ.
Ýòî ïðàâèëî ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì: âûáîð ôîðìû âðåìåííîãî îêíà íå ïîçâîëÿåò
óìåíüøèòü ÿâëåíèå ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà, à ëèøü óëó÷øàåò êàêóþ-òî èç õàðàêòåðè-
ñòèê. Ïðè ýòîì îñòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêà çà ñ÷åò ýòîãî óõóäøàþòñÿ.

2.1.5 Îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñïåêòðîâ
äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíàëîâ

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2.1.3, ÷àñòîòíûé èíòåðâàë ìåæäó ñîñåäíèìè ãàðìî-
íèêàìè (÷àñòîòà ðàçðåøåíèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ ñèãíàëà (äëèòåëüíîñòü
âðåìåííîãî îêíà). Òàê äëÿ äèñêðåòíîãî ñèãíàëà x(n), íîðìèðîâàííàÿ ÷àñòîòà ðàç-
ðåøåíèÿ ω0 îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì òî÷åê âûáîðêè ñèãíàëà N :

ω0 =
2π

N
,
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Ïðÿìîóãîëüíîå Òðåóãîëüíîå Ãàóññà
Âèä ôóíêöèè W (n) w(n) (1− 2α(n)) w(n) exp

h
−12.5 (1− 2α(n))2

i

Øèðèíà ãëàâíîãî
ëåïåñòêà (íà óðîâíå
ïîëîâèííîé ìîùíîñòè,
èçìåðÿåòñÿ ÷èñëîì
ãàðìîíèê ÄÏÔ)

0.89 1.28 1.33

Îòíîñèòåëüíàÿ
âûñîòà áîêîâûõ
ëåïåñòêîâ (dB)

-13.3 -26.5 -42

Ñêîðîñòü ñïàäàíèÿ
áîêîâûõ ëåïåñòêîâ

(dB)

-6 -12 -6

Òàáëèöà 2.1: Õàðàêòåðèñòèêè âðåìåííûõ îêîí. Ôóíêöèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà
w(n) =

{
1 åñëè n ∈ [0 : N − 1]
0 åñëè n /∈ [0 : N − 1]

, α(n) =
∣∣∣n−(N−1)/2

N−1

∣∣∣

à äëÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà x(t) ÷àñòîòà ðàçðåøåíèÿ ω0 îïðåäåëÿåòñÿ åãî äëèòåëü-
íîñòüþ:

ω0 =
2π

T

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñïåêòðîâ äåòåðìèíèðîâàííûõ
ñèãíàëîâ, êîòîðîå ñâÿçûâàåò ðàçðåøåíèå ñïåêòðà è äëèòåëüíîñòü äîñòóïíîãî äëÿ
àíàëèçà ñèãíàëà:

ω0T = 2π (2.15)
Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì äëÿ ïðàêòèêå. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå äëè-
òåëüíîñòè ñèãíàëà íà ÷àñòîòó ðàçðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, êîòî-
ðàÿ íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíà èñïîëüçîâàíèåì êàêèõ-ëèáî òåõíè÷åñêèõ óõèùðåíèé
(òàêæå êàê è çíàìåíèòîå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè â êâàíòîâîé ôèçèêå), òî
ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå ðàçðåøåíèå â ñïåêòðå, êîòîðîå ìû ìîæåì äîñòè÷ü ïðè
çàäàííîé äëèòåëüíîñòè ñèãíàëà.

2.1.6 Ñïåêòð ìîùíîñòè ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ
Îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ ðàäèîôèçèêè ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àéíûå øóìîâûå ñèãíàëû,
ïîñêîëüêó òîëüêî òàêèå ñèãíàëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïåðåäà÷è èíôîð-
ìàöèè. Ñëó÷àéíûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàâèñèìóþ îò âðåìåíè ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó X(t). Åñëè ìû ïðîâåäåì èçìåðåíèÿ ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà â òå÷åíèå íåêî-
òîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè T , òî ïîëó÷èì íåêîòîðóþ âðåìåííóþ ðåàëèçàöèþ ïðî-
öåññà x1(t), 0 ≤ t ≤ T . Ïðè ñëåäóþùåì èçìåðåíèè âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ x2(t)
áóäåò óæå èíîé: x1(t) 6= x2(t). Íàáîð (àíñàìáëü) âðåìåííûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíî-
ãî ïðîöåññà {x1(t), x2(t), ..., xM(t)}, ïîëó÷åííûõ íà åäèíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå,
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ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ. Îäíîé èç òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ñïåêòð ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà (ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà).

Ñëó÷àéíûå ñèãíàëû äåëÿòñÿ íà ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå. Ñòàöèîíàðíû-
ìè íàçûâàþòñÿ òàêèå ïðîöåññû, ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ íå çàâèñÿò
îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
ïðîöåññà ρ íå çàâèñèò îò âðåìåíè: ρ(t) = Const, à àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
K çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè: K(t1, t2) = K(t2 − t1). Ñðåäè
ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ âûäåëÿþò òàêæå ýðãîäè÷åñêèå ïðîöåññû, ýòî òàêèå ñëó-
÷àéíûå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ ñðåäíåå çíà÷åíèå, âû÷èñëåííîå ïî àíñàìáëþ ðåàëè-
çàöèé, ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ïîäñ÷èòàííûì ïðè óñðåäíåíèè ïî âðåìåíè.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ÿâëÿ-
þòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè.

Âîçüìåì îäíó èç ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî äèñêðåòíîãî ïðîöåññà x(n), äëèòåëü-
íîñòüþ N : (xi(0), xi(1), , ..., xi(N − 1)), i - íîìåð ðåàëèçàöèè. Äëÿ ýòîé âðåìåííîé
ðåàëèçàöèè ìîæíî ïîñòðîèòü ÄÏÔ:

Xi(k) =
N−1∑
n=0

xi(n)e−j2πkn/N

Çäåñü Xi(k) - ñïåêòð, ïîñòðîåííûé ïî ðåàëèçàöèè xi(n). Åãî íàçûâàþò òàêæå ïå-
ðèîäîãðàììîé îòäåëüíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Òàê êàê ïðîöåññ ÿâëÿ-
åòñÿ ñëó÷àéíûì, âñå âðåìåííûå ðåàëèçàöèè xi(n), i = 1, 2, ...,M - áóäóò ðàçíûìè,
à çíà÷èò è ðàçíûìè áóäóò ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäîãðàììû Xi(k). Ñîîòâåòñòâåííî
ôóíêöèÿ Xi(k) áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü íå ñïåêòð ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà, à ëèøü ñïåêòð
îäíîé èç åãî ðåàëèçàöèé è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé ÷àñòîòû. Ïðè äðó-
ãîì âûáîðå âðåìåííîé ðåàëèçàöèè ìû ïîëó÷èì äðóãóþ ïåðèîäîãðàììó. Èñïîëüçî-
âàíèå ïåðèîäîãðàììû Xi(k) â êà÷åñòâå ñïåêòðà ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà - õàðàêòåðíàÿ
îøèáêà ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íåîá-
õîäèìî ïðîâåñòè îïåðàöèþ ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ïåðèîäîãðàìì
{Xi(k)}M

i=1. Îäíàêî, íåëüçÿ óñðåäíÿòü ñàìè ïåðèîäîãðàììû - îíè íå ÿâëÿþòñÿ èíâà-
ðèàíòíûìè ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè: êàæäàÿ èç íèõ áóäåò îòëè÷àòü-
ñÿ íà ñâîé ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü e−j2πkn0/N â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì (3)
ÄÏÔ. Ïîýòîìó óñðåäíÿþò ëèáî ìîäóëè |Xi(k)| (àìïëèòóäíûé ñïåêòð), ëèáî, ÷àùå
âñåãî - êâàäðàòû ìîäóëåé |Xi(k)|2 (ñïåêòð ìîùíîñòè).

Ðàññìîòðèì ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî äèñêðåòíîãî ñèã-
íàëà. Äëÿ àíàëèçà áåðåòñÿ íåêîòîðàÿ âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ñèãíàëà, äëèííîé L
òî÷åê.

1. Âðåìåííàÿ ðåàëèçàöèÿ äåëèòñÿ íà àíñàìáëü èç M áîëåå êîðîòêèõ ðåàëèçàöèé
äëèòåëüíîñòüþ N òî÷åê, òàê ÷òî L = M ×N :



x(0), x(1), ..., x(N − 1)︸ ︷︷ ︸

1-àÿ ðåàëèçàöèÿ

, x(2N), ..., x((M − 1)N), ..., x(L− 1)︸ ︷︷ ︸
M-àÿ ðåàëèçàöèÿ
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Ïîëó÷àåì àíñàìáëü ðåàëèçàöèé xi(n), i = 1, 2, ...,M , n = 0, 1, ..., N − 1.

2. Âûáèðàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ âðåìåííîãî îêíà W (n). Äîìíîæàåì
êàæäóþ èç ðåàëèçàöèé íà ýòó ôóíêöèþ3:

yi(n) = xi(n)W (n)

3. Ïî êàæäîé ðåàëèçàöèè ïîñðåäñòâîì ÄÏÔ ñòðîèì ïåðèîäîãðàììó:

Yi(k) =
N−1∑
n=0

yi(n)e−j2πkn/N

4. Ïîäñ÷èòûâàåì âûáîðî÷íûå ñïåêòðû ìîùíîñòè:

Pi(k) = Yi(k)Y
∗
i (k)

5. Ïîäñ÷èòûâàåì îöåíêó ñïåêòðà ìîùíîñòè, óñðåäíÿÿ ïî àíñàìáëþ âûáîðî÷íûå
ñïåêòðû:

P̂ (k) = 〈Pi(k)〉 =
1

M

M∑
i=1

Pi(k) (2.16)

Ôóíêöèÿ ˆP (k) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ñïåêòðà ìîùíîñòè, ïîñêîëüêó îíà ñòðîèòñÿ ïî
êîíå÷íîìó àíñàìáëþ èçM ðåàëèçàöèé. Èñòèííûé ñïåêòð ìîùíîñòè ïîëó÷èòñÿ, åñëè
ìû âîçüìåì áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî âûáîðî÷íûõ ñïåêòðîâ äëÿ âçÿòèÿ ñðåäíåãî:

P (k) = lim
M→∞

P̂ (k) (2.17)

Ïðè ðåàëüíûõ èçìåðåíèÿõ äëèòåëüíîñòü øóìîâîãî ñèãíàëà âñåãäà êîíå÷íà, à
çíà÷èò êîíå÷íû äëèòåëüíîñòü îòäåëüíîé ðåàëèçàöèè N è ÷èñëî ðåàëèçàöèé M .
ßñíî ÷òî ñèãíàë îãðàíè÷åííîé äëèòåëüíîñòè L = M × N ìîæíî ðàçáèòü íà ïîä-
ðåàëèçàöèè ìíîæåñòâîì ðàçíûõ ñïîñîáîâ. Íàïðèìåð, åñëè îáùàÿ äëèòåëüíîñòü äèñ-
êðåòíîãî ñèãíàëà ñîñòàâëÿåò 1000 îòñ÷åòîâ, ìîæíî �íàðåçàòü� 100 âðåìåííûõ ðåàëè-
çàöèé ïî 10 òî÷åê â êàæäîé, ìîæíî - 10 ðåàëèçàöèé ïî 100 òî÷åê, à ìîæíî îñòàâèòü
îäíó äëèííóþ ðåàëèçàöèþ â 1000 îòñ÷åòîâ. Êàêîå èç òàêèõ ðàçáèåíèé ëó÷øå? ×òî-
áû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íàäî ïîíÿòü çà ÷òî îòâå÷àþò ïàðàìåòðû M è N . ×òî
êàñàåòñÿ äëèòåëüíîñòè ïîä-ðåàëèçàöèè N , òî îòâåò óæå áûë äàí â ðàçäåëå 2.1.3:
îíà îïðåäåëÿåò ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü ñïåêòðà ω0 = 2π/N . Ðàññìîòðèì òåïåðü
ïàðàìåòð M .

Åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ �èñòèííî� ñëó÷àéíûì, íàïðèìåð ÿâëÿ-
åòñÿ áåëûì øóìîì ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî â òåîðèè ñïåêòðîâ ïîêàçàíî,

3Ýòîò ïóíêò ìîæåò áûòü îïóùåí, åñëè èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîå îêíî. Â ýòîì ñëó÷àå yi(n) =
xi(n)
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÷òî äèñïåðñèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè, ïîäñ÷èòàííîãî ïî îäíîé ðåàëèçàöèè, ïðè áîëüøèõ
N ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ êâàäðàòà ñïåêòðà ìîùíîñòè:

Dpi
(k) =

〈
P 2

i (k)− P 2(k)
〉 −→

M→∞
P 2(k)

Èíûìè ñëîâàìè �îøèáêà� ïðè ðàñ÷åòå ñïåêòðà ìîùíîñòè ïî îäíîé ðåàëèçàöèè ñîïî-
ñòàâèìà ñî çíà÷åíèåì ñàìîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè. Èìåííî ïîýòîìó ñïåêòð ìîùíîñòè,
ïîäñ÷èòàííûé ïî îäíîé ïåðèîäîãðàììå, êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, íå ìîæåò õà-
ðàêòåðèçîâàòü ñïåêòð ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà: îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ïî îäíîé
ïåðèîäîãðàììå ÿâëÿåòñÿ íåñîñòîÿòåëüíîé. Åñëè æå ìû ïîäñ÷èòàåì ñðåäíåå ïî M
ïåðèîäîãðàììàì, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòè äèñïåðñèÿ äëÿ ñðåäíåãî
ïî M íåçàâèñèìûì èçìåðåíèÿì óìåíüøàåòñÿ â M ðàç:

Dp̂(k) =
Dpi

(k)

M
' P 2(k)

M

Òîãäà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îöåíêè ñïåêòðà ìîùíîñòè ïî M ïåðèîäî-
ãðàììàì σp̂i

=
√
Dp̂i

(k) áóäåò óìåíüøàòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ïåðèîäîãðàìì êàê 1/
√
M :

σp̂ =
P (k)√
M

×åì ìåíüøå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, òåì äîñòîâåðíåå îöåíêà ñïåêòðà ìîù-
íîñòè. Îòíîøåíèå çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ñïåêòðà ìîùíîñòè ê äèñïåðñèè åãî îöåíêè
íàçûâàþò êà÷åñòâîì ðàñ÷åòà ñïåêòðà èëè åãî ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ
(Q):

Q =
P 2(k)

Dp̂(k)
= M (2.18)

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ïåðèîäîãðàìì âëèÿåò íà ñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ðàñ-
÷åòíîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè.

Åñëè ïåðåìíîæèòü çíà÷åíèå ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ñïåêòðà ω0 íà ÷èñëî òî÷åê
âðåìåííîãî ðÿäà L è ðàçäåëèòü íà ñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü Q òî ïîëó÷èì
ïîñòîÿííóþ 2π. Äåéñòâèòåëüíî:

ω0L

Q
=

2π
N
L

M
= 2π (2.19)

Âûðàæåíèå (2.19) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ñïåêòðîâ ñëó÷àéíûõ
äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ. Èç íåãî âèäíî, ÷òî åñëè ÷èñëî òî÷åê âðåìåííîãî ðÿäà ôèê-
ñèðîâàíî (L = Const), òî ìîæíî ëèáî ïîâûñèòü ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü (óìåíü-
øèòü ω0) çà ñ÷åò ïîíèæåíèÿ êà÷åñòâà ðàñ÷åòà ñïåêòðà (óìåíüøèòü Q), ëèáî, íà-
îáîðîò, óëó÷øèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ðàñ÷åòà ñïåêòðà (óâåëè÷èòü Q),
îäíîâðåìåííî óõóäøèâ åãî ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü. Äëÿ ñïåêòðîâ ñëó÷àéíûõ
àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ âûðàæåíèå (2.19) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

ω0T

Q
= 2π

ãäå T - ïîëíîå âðåìÿ àíàëèçà àíàëîãîâîãî ñèãíàëà.
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Ðèñ. 2.4: Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà öèôðîâîãî àíàëèçàòîðà ñïåêòðîâ

2.2 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü
Â õîäå ðàáîòû èññëåäóåòñÿ ÿâëåíèå ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà ðåãóëÿðíûõ ñèãíàëîâ, âëè-
ÿíèå ôîðìû âðåìåííîãî îêíà íà ðåçóëüòàòû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà, ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïðîâåðÿåòñÿ îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèòåëüíîñòüþ ñèãíàëà è ðàçðå-
øàþùåé ñïîñîáíîñòüþ ñïåêòðà, ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ
ïåðèîäîãðàìì íà ñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñïåêòðà øóìîâûõ ñèãíàëîâ.

2.2.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, ñî-
çäàííóþ â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ LabView, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ðå-
ãóëÿðíûå è øóìîâûå ðàäèîñèãíàëû è ñòðîèòü èõ ñïåêòðû ìîùíîñòè. Ôóíêöèî-
íàëüíàÿ ñõåìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.4 Â óñòàíîâêó âõîäèò ãåíåðàòîð ñèãíàëîâ ñ
äèñêðåòíûì âðåìåíåì, ïîçâîëÿþùèé ãåíåðèðîâàòü äâóõ-òîíàëüíûé ãàðìîíè÷åñêèé
ñ äîáàâëåíèåì øóìà:

x(n) = A1 cos (ω1n) + A2 cos (ω2n) + A3ξ(n) (2.20)

ãäå A1,2 - àìïëèòóäû ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, ω1,2 - èõ íîðìèðîâàííûå ÷àñòîòû,
ξ(n) - äèñêðåòíûé íîðìàëüíûé øóì ñ èíòåíñèâíîñòüþ A3. Èç âûðàæåíèÿ (2.20)
âèäíî, ÷òî â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñìåñü äâóõ-òîíàëüíîãî ñèãíàëà ñ øóìîì. Ñèãíàë
îò ãåíåðàòîðà ïîäàåòñÿ íà öèôðîâîé àíàëèçàòîð ñïåêòðà, ñîñòîÿùèé èç êàñêàä-
íî ñîåäèíåííûõ áëîêîâ: (à) âûáîðà ôóíêöèè âðåìåííîãî îêíà, ïîçâîëÿþùèé âû-
áðàòü îäíî èç òðåõ îêîí (ïðÿìîóãîëüíîå, òðåóãîëüíîå, îêíî Ãàóññà); (á) áëîê ðàñ-
÷åòà ÄÏÔ; áëîê óñðåäíåíèÿ âûáîðî÷íûõ ñïåêòðîâ ìîùíîñòè. ×èñëî òî÷åê ÄÏÔ è
÷èñëî óñðåäíåíèé âûáèðàåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì. Ôîðìà ïîëó÷åííîãî ñïåêòðà ìîùíî-
ñòè îòîáðàæàåòñÿ íà îñöèëëîãðàôå. Íà äðóãîì îñöèëëîãðàôå îòîáðàæàåòñÿ ôîðìà
àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà.

Íà ðèñ.2.5 ïðèâåäåíà ïåðåäíÿÿ ïàíåëü óñòàíîâêè. Íà íåé ðàñïîëàãàþòñÿ:

• îêíî îñöèëëîãðàôà äëÿ âèçóàëèçàöèè ôîðìû ñèãíàëà (Signal Plot), ìàñøòàá
ïî îñè âðåìåíè ðåãóëèðóåòñÿ áåãóíêîì (Time scale);
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Ðèñ. 2.5: Âèä ïåðåäíåé ïàíåëè óñòàíîâêè äëÿ àíàëèçà ñïåêòðîâ äèñêðåòíûõ ñèãíà-
ëîâ
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• îêíî àíàëèçàòîðà ñïåêòðà, ìàñøòàá ïî îñè ÷àñòîò ðåãóëèðóåòñÿ áåãóíêàìè
(Frequency minimum) è (Frequency maximum), ìàñøòàá ïî îñè ñïåêòðîâ ðåãó-
ëèðóåòñÿ áåãóíêîì (Spectrum scale), âûáîð øêàëû îòîáðàæåíèÿ ñïåêòðà ðåãó-
ëèðóåòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëåì (Linear scale � Logarithm scale);

• îêíî ïîëîæåíèÿ êóðñîðà àíàëèçàòîðà ñïåêòðà (X Y);

• îêíî ãåíåðàòîðà äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ â êîòîðîì ðàñïîëàãàþòñÿ ðó÷êè óïðàâ-
ëåíèÿ àìïëèòóäàìè ãàðìîíèê (Amplitude1) è (Amplitude2), ðó÷êè óïðàâëåíèÿ
÷àñòîòàìè ãàðìîíèê (Frequency1) è (Frequency2), ðó÷êà óïðàâëåíèÿ èíòåíñèâ-
íîñòüþ øóìà (noise);

• îêíî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ, â êîòîðîì ðàñïîëàãàåòñÿ ðåãóëÿ-
òîð, çàäàþùèé ÷èñëî òî÷åê ÄÏÔ (N), ðåãóëÿòîð, çàäàþùèé ÷èñëî óñðåäíåíèé
ïðè ðàñ÷åòå ñïåêòðà ìîùíîñòè (Number of averagings) è ñåëåêòîð âûáîðà âðå-
ìåííîãî îêíà (Window choice);

• Ñòðåëî÷íûé èíäèêàòîð, îòîáðàæàþùèé çíà÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè çíà÷åíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè áåëîãî øóìà (Statistical Stability).

2.2.2 Õîä ðàáîòû
1. Èññëåäîâàíèå ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ñïåêòðà.

a) Âûáðàòü ÷àñòîòó îñíîâíîãî òîíà f 1, àìïëèòóäû îáîèõ ñèãíàëîâ äâóõ-
òîíàëüíîãî ãåíåðàòîðà - ðàâíûìè äðóã äðóãó. ×èñëî îòñ÷åòîâ N ' 1000.
Ìåíÿÿ ÷àñòîòó âòîðîãî òîíà f 2, îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ ðàçíîñòü ÷à-
ñòîò ∆f =

∣∣f 1 − f 2

∣∣ïðè êîòîðîé îáà òîíà ðàçëè÷àþòñÿ â ñïåêòðå ñèãíàëà
(ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ðàçëè÷àþòñÿ, åñëè ìåæäó íèìè ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû
îäíà ãàðìîíèêà ìåíüøàÿ ïî âåëè÷èíå). Ïðîâåñòè ýòè èçìåðåíèÿ ïðè óâå-
ëè÷èâàþùåìñÿ ÷èñëå îòñ÷åòîâ N è ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòè àíàëèçàòîðà ñïåêòðà ∆f îò N . Ïîñòðîèòü íåñêîëüêî õàðàê-
òåðíûõ ñïåêòðîãðàìì.

b) Ïðîâåñòè óêàçàííûå â ïóíêòå (a) èçìåðåíèÿ äëÿ ñìåñè ñèãíàëà ñ ìàëûì
øóìîì. Ïîñòðîèòü äàííûå çàâèñèìîñòè äëÿ ðàçíîãî ÷èñëà óñðåäíåíèé:
M = 1, M = 10, M = 100.

2. Èññëåäîâàíèå ÿâëåíèÿ ðàñòåêàíèÿ ñïåêòðà.

a) Ïîäàòü íà âõîä àíàëèçàòîðà ñïåêòðà îäíî-òîíàëüíûé ãàðìîíè÷åñêèé ñèã-
íàë (àìïëèòóäó âòîðîãî òîíà óñòàíîâèòü ðàâíîé íóëþ). Âûáðàòü àìïëè-
òóäó è ÷àñòîòó ñèãíàëà. Ìåíÿÿ ÷èñëî îòñ÷åòîâ N ñëåäèòü çà èçìåíåíè-
åì ôîðìû ñïåêòðîâ. Ïîñòðîèòü íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ñïåêòðîãðàìì.
Îïðåäåëèòü íàáîð çíà÷åíèé N , ïðè êîòîðûõ ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì
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(íå ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûõ ãàðìîíèê). Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòè îòíî-
øåíèÿ âåëè÷èíû îñíîâíîé ãàðìîíèêè ê ñîñåäíåé (â äåöèáåëàõ) îò N . Ïî-
ñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè øèðèíû ñïåêòðà íà óðîâíå −20 äÁ îò N .

b) Ïîäàòü íà âõîä àíàëèçàòîðà ñïåêòðà äâóõ-òîíàëüíûé ñèãíàë. Âûáðàòü
àìïëèòóäó âòîðîãî òîíà ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé îñíîâíîãî.
Íàéòè ìèíèìàëüíóþ ðàçíîñòü ÷àñòîò, äëÿ êîòîðîé ãàðìîíèêó âòîðîãî
òîíà ìîæíî ðàçëè÷èòü íà ôîíå ïåðâîãî. Ïðîâåñòè ýòè èçìåðåíèÿ äëÿ
ðàçíûõ ôîðì âðåìåííîãî îêíà è îïðåäåëèòü, êàêîå îêíî ëó÷øå äëÿ âû-
äåëåíèÿ ñëàáûõ ñèãíàëîâ. Ïîñòðîèòü õàðàêòåðíûå ñïåêòðîãðàììû.

3. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ óñðåäíåíèÿ íà êà÷åñòâî ñïåêòðà ìîùíîñòè ñëó÷àéíûõ
ñèãíàëîâ.

a) Ïîäàòü íà âõîä àíàëèçàòîðà øóìîâîé ñèãíàë. Ïîñòðîèòü ðÿä ñïåêòðî-
ãðàìì, ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî óñðåäíåíèé ïðè ðàñ÷åòå ñïåê-
òðà ìîùíîñòè. Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îò
÷èñëà óñðåäíåíèé è ñðàâíèòü ñ òåîðåòè÷åñêîé. Ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ äëÿ
íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ÷èñëà îòñ÷åòîâ N . Êàê ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü çàâèñèò îò N?

b) Âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ ÷àñòîòó. Ïîñòðîèòü äëÿ ýòîé ÷àñòîòû ∼ 20 −
30 çíà÷åíèé âåëè÷èíû ãàðìîíèêè íà âûáðàííîé ÷àñòîòå ïðè îòñóòñòâèè
óñðåäíåíèÿ. Îöåíèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå è ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîå îòêëîíå-
íèå. Ïðîâåñòè òå æå èçìåðåíèÿ ïðè M = 10 è ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû.

c) Ïîäàòü íà âõîä àíàëèçàòîðà ñïåêòðà ñìåñü îäíî-òîíàëüíîãî ãàðìîíè÷å-
ñêîãî ñèãíàëà ñ øóìîì. Îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì, êàê îòíîøå-
íèå âåëè÷èíû îñíîâíîãî ïèêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåãóëÿðíîìó ñèãíàëó ê
ñðåäíåé âåëè÷èíå øóìîâîãî ïüåäåñòàëà (â äÁ). Ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü
ýòîãî îòíîøåíèÿ îò ÷èñëà óñðåäíåíèé M .
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3 Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà:
èññëåäîâàíèå öèôðîâûõ
ôèëüòðîâ

3.1 Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
3.1.1 Ââåäåíèå
Öèôðîâûì ôèëüòðîì ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíêöèîíàëüíîå óñòðîéñòâî, ïðåîáðàçóþ-
ùåå öèôðîâîé ñèãíàë è îáëàäàþùåå ÷àñòîòíî-ñåëåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè, òî åñòü
ïîäàâëÿþùåå ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå ñèãíàëà â îäíîé ïîëîñå ÷àñòîò (ïîëîñà
ïîäàâëåíèÿ) è ïðîïóñêàþùåå ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå â äðóãîé ïîëîñå ÷àñòîò
(ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ). Ñèíòåç ðàçëè÷íûõ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ - îäèí èç îñíîâíûõ
âîïðîñîâ öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.

3.1.2 Îïèñàíèå ôèëüòðîâ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè
Öèôðîâîé ôèëüòð óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ÷åòûðåõïîëþñíèêà òî åñòü óñòðîé-
ñòâà, èìåþùåãî âõîä äëÿ öèôðîâîãî ñèãíàëà x(n), è âûõîä äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî
ñèãíàëà y(n). Äëÿ îïèñàíèÿ ðàáîòû ýòîãî ÷åòûðåõïîëþñíèêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ:

y(n) = F (y(n− 1), y(n− 2), , ..., y(n−M), x(n), x(n− 1), ..., x(n−K)) (3.1)

Çäåñü ôóíêöèÿ F çàäàåò âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà â âûõîäíîé. Â îáùåì
ñëó÷àå, çíà÷åíèå ñèãíàëà â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè y(n) ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íå
òîëüêî òåêóùèì çíà÷åíèåì âõîäíîãî ñèãíàëà x(n), íî è ïðåäûäóùèìè çíà÷åíèÿìè

x(n) y(n)

Ðèñ. 3.1: Öèôðîâîé ÷åòûðåõïîëþñíèê
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âõîäíîãî ñèãíàëà x(n − 1), x(n − 2)... âïëîòü äî x(n −K). Â ýòîì ñëó÷àå, ãîâîðÿò,
÷òî ÷åòûðåõïîëþñíèê îáëàäàåò ïàìÿòüþ äëèíîé K øàãîâ. Êðîìå òîãî, çíà÷åíèå
âûõîäíîãî ñèãàëà ìîæåò çàâèñåòü îò âûõîäíîãî æå ñèãíàëà â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû
âðåìåíè y(n−1), y(n−2)...âïëîòü äî y(n−M). Òàêèå ÷åòûðåõïîëþñíèêè íàçûâàþò
ðåêóðñèâíûìè. ×èñëî M îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ðåêóðñèè. Ðåêóðñèâíûìè áûâàþò òå
÷åòûðåõïîëþñíèêè, â óñòðîéñòâå êîòîðûõ åñòü îáðàòíûå ñâÿçè, òî åñòü ÷àñòü âû-
õîäíîãî ñèãíàëà îòâåòâëÿåòñÿ è ïîäàåòñÿ îáðàòíî íà âõîä. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
ðåêóðñèâíûì ÷åòûðåõïîëþñíèêàì, òå ÷åòûðåõïîëþñíèêè, ó êîòîðûõ â ôóíêöèè F
îòñóòñòâóþò ïåðåìåííûå y(n− i), - íàçûâàþò íåðåêóðñèâíûìè.

Â òåîðèè öèôðîâûõ ÷åòûðåõïîëþñíèêîâ, òàêæå êàê è â òåîðèè àíàëîãîâûõ ÷å-
òûðåõïîëþñíèêîâ, âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñâîéñòâî êàóçàëüíîñòè (èëè ïðè÷èííîñòè).
Ïîä êàóçàëüíûìè ïîíèìàþò òàêèå óñòðîéñòâà, ñèãíàë íà âûõîäå êîòîðûõ ïîÿâëÿ-
åòñÿ íå ðàíåå, ÷åì ñèãíàë íà âõîäå. Òî åñòü, êàóçàëüíûå ÷åòûðåõïîëþñíèêè äîëæ-
íû ïîä÷èíÿòüñÿ ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè: ñëåäñòâèå âîçäåéñòâèÿ íå ìîæåò îáãîíÿòü
ñâîþ ïðè÷èíó. Óðàâíåíèå (3.1) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó, à âîò, íàïðèìåð, óðàâ-
íåíèå y(n) = x(n)+x(n+1) - íåò. Â íåì çíà÷åíèå âûõîäíîãî ñèãíàëà y(n) çàâèñèò îò
âõîäíîãî ñèãíàëà â áóäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Íåêàóçàëüíûå ÷åòûðåõïîëþñíèêè íå
ìîãóò áûòü ñîçäàíû êàê òåõíè÷åñêèå óñòðîéñòâà, îäíàêî, óðàâíåíèÿ òàêèõ ÷åòûðåõ-
ïîëþñíèêîâ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ïðè àíàëèçå òåõ èëè èíûõ çàäà÷. Åñëè ðåàëèçàöèÿ
êàêîé-ëèáî îïåðàöèè îáðàáîòêè ñèãíàëà òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ íåêàóçàëüíîãî ÷å-
òûðåõïîëþñíèê, ýòî çíà÷èò, ÷òî îíà íåâîçìîæíà.

Ñðåäè âñåõ ÷åòûðåõïîëþñíèêîâ îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò ëèíåéíûå ÷åòûðåõïîëþñ-
íèêè. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ïðîñòûìè è ïîòîìó î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàê-
òèêå. Ëèíåéíûé ÷åòûðåõïîëþñíèê îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì:

y(n) +
M∑
i=1

aiy(n− i) =
K∑

i=0

bix(n− i) (3.2)

ãäå ai è bi - ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ëèíåéíûå ÷åòûðåõïîëþñíèêè.

3.1.3 Õàðàêòåðèñòèêè, îïèñûâàþùèå ëèíåéíûå
÷åòûðåõïîëþñíèêè

Ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ÷åòûðåõïîëþñíèêà ìîãóò áûòü îïèñàíû íå òîëüêî ïîñðåäñòâîì
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, íî è ðÿäîì äðóãèõ ñïîñîáîâ:

1. Ïðè ïîìîùè èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè h(n). Ïîä èìïóëüñíîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé ÷åòûðåõïîëþñíèêà ïîíèìàþò åãî îòêëèê (âûõîäíîé ñèãíàë) íà âîç-
äåéñòâèå (âõîäíîé ñèãíàë) â âèäå åäèíè÷íîãî èìïóëüñà δ(n):

x(n) = δ(n) y(n) = h(n)
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Èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòàòü îòêëèê ñèñòåìû íà
çàäàííûé âõîäíîé ñèãíàë:

y(n) = x(n) ◦ h(n) =
n∑

m=0

x(m)h(n−m)

- îí ðàâåí ñâåðòêå âõîäíîãî ñèãíàëà ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé.

2. Ïðè ïîìîùè ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèèH(z), êîòîðàÿ ðàâíà îòíîøåíèþ z-ïðåîáðà-

çîâàíèÿ âûõîäíîãî è âõîäíîãî ñèãíàëîâ:

H(z) =
Zy(z)

Zx(z)

Íàïîìíèì, ÷òî z-ïðåîáðàçîâàíèå äèñêðåòíîãî ñèãíàëà ïðîâîäèòñÿ ïî ôîðìó-
ëå: Zx(z) =

∑∞
n=0 x(n)z−n. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ òàêæå äàåò âîçìîæíîñòü

îïðåäåëèòü âèä âûõîäíîãî ñèãíàëà ïî âèäó âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ. Ïðàâäà,
äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü íåòðèâèàëüíóþ ïðîöåäóðó ïîèñêà âûõîäíî-
ãî ñèãíàëà y(n) ïî åãî Z- èçîáðàæåíèþ.

3. Ïðè ïîìîùè ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêèK(ω). ×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ÄÂÏÔ îò âûõîäíîãî ñèãíàëà ê ÄÂÏÔ âõîäíîãî:

K(ω) =
Fy(ω̄)

Fx(ω̄)
(3.3)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè F (ω̄) - êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ, òî è
÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà òîæå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé ÷àñòîòû. Åå
ìîäóëü |K(ω)| íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è ïî àìïëèòóäå èëè àìïëèòóäíî-
÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé (À×Õ), à àðãóìåíò arctg(Im(K(ω))/Re(K(ω))) -
êîýôôèöèåíòîì ïåðåäà÷è ïî ôàçå èëè ôàçî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé (Ô×Õ).
Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ôîðìóëà (3.3) íåóäîá-
íà, ïîñêîëüêó òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñ÷åòà ÄÂÏÔ. Ïîýòîìó, íà ïðàêòè-
êå, â êà÷åñòâå âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ âûáèðàþò ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë x(n) =
cos

(
Ωn

)
. Ïðè ýòîì, íà âûõîäå ëèíåéíîé ñèñòåìû ìû ïîëó÷èì ãàðìîíè÷å-

ñêèé ñèãíàë òîé æå ÷àñòîòû, íî ñ äðóãîé àìïëèòóäîé è íà÷àëüíîé ôàçîé:
y(n) = A cos

(
Ωn+ θ

)
. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî àìïëèòóäà âûõîäíîãî ñèãíàëà A

ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè íà ÷àñòîòå Ω, à åãî ôàçà - ñîîò-
âåòñòâåííî ñ ôàçîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè: K(Ω) = A exp (jθ). Íàïîìíèì,
÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñèãíàëîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì îïðåäåëÿåòñÿ â
äèàïàçîíå ÷àñòîò îò 0 äî π (íà äðóãèõ ÷àñòîòàõ îíà ïîâòîðÿåò ýòè çíà÷åíèÿ).
Ïîýòîìó è ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà öèôðîâûõ ÷åòûðåõïîëþñíèêîâ îïðåäå-
ëåíà â ýòîì æå äèàïàçîíå ÷àñòîò.

Ðàçíûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ ñâîéñòâ öèôðîâûõ ÷åòûðåõïîëþñíèêîâ íå ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè. Âñå îïèñàííûå âûøå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ äðóã â äðóãà.
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Ïîýòîìó, äîñòàòî÷íî îäíîé èç íèõ, ÷òîáû îïèñàòü ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ÷åòûðåõïî-
ëþñíèêà, îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåå ïðè ïîìîùè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ âûðàæå-
íèé. Íàïîìíèì íåêîòîðûå èç íèõ:

• Åñëè èçâåñòåí âèä ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (3.2), òî ëåãêî ïîëó÷èòü âèä ïåðåäà-
òî÷íîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîñòî âñïîìíèòü, ÷òî z-ïðåîáðàçîâàíèþ
îò ñèãíàëà, ñäâèíóòîãî ïî âðåìåíè íà k øàãîâ ñîîòâåòñòâóåò z-èçîáðàæåíèå
èñõîäíîãî ñèãíàëà, äîìíîæåííîå íà z−k. Òîãäà, ïåðåõîäÿ â ôîðìóëå (3.2) îò
ñèãíàëîâ ê èõ z-îáðàçàì, ïîëó÷àåì:

H(z) =

∑K
i=0 biz

−i

1 +
∑M

i=1 aiz−i
(3.4)

• Åñëè èçâåñòåí âèä èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè, òî íåñëîæíî ðàññ÷èòàòü ïåðå-
äàòî÷íóþ ôóíêöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó z-èçîáðàæåíèå äëÿ âõîäíîãî
ñèãíàëà â âèäå åäèíè÷íîãî èìïóëüñà ðàâíî åäèíèöå, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ
åñòü z-ïðåîáðàçîâàíèå îò èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè:

H(z) =
∞∑

n=0

h(n)z−n (3.5)

• ×àñòîòíàÿ è ïåðåäàòî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêè ëåãêî ïðåîáðàçóþòñÿ äðóã â äðóãà
ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííûõ z ↔ exp (jω):

K(ω) = H(exp(jω)) (3.6)
H(z) = K(−j ln(z)) (3.7)

• Èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñâÿçàíà ñ ÷àñòîòíîé ÷åðåç èíòåãðàëüíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå:

h(n) =
1

2π

∫ π

−π

K(ω) exp (jωn)dω (3.8)

3.1.4 Èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êàóçàëüíîãî ôèëüòðà
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ðåàëèçîâàíû íà ïðàêòèêå ìîãóò áûòü òîëüêî ôèëüòðû,
óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè, òî åñòü êàóçàëüíûå ôèëüòðû. Ëåãêî ïî-
êàçàòü, ÷òî èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êàóçàëüíîãî ôèëüòðà íå ìîæåò èìåòü íåíó-
ëåâûõ ñëàãàåìûõ äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà. Äåéñòâèòåëüíî, âõîäíûì
ñèãíàëîì, ïðè îïðåäåëåíèè èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè, ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé èì-
ïóëüñ δ(n), êîòîðûé äåéñòâóåò ëèøü â ìîìåíò âðåìåíè ðàâíûé íóëþ. Ïîýòîìó è
îòêëèê íà ýòî âîçäåéñòâèå, êîòîðûì è ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, íå
ìîæåò èìåòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ äëÿ áîëåå ðàííèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè:

h(n) ≡ 0 åñëè n < 0 (3.9)
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3.1.5 ÊÈÕ è ÁÈÕ ôèëüòðû
Öèôðîâûå ôèëüòðû ïðèíÿòî äåëèòü íà ôèëüòðû ñ êîíå÷íîé èìïóëüñíîé õàðàê-
òåðèñòèêîé (ÊÈÕ) è ôèëüòðû ñ áåñêîíå÷íîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé (ÁÈÕ).
Â ïåðâîì ñëó÷àå èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü íà êîíå÷íîì
èíòåðâàëå âðåìåíè:

h(n)

{ 6= 0 åñëè n ∈ [0 : N ]
≡ 0 åñëè n /∈ [0 : N ]

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ÁÈÕ ôèëüòðîâ èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èìååò îòëè÷íûå
îò íóëÿ çíà÷åíèÿ äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèé n. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íåðå-
êóðñèâíûå ôèëüòðû âñåãäà èìåþò êîíå÷íóþ èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü íåðåêóðñèâíûé ôèëüòð çàäàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì:

y(n) =
M∑
i=0

bix(n− i)

Âîçüìåì â êà÷åñòâå âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ δ-èìïóëüñ (x(n) = δ(n)). Òîãäà: h(n) =
b0δ(n)+ b1δ(n−1)+ ...+ bMδ(n−M). Ïðè ïîäñòàíîâêå n = 0, 1, 2, ...,M, ..., ïîëó÷àåì:
h(0) = b0, h(1) = b1,..., h(M) = bM , h(n > M) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì:

• íåðåêóðñèâíûå ôèëüòðû âñåãäà ÊÈÕ - ôèëüòðû;

• èíòåðâàë âðåìåíè â òå÷åíèå êîòîðîãî èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà íåíóëåâàÿ
ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì ôèëüòðà (ïîðÿäêîì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ);

• çíà÷åíèÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçíîñò-
íîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ ðåêóðñèâíûõ ôèëüòðîâ âûøåïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ. Îíè
ìîãóò èìåòü êàê áåñêîíå÷íóþ èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó (êàê ïðàâèëî), òàê è
êîíå÷íóþ èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó (ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ.

3.1.6 Êëàññèôèêàöèÿ ôèëüòðîâ ïî èõ ÷àñòîòíûì ñâîéñòâàì
Îñíîâíàÿ çàäà÷à ôèëüòðîâ - îòôèëüòðîâûâàòü (ïîäàâëÿòü) ñïåêòðàëüíûå êîìïî-
íåíòû ñèãíàëà â îïðåäåëåííîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå, ïåðåäàâàÿ â íåèçìåííîì âèäå
ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû â äðóãîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå. Ïîýòîìó îñíîâíîé õàðàê-
òåðèñòèêîé ôèëüòðà ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Ôèëüòðû êëàññèôè-
öèðóþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âèäà èõ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè. Äèà-
ïàçîí ÷àñòîò À×Õ, â êîòîðîì ôèëüòð ïðîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû ñèã-
íàëà, íàçûâàåòñÿ ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ. Äèàïàçîí ÷àñòîò À×Õ, â êîòîðîì ôèëüòð
íå ïðîïóñêàåò (ïîäàâëÿåò) ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû ñèãíàëà, íàçûâàåòñÿ ïîëîñîé
ïîäàâëåíèÿ. Ìåæäó ïîëîñàìè ïðîïóñêàíèÿ è ïîäàâëåíèÿ ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ ò.í.
ïåðåõîäíàÿ ïîëîñà. Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ íà îñè ÷àñòîò ïîëîñû ïðîïóñ-
êàíèÿ è ïîëîñû ïîäàâëåíèÿ ôèëüòðû äåëÿòñÿ íà:
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• ôèëüòðû íèæíèõ ÷àñòîò (ÔÍ×), ó êîòîðûõ ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ - èíòåðâàë îò
íóëåâîé ÷àñòîòû äî íåêîòîðîé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ω01 , à ïîëîñà ïîäàâëåíèÿ
- èíòåðâàë îò ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ω02 ≥ ω01 äî π;

• ôèëüòðû âåðõíèõ ÷àñòîò (ÔÂ×), ó êîòîðûõ ïîëîñà ïîäàâëåíèÿ - èíòåðâàë îò
íóëåâîé ÷àñòîòû äî íåêîòîðîé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ω01 , à ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ
- èíòåðâàë îò ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ω02 ≥ ω01 äî π;

• ïîëîñîâûå ôèëüòðû (ÏÔ), ó êîòîðûõ ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ èìååò êàê âåðõíþþ,
òàê è íèæíþþ ãðàíè÷íûå ÷àñòîòû, òî åñòü ðàñïîëàãàåòñÿ â ïîëîñå ìåæäó ω01

è ω02, à ïîëîñà ïîäàâëåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîä-èíòåðâàëà: íèæíèé, îò
íóëåâîé ÷àñòîòû äî ω03 ≤ ω01, è âåðõíèé, îò ω04 ≥ ω02 äî π;

• çàãðàæäàþùèå ôèëüòðû (ÇÔ), ó êîòîðûõ ïîëîñà ïîäàâëåíèÿ èìååò êàê âåðõ-
íþþ, òàê è íèæíþþ ãðàíè÷íûå ÷àñòîòû, òî åñòü ðàñïîëàãàåòñÿ â ïîëîñå ìåæäó
ω01 è ω02, à ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîä-èíòåðâàëà: íèæíèé,
îò íóëåâîé ÷àñòîòû äî ω03 ≤ ω01, è âåðõíèé, îò ω04 ≥ ω02 äî π.

Êà÷åñòâåííûé âèä À×Õ äëÿ ÔÍ×, ÔÂ×, ÏÔ è ÇÔ ïîêàçàí íà ðèñ. a, b, c è d
ñîîòâåòñòâåííî.

3.1.7 Ïîíÿòèå îá èäåàëüíûõ ôèëüòðàõ
Èäåàëüíûìè íàçûâàþòñÿ ôèëüòðû:

1. ó êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ïåðåõîäíàÿ ïîëîñà, òî åñòü âåñü ÷àñòîòíûé äèàïàçîí
äåëèòñÿ òîëüêî íà ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ è ïîëîñó ïîäàâëåíèÿ;

2. åñëè ñïåêòð âõîäíîãî ñèãíàëà öåëèêîì óêëàäûâàåòñÿ â ïîëîñó ïîäàâëåíèÿ, òî
òàêîé ñèãíàë ïîëíîñòüþ ïîäàâëÿåòñÿ;

3. åñëè ñïåêòð âõîäíîãî ñèãíàëà öåëèêîì óêëàäûâàåòñÿ â ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ,
òîò òàêîé ñèãíàë ïåðåäàåòñÿ áåç èñêàæåíèÿ ôîðìû.

Ñâîéñòâî (2) îçíà÷àåò, ÷òî â ïîëîñå ïîäàâëåíèÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ôàçî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, ïðè ýòîì, ìîæåò
áûòü ëþáîé. Åñëè îáîçíà÷èòü äèàïàçîí ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëîñå ïîäàâëå-
íèÿ êàê ∆ωs, òî äàííîå ñâîéñòâî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K(ω) = 0, åñëè ω ∈ ∆ωs (3.10)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñâîéñòâî (3). Îáîçíà÷èì äèàïàçîí ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâóþùèé
ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ êàê ∆ωt è îïðåäåëèì âèä K(ω) â ýòîì äèàïàçîíå. Åñëè ñèã-
íàë x(n) òàêîâ, ÷òî Fx(ω) = 0 äëÿ ω /∈ ∆ωt, òîãäà ôîðìà âûõîäíîãî ñèãíàëà y(n)
äîëæíà ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿòü ôîðìó x(n). Ýòî íå çíà÷èò, ÷òî âõîäíîé è âûõîäíîé
ñèãíàëû äîëæíû áûòü èäåíòè÷íûìè, à îçíà÷àåò ëèøü, ÷òî âûõîäíîé ñèãíàë ìîæåò
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Ðèñ. 3.2: Âèä àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè äëÿ: (a) ôèëüòðà íèæíèõ ÷à-
ñòîò, (b) ôèëüòðà âåðõíèõ ÷àñòîò; (c) ïîëîñîâîãî è (d) çàãðàæäàþùåãî
ôèëüòðîâ. Ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ îêðàøåíà çåëåíûì öâåòîì, ïîëîñà ïîäàâ-
ëåíèÿ - êðàñíûì, ïåðåõîäíàÿ ïîëîñà îñòàâëåíà áåëîé.
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îòëè÷àòüñÿ îò âõîäíîãî (à) àìïëèòóäîé è (á) íà÷àëüíîé ôàçîé. Èíûìè ñëîâàìè
y(n) = Ax(n − n0), ãäå n0 - çàäåðæêà âûõîäíîãî ñèãíàëà îòíîñèòåëüíî âõîäíîãî.
Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ÄÂÏÔ, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

Fy(ω) = AFx(ω) exp(−jn0ω)

Îòñþäà, äëÿ èäåàëüíîãî ôèëüòðà

K(ω) = A exp(−jn0ω), åñëè ω ∈ ∆ωt (3.11)

èëè, äëÿ À×Õ:
|K(ω)| = A, åñëè ω ∈ ∆ωt

äëÿ Ô×Õ:
θ(ω) = −n0ω, åñëè ω ∈ ∆ωt

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûÿñíèëè, ÷òî â ïîëîñå ïîäàâëåíèÿ êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è òîæ-
äåñòâåííî ðàâåí íóëþ, à â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ îí èìååò ïîñòîÿííóþ àìïëèòóäó
(ìîäóëü) è ëèíåéíî çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè ôàçó. Âèä À×Õ è Ô×Õ äëÿ èäåàëüíîãî
ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.3.

Âîçìîæíà ëè ðåàëèçàöèÿ èäåàëüíîãî ôèëüòðà? Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èäåàëü-
íûé ôèëüòð äîëæåí áûòü íåêàóçàëüíûì, à çíà÷èò åãî íåëüçÿ ñîçäàòü. Äåéñòâèòåëü-
íî, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, èäåàëüíûé ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò, ÷àñòîòíàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.3. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà çàäàåòñÿ âûðàæåíè-
åì:

K(ω) =

{
A exp (−jn0ω) åñëè ω ∈ [−ω01 : ω01]

0 åñëè ω /∈ [−ω01 : ω01]

Ðàññ÷èòàåì äëÿ íåãî èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó:

h(n) =
1

2π

[∫ ω01

−ω01

A exp (−jn0ω) dω

]
=
Aω01

π
Sinc [(n− n0)ω01] (3.12)

Èç ôîðìóëû (3.12) âèäíî, ÷òî h(n) èìååò íåíóëåâûå ñëàãàåìûå äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé
n, âêëþ÷àÿ îòðèöàòåëüíûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èäåàëüíûé ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò ÿâ-
ëÿåòñÿ íåêàóçàëüíûì, òî åñòü íåîñóùåñòâèìûì íà ïðàêòèêå. Àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà
ìîæíî äîêàçàòü è äëÿ äðóãèõ èäåàëüíûõ ôèëüòðîâ.

Èòàê, èäåàëüíûå ôèëüòðû íåîñóùåñòâèìû. Âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ ÷åãî íåîáõî-
äèìî èñïîëüçîâàòü ìîäåëü èäåàëüíîãî ôèëüòðà, êîòîðûé íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü íà
ïðàêòèêå? Äåëî â òîì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà èäåàëüíîãî ôèëüòðà íå ìîæåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü íèêàêîìó óñòðîéñòâó, îäíàêî, ìîæíî ñîçäàòü ôèëüòðû ñ õàðàêòåðèñòèêà-
ìè, êîòîðûå áóäóò î÷åíü áëèçêè ê õàðàêòåðèñòèêå èäåàëüíîãî ôèëüòðà.

3.1.8 Ôèëüòðû ñ ëèíåéíîé Ô×Õ
Êîìïëåêñíàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èäåàëüíîãî ôèëüòðà ñîîòâåòñòâóåò ñòóïåí-
÷àòîé À×Õ è ëèíåéíîé Ô×Õ. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëà ïîêàçàíà íåîñóùåñòâè-
ìîñòü ýòîé êîìáèíàöèè. Ìîãóò ëè èäåàëüíàÿ À×Õ è èäåàëüíàÿ Ô×Õ áûòü ðåàëè-
çîâàíû ïî-îòäåëüíîñòè? Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ëè ñîçäàòü ôèëüòð ñî ñòóïåí÷àòîé
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Ðèñ. 3.3: Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ (a) è ôàçî-÷àñòîòíàÿ (b) õàðàêòåðèñòèêà èäåàëü-

íîãî ôèëüòðà íèæíåé ÷àñòîòû
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À×Õ, Ô×Õ êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ÷àñòîòû, è, íàîáîðîò, ìîæíî
ëè ñîçäàòü ôèëüòð ñ ëèíåéíîé Ô×Õ, À×Õ êîòîðîãî íå èäåàëüíà? Îòâåò íà ïåðâûé
èç ýòèõ âîïðîñîâ îòðèöàòåëåí. Íåëüçÿ ñîçäàòü èäåàëüíóþ À×Õ, íî ìîæíî ñîçäàòü
ôèëüòð, À×Õ êîòîðîãî áóäåò ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê èäåàëüíîé. Îòâåò íà âòîðîé
âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, íî òîëüêî åñëè ôèëüòð èìååò êîíå÷íóþ èìïóëüñíóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó. ÊÈÕ ôèëüòðû ñ ëèíåéíîé Ô×Õ ñóùåñòâóþò è èõ ñèíòåç íå ïðåäñòàâëÿåò
îñîáûõ òðóäíîñòåé. Îïðåäåëèì òå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ÊÈÕ
ôèëüòð, ÷òîáû åãî Ô×Õ áûëà ëèíåéíîé.

Ïóñòü ÊÈÕ ôèëüòð çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì:

y(n) =
M∑
i=0

bix(n− i)

òîãäà åãî ïåðåäàòî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà H(z) áóäåò èìåòü âèä:

H(z) =
M∑
i=0

biz
−i (3.13)

Ñîîòâåòñòâåííî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó íàäî çàìåíèòü â âû-
ðàæåíèè (3.13) ïåðåìåííóþ z íà exp (jω):

K(ω) =
M∑
i=0

bi exp (−jiω) (3.14)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M = 2k - ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà â ñóììå (3.14) áóäåò íå÷åòíîå
÷èñëî (2k + 1) ñëàãàåìûõ. Âûíåñåì îáùèé ìíîæèòåëü exp(−jkω) è ñãðóïïèðóåì
÷ëåíû ñóììû:

K(ω) = [{b0 exp (jkω) + b2k exp (−jkω)}+ {b1 exp (j(k − 1)ω) + b2k−1 exp (−j(k − 1)ω)}+

...+ {bk−1 exp (jω) + bk+1 exp (−jω)}+ bk] exp(−jkω) (3.15)

Èç âûðàæåíèÿ (3.15) âèäíî, äëÿ òîãî ÷òîáû Ô×Õ áûëà ëèíåéíîé, äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû ñóììà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ áûëà âåùåñòâåííîé: K(ω) = D(ω) exp(−jkω), ãäå
D - âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèþ D(ω) ñäåëàòü âåùå-
ñòâåííîé äîñòàòî÷íî âûáðàòü êîýôôèöèåíòû bi ñèììåòðè÷íûìè:

b0 = b2k, b1 = b2k−1, ..., bk−1 = bk+1 (3.16)

Òîãäà:

D(ω) = 2 [b0 cos (kω) + b1 cos ((k − 1)ω) + ...+ bk−1 cos (ω) + bk/2] , (3.17)

èëè, îáîçíà÷àÿ c0 = bk, c1 = 2bk−1,..., ck = 2b0, ïîëó÷àåì:

D(ω) =
k∑

i=0

ci cos (iω) (3.18)
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Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà äàííîãî ôèëüòðà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü À×Õ, íóæíî
âçÿòü ìîäóëü îò D(ω):

|K(ω)| =
∣∣∣∣∣

k∑
i=0

ci cos (iω)

∣∣∣∣∣ (3.19)

Íà íóëåâîé ÷àñòîòå |K(ω)| =
∣∣∣∑k

i=0 ci

∣∣∣, íà âåðõíåé ÷àñòîòå |K(ω)| =
∣∣∣∑k

i=0 ci(−1)i
∣∣∣-

äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ âïîëíå âîçìîæíî ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
ck, à çíà÷èò, ôèëüòð ñ ñèììåòðè÷íûì âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ ìîæåò áûòü êàê
ôèëüòðîì êàê íèæíèõ, òàê è âåðõíèõ ÷àñòîò. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå ñâîé-
ñòâà Ô×Õ. Â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ ôèëüòðà, òàì ãäå |K(ω)| = D(ω) ôàçî-÷àñòîòíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà áóäåò ëèíåéíîé:

θ(ω) = −kω,

Òàêàÿ Ô×Õ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü çàäåðæêå âûõîäíîãî ñèãíàëà îòíîñèòåëüíî âõîä-
íîãî íà k øàãîâ. Òàêàÿ çàäåðæêà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé çàäåðæêîé ôèëüòðà. Â ïî-
ëîñå ïîäàâëåíèÿ |K(ω)| ¿ 1, à çíà÷èò â ðÿäå òî÷åê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íîëü D(ω)
ìîæåò ìåíÿòü çíàê. Êàæäàÿ ñìåíà çíàêà ôóíêöèåé D(ω) ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ
ôàçû íà π, ïîýòîìó â ýòîì äèàïàçîíå Ô×Õ áóäåò ëèíåéíà çà èñêëþ÷åíèåì òåõ
çíà÷åíèé ÷àñòîòû, â êîòîðûõ À×Õ îáðàùàåòñÿ â íîëü. Â ýòèõ òî÷êàõ íàáëþäàþòñÿ
ñêà÷êè ôàçû íà π. Âîçìîæíûé âèä À×Õ, Ô×Õ è ôóíêöèè D(ω) ÊÈÕ-ôèëüòðà íèæ-
íèõ ÷àñòîò ñ ñèììåòðè÷íûì âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåí íà ðèñ.3.4. Èòàê, ìû
îïðåäåëèëè, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ÊÈÕ ôèëüòð ìîæåò èìåòü Ô×Õ, ëè-
íåéíóþ â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ è êóñî÷íî-ëèíåéíóþ â ïîëîñå ïîäàâëåíèÿ. Íåëèíåé-
íîñòü Ô×Õ â ïîëîñå ïîäàâëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé, òàê êàê â ýòîì ÷àñòîò-
íîì äèàïàçîíå êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ôèëüòðà âñå ðàâíî áëèçîê ê íóëþ è ôàçîâûå
ñâîéñòâà áîëüøå íå èãðàþò ðîëè. ×òîáû ñôîðìèðîâàòü íóæíóþ À×Õ, êîýôôèöè-
åíòû bi äîëæíû áûòü ïîäîáðàíû ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì. Çàäà÷à ïîäáîðà ýòèõ
êîýôôèöèåíòîâ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñèíòåçà ÊÈÕ-ôèëüòðà. Â äàííîé ðàáîòå îíà íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ.

×òî êàñàåòñÿ ÁÈÕ-ôèëüòðîâ, òî, êàê óêàçûâàåòñÿ â ðÿäå ó÷åáíèêîâ ïî îáðàáîòêå
ñèãíàëîâ, èõ Ô×Õ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå ñîâñåì òàê. Êîýô-
ôèöèåíò ïåðåäà÷è ÁÈÕ-ôèëüòðà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

K(ω) =

∑M
i=0 bi exp (−jiω)

1−∑N
i=1 ai exp (−jiω)

Âûáèðàÿ M è N ÷åòíûìè è ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ìîæíî âûíåñòè ôàçî-
âûå ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ è ñèììåòðè÷íûì âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ
ñäåëàòü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîé:

K(ω) =
exp (−jkω)

exp (−jlω)

b0 cos (kω) + b1 cos ((k − 1)ω) + ...+ bk−1 cos (ω) + bk/2

cos (kω)− a1 cos ((k − 1)ω)− ...− al−1 cos (ω) + al/2
=

= exp (−j(k − l)ω)D(ω) (3.20)
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Ðèñ. 3.4: Âèä À×Õ (a), ôóíêöèè D(ω) (b) è Ô×Õ äëÿ ÊÈÕ ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò
ñ ñèììåòðè÷íûì âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ
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Ðèñ. 3.5: Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà óñòàíîâêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ

Îäíàêî, íà ïðàêòèêå ôèëüòðû ñ õàðàêòåðèñòèêîé (3.20) íå èñïîëüçóþòñÿ â ñèëó èõ
ãðîìîçäêîñòè è îòñóòñòâèÿ ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÊÈÕ-ôèëüòðàìè. Èñïîëü-
çóåìûå íà ïðàêòèêå ÁÈÕ-ôèëüòðû îáëàäàþò íåëèíåéíîé Ô×Õ.

3.2 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü
Â õîäå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðîâ
(À×Õ, Ô×Õ, èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà), òèï ôèëüòðà, âûÿñíÿåòñÿ ê êàêîìó êëàñ-
ñó (ÊÈÕ èëè ÁÈÕ) îí îòíîñèòñÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîõîæäåíèå ðåãóëÿðíûõ è øó-
ìîâûõ ñèãíàëîâ ÷åðåç ôèëüòðû.

3.2.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, ñî-
çäàííóþ â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ LabView, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ðå-
ãóëÿðíûå è øóìîâûå ðàäèîñèãíàëû, ïðîâîäèòü èõ ôèëüòðàöèþ ïðè ïîìîùè âû-
áðàííîãî öèôðîâîãî ôèëüòðà, ñòðîèòü ñïåêòðû ìîùíîñòè èñõîäíîãî è ïðîøåäøåãî
÷åðåç ôèëüòð ñèãíàëîâ, îòîáðàæàòü ñàìè ñèãíàëû íà îñöèëëîãðàôå. Ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ñõåìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.5 Â óñòàíîâêó âõîäèò ãåíåðàòîð ñèãíàëîâ, ïîçâîëÿ-
þùèé ãåíåðèðîâàòü äèñêðåòíûå ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ ðàçëè÷íîé ôîðìû:

• ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë,
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Ðèñ. 3.6: Âèä ïåðåäíåé ïàíåëè óñòàíîâêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ

• ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ,

• ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíûõ èìïóëüñîâ,

• ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïèëîîáðàçíûõ èìïóëüñîâ,

• åäèíè÷íûé èìïóëüñ δ(n);

à òàêæå áåëûé øóì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ðåãóëèðóåìîé èíòåíñèâíî-
ñòüþ; âñïîìîãàòåëüíûé ãåíåðàòîð ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ðåãóëèðóåìîé àì-
ïëèòóäîé è íà÷àëüíîé ôàçîé, ÷àñòîòà êîëåáàíèé êîòîðîãî �ïðèâÿçàíà� ê ÷àñòîòå
îñíîâíîãî ãåíåðàòîðà; èññëåäóåìûé öèôðîâîé ôèëüòð, îñöèëëîãðàô è àíàëèçàòîð
ñïåêòðà. Ñïåêòðû îáîèõ ñèãíàëîâ (èñõîäíîãî è ïðîøåäøåãî ÷åðåç ôèëüòð) ðàñ-
ñ÷èòûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà ÄÏÔ è îòîáðàæàåòñÿ íà ýêðàíå àíàëèçàòîðà
ñïåêòðà. Ôîðìà ñèãíàëîâ îòîáðàæàåòñÿ íà ýêðàíàõ îñöèëëîãðàôà.

Íà ðèñ.3.6 ïðèâåäåíà ïåðåäíÿÿ ïàíåëü óñòàíîâêè. Íà íåé ðàñïîëàãàþòñÿ:

1. Îñíîâíîé ãåíåðàòîð (Main Generator) - êîòîðûé ôîðìèðóåò ÷åòûðå ôîð-
ìû ñèãíàëà è äîáàâëÿåò ê íèì øóìîâîé ñèãíàë. Îí ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ýëå-
ìåíòû óïðàâëåíèÿ:
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a) Signal choice � ïåðåêëþ÷àòåëü ôîðìû âûõîäíîãî ñèãíàëà. Íàæàòèåì íà
êíîïêó ôîðìà ñèãíàëà èçìåíÿåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: èìïóëüñ � ñèíóñ
� ïðÿìîóãîëüíèê � òðåóãîëüíèê � ïèëîîáðàçíûé ñèãíàë.

b) Frequency � ðåãóëÿòîð íîðìèðîâàííîé ÷àñòîòû â äèàïàçîíå îò 0 äî 0.5.
c) Number of samples � ðåãóëÿòîð ÷èñëà òî÷åê ãåíåðèðóåìîãî ñèãíàëà

(äëèòåëüíîñòü ãåíåðèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
d) Constant level � ðåãóëÿòîð óðîâíÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ñèãíàëà.
e) Noise intencity � ðåãóëÿòîð èíòåíñèâíîñòè øóìîâîãî ñèãíàëà.

2. Âñïîìîãàòåëüíûé ãåíåðàòîð (Accessory generator) - ãåíåðèðóåò âñïîìî-
ãàòåëüíûé ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë.

a) Ðó÷êà Phase - çàäàåò íà÷àëüíóþ ôàçó ñèãíàëà.
b) Ðó÷êà Amplitude - çàäàåò àìïëèòóäó ñèãíàëà.

3. Filter choice - áëîê âûáîðà èññëåäóåìîãî ôèëüòðà.

4. Îñöèëëîãðàô ñòðîèò ãðàôèêè èñõîäíîãî ñèãíàëà, ñèãíàëà, ïðîøåäøåãî ÷å-
ðåç ôèëüòð, ñèãíàëà âñïîìîãàòåëüíîãî ãåíåðàòîðà.

5. Àíàëèçàòîð ñïåêòðà ñòðîèò ñïåêòðû èñõîäíîãî è îòôèëüòðîâàííîãî ñèãíà-
ëîâ.

6. Îñöèëëîãðàô 3 ñòðîèò ôîðìó ìãíîâåííîé ôàçû. Âñå òðè îñöèëëîãðàôà
ñíàáæåíû ðó÷êàìè ðåãóëèðîâêè ìàñøòàáîâ ïî âåðòèêàëè, áëîê êóðñîðîâ, èìå-
þò åäèíûé ðåãóëÿòîð ìàñøòàáà ïî ãîðèçîíòàëè.

3.2.2 Õîä ðàáîòû
1. Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê ôèëüòðà.

a) Ïîñòðîéòå èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó âûáðàííûõ ôèëüòðîâ. Äëÿ ýòî-
ãî ïîäàéòå íà âõîä ôèëüòðà ñèãíàë â âèäå îäèíî÷íîãî δ-èìïóëüñà (äëè-
òåëüíîñòü ñèãíàëà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé). Âûõîäíîé ñèãíàë
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó. Îïðåäåëèòå ê êà-
êîìó êëàññó (ÊÈÕ èëè ÁÈÕ) îòíîñèòñÿ âûáðàííûé ôèëüòð. Äëÿ ÊÈÕ
ôèëüòðà îïðåäåëèòå åãî ïîðÿäîê � ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè, íà
êîòîðîì èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îñòàåòñÿ íåíóëåâîé, à òàêæå ãðóï-
ïîâóþ çàäåðæêó ôèëüòðà.

b) Ïîñòðîéòå À×Õ ôèëüòðà. Ïîäàéòå íà âõîä ôèëüòðà ãàðìîíè÷åñêèé ñèã-
íàë. Ìåíÿÿ ÷àñòîòó âõîäíîãî ñèãíàëà, èçìåðÿéòå àìïëèòóäó âûõîäíîãî
ñèãíàëà. Çàâèñèìîñòü äàííîé àìïëèòóäû îò ÷àñòîòû è áóäåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñîáîé èñêîìóþ À×Õ (ïîñêîëüêó àìïëèòóäà âõîäíîãî ñèãíàëà ðàâíà
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åäèíèöå). Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû âûõîäíîãî ñèãíàëà
èñïîëüçóéòå âñïîìîãàòåëüíûé ãåíåðàòîð: ðó÷êîé ðåãóëèðîâêè àìïëèòóäû
ïîäáåðèòå àìïëèòóäó ñèãíàëà âñïîìîãàòåëüíîãî ãåíåðàòîðà ðàâíîé àì-
ïëèòóäå âûõîäíîãî ñèãíàëà, òîãäà ïîêàçàíèå äèñïëåÿ ðó÷êè ðåãóëèðîâêè
àìïëèòóäû è áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èñêîìóþ àìïëèòóäó îòôèëüòðî-
âàííîãî ñèãíàëà.

c) Ïîñòðîéòå Ô×Õ ôèëüòðà. Ïîäàéòå íà âõîä ôèëüòðà ãàðìîíè÷åñêèé ñèã-
íàë. Ìåíÿÿ ÷àñòîòó âõîäíîãî ñèãíàëà, èçìåðÿéòå íà÷àëüíóþ ôàçó âû-
õîäíîãî ñèãíàëà ïî îòíîøåíèþ ê ôàçå âõîäíîãî. Çàâèñèìîñòü íà÷àëüíîé
ôàçû îò ÷àñòîòû è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èñêîìóþ Ô×Õ (ïîñêîëüêó
íà÷àëüíàÿ ôàçà âõîäíîãî ñèãíàëà ðàâíà íóëþ). Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðåäå-
ëåíèÿ íà÷àëüíîé ôàçû âûõîäíîãî ñèãíàëà èñïîëüçóéòå âñïîìîãàòåëüíûé
ãåíåðàòîð: ðó÷êîé ðåãóëèðîâêè ôàçû óñòàíîâèòå íà÷àëüíóþ ôàçó ñèãíà-
ëà âñïîìîãàòåëüíîãî ãåíåðàòîðà ðàâíîé ôàçå âûõîäíîãî ñèãíàëà, òîãäà
ïîêàçàíèå äèñïëåÿ ðó÷êè ðåãóëèðîâêè ôàçû è áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
èñêîìóþ ôàçó îòôèëüòðîâàííîãî ñèãíàëà.

d) Ïîëó÷èòå íà àíàëèçàòîðå ñïåêòðà àìïëèòóäíûé ñïåêòð èìïóëüñíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè è ñîïîñòàâüòå åãî ñ ïîñòðîåííîé À×Õ ôèëüòðà.

2. Èññëåäîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ñèãíàëîâ ÷åðåç öèôðîâîé ôèëüòð.
Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëîâ ðàçíîé ôîðìû ÷åðåç âûáðàí-
íûé öèôðîâîé ôèëüòð. Ïîñòðîéòå íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ îñöèëëîãðàìì è
ñïåêòðîâ ìîùíîñòè.

3. Èññëåäîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ øóìîâîãî ñèãíàëà ÷åðåç öèôðîâîé ôèëüòð. Ïðî-
âåäèòå èññëåäîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ øóìîâîãî ñèãíàëà ÷åðåç ðàçíûå öèôðîâûå
ôèëüòðû. Äëÿ ýòîãî âûáåðèòå â êà÷åñòâå âõîäíîãî ñèãíàëà ñóììó îäèíî÷-
íîãî èìïóëüñà è øóìà. Ïîñòðîéòå íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ îñöèëëîãðàìì è
ñïåêòðîâ ìîùíîñòè. Ïðîèëëþñòðèðóéòå ñãëàæèâàþùèå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ
ôèëüòðîâ.
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4 Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà:
Èññëåäîâàíèå öèôðîâîãî
ôèëüòðà Ãèëüáåðòà

4.1 Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
4.1.1 Ââåäåíèå
Êðîìå îáû÷íûõ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñòîòíî-ñåëåêòèâíûìè óñòðîé-
ñòâàìè ñóùåñòâóåò êëàññ ôèëüòðîâ, íàçûâàåìûõ ñïåöèàëüíûìè ôèëüòðàìè. Ñïå-
öèàëüíûå ôèëüòðû îñóùåñòâëÿþò íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä öèôðîâûì ñèãíà-
ëîì, êîòîðîå âûõîäèò çà ðàìêè ïîäàâëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñïåêòðà â îïðåäåëåííîì
÷àñòîòíîì äèàïàçîíå. Îäíèì èç òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, èìåþùèõ âàæíîå çíà÷å-
íèå â ðàäèîòåõíèêå, ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà. Ôèëüòð, îñóùåñòâëÿþùèé
ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà öèôðîâîãî ñèãíàëà è íàçûâàåòñÿ öèôðîâûì ôèëüòðîì
Ãèëüáåðòà.

4.1.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà è åãî ñâîéñòâà
Ïðåîáðàçîâàíèåì Ãèëüáåðòà (ÏÃ) àíàëîãîâîãî ñèãíàëà x(t) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå âèäà:

x̃(t) =
1

π

∫ ∞

−∞

x(ξ)

t− ξ
dξ (4.1)

Ïîëó÷èâøèéñÿ ñèãíàë x̃(t) íàçûâàþò ñîïðÿæåííûì ñèãíàëîì. Èç ôîðìóëû (4.1)
âèäíî, ÷òî ÏÃ íåêàóçàëüíî, òàê êàê çíà÷åíèå ñîïðÿæåííîãî ñèãíàëà â òåêóùèé
ìîìåíò âðåìåíè çàâèñèò êàê îò ïðîøëûõ, òàê è îò áóäóùèõ çíà÷åíèé èñõîäíîãî
ñèãíàëà x(t). Ýòî ñâîéñòâî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíî, ïîñêîëüêó èç-çà íåãî ïðåîáðàçîâà-
íèå Ãèëüáåðòà íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî êàêèì-ëèáî ôèçè÷åñêèì ïðèáîðîì - òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ íåðåàëèçóåìûì íà ïðàêòèêå. Â ÷åì æå ñìûñë ýòîé ôèçè÷åñêè íåðåà-
ëèçóåìîé ïðîöåäóðû è îòêóäà âîçíèê èíòåðåñ ê íåé â ðàäèîôèçèêå è ðàäèîòåõíèêå?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ïîñìîòðèì íà (4.1) ñî ñïåêòðàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.
Ïðèñìîòðåâøèñü ê ôîðìóëå (4.1), ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî
ìíîæèòåëÿ 1/π ÏÃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðòêó ñèãíàëà ñ ôóíêöèåé 1/t, à çíà÷èò,
÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñîïðÿæåííîãî ñèãíàëà áóäåò ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ýòèõ ñèãíàëîâ:

Fx̃(ω) =
1

π
Fx(ω)F1/t(ω)
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Ïîñêîëüêó F1/t(ω) = −jπSgn(ω) (Sgn - ôóíêöèÿ çíàêà), òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Fx̃(ω) = −jSgn(ω)Fx(ω)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ãèïîòåòè-
÷åñêîå ëèíåéíîå óñòðîéñòâî (÷åòûðåõïîëþñíèê), À×Õ êîòîðîãî ïîñòîÿííà: |K(ω)| =
1, à Ô×Õ ïðåäñòàâëÿåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ:

θ(ω) =

{
−π/2 ïðèω > 0

π/2 ïðèω < 0

Åñëè íà âõîä ôèëüòðà Ãèëüáåðòà ïîäàòü ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë ëþáîé ÷àñòîòû
x(t) = A cos (ω0t), òî íà âûõîäå áóäåò ñèãíàë òîé æå ÷àñòîòû è àìïëèòóäû, íî
ñäâèíóòûé ïî ôàçå íà 90 ãðàäóñîâ x̃(t) = A sin (ω0t). Îáúåäèíèâ äâà âåùåñòâåííûõ
ñèãíàëà â îäèí êîìïëåêñíûé: X(t) = x(t) + jx̃(t) = A exp (jω0t), êîòîðûé ïðèíÿ-
òî íàçûâàòü êîìïëåêñíûì ãàðìîíè÷åñêèì ñèãíàëîì. Êîìïëåêñíûé ãàðìîíè÷åñêèé
ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì ñèãíàëîì ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåéíûõ ðàäèîöåïåé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñèìâîëè÷åñêîãî ìåòîäà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïðîöåññû â
êîíäåíñàòîðå è êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè ïðè ïîìîùè îäíîãî ïàðàìåòðà - èìïåäàíñà.
Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà ñîâïàäàåò ñ àìïëèòóäîé, à àðãóìåíò
- ñ ôàçîé èñõîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà.

Åñëè òåïåðü íà âõîä ÏÃ ïîäàòü ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë x(t), òî ñîïðÿæåííûé ñèã-
íàë x̃(t) áóäåò ñîäåðæàòü òå æå ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå, íî ñäâèíóòûå íà 90
ãðàäóñîâ. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â ñïåêòðå êîìïëåêñíîãî ñèãíàëà, ñîñòàâëåííîãî èç x(t)
è x̃(t): X(t) = x(t) + jx̃(t) áóäåò ñîäåðæàòüñÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ÷àñòîòû (âñå
êîìïîíåíòû ñïåêòðà íà îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîòàõ ðàâíû íóëþ). Òàêîé êîìïëåêñíûé
ñèãíàë íàçûâàþò àíàëèòè÷åñêèì. Ðàññìîòðåííûé âûøå êîìïëåêñíûé ãàðìîíè÷å-
ñêèé ñèãíàë - ïðîñòåéøèé âèä àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà. Äëÿ ÷åãî èñïîëüçóþò àíàëè-
òè÷åñêèé ñèãíàë? Èç åãî ðàññìîòðåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ìãíîâåííîé
àìïëèòóäå è ìãíîâåííîé ôàçå èñõîäíîãî ñèãíàëà.

4.1.3 Èñïîëüçîâàíèå ÏÃ äëÿ âûäåëåíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû
ñèãíàëà

Àìïëèòóäà è ôàçà - õàðàêòåðèñòèêè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé: åñëè
x(t) = A cos (ωt+ φ), òî A - àìïëèòóäà, ψ(t) = ωt+φ - ôàçà. Àìïëèòóäà õàðàêòåðè-
çóåò èíòåíñèâíîñòü (ðàçìàõ) êîëåáàíèé, à ôàçà - òåêóùåå ñîñòîÿíèå ãàðìîíè÷åñêîãî
êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà. Íàïðèìåð, åñëè ψ = 0, òî ñèãíàë â äàííûé ìîìåíò âðåìå-
íè ïðèíèìàåò ñâîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ψ = π/2 - ðàâåí íóëþ, ψ = π - ïðèíèìàåò
ìèíèìàëüíîå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Îäíîâðåìåííîå çàäàíèå àìïëèòóäû è ôàçû
ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò çíà÷åíèå ñèãíàëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîíÿòèå àì-
ïëèòóäû è ôàçû â ñòðîãîì ñìûñëå ïðèìåíèìî òîëüêî ê ãàðìîíè÷åñêèì ñèãíàëàì.
Îäíàêî, íà ïðàêòèêå èõ èñïîëüçóþò äëÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñèã-
íàëîâ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ìîäóëèðîâàííûå ñèãíàëû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.
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Ðàññìîòðèì àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûå (ÀÌ) êîëåáàíèÿ: x(t) = A(t) cos (ωt+ φ),
A(t) - àìïëèòóäà, ìåíÿþùàÿñÿ ñî âðåìåíåì - ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà. Îáû÷íî ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî A(t) - áîëåå ìåäëåííàÿ ôóíêöèÿ, ÷åì cos (ωt+ φ). ÀÌ ñèãíàë òàêæå
çàïèñûâàþò â ôîðìå: x(t) = A0 [1 +mζ(t)] cos (ω0t+ φ), ãäå m - êîýôôèöèåíò ìîäó-
ëÿöèè, ζ(t) - ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë (îãèáàþùàÿ). Åñëè ÀÌ êîëåáàíèÿ èñïîëüçóþò
â ëèíèÿõ ñâÿçè, òî ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë ñîäåðæèò ïåðåäàâàåìóþ èíôîðìàöèþ.
Êàê èçâëå÷ü åãî èç x(t)? Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÏÃ.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ÀÌ ñèãíàëà - îäíî-òîíàëüíûé ÀÌ ñèãíàë, êîãäà ìîäóëèðóþ-
ùèé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîð ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ζ(t) = cos (Ωt). Òîãäà ñàì
ñèãíàë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå òðåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ:

x(t) = A0

{
cos (ω0t+ φ) +

m

2
cos ([ω0 + Ω] t+ φ) +

m

2
cos ([ω0 − Ω] t+ φ)

}

Ñîïðÿæåííûé ñèãíàë ïîëó÷èòñÿ, åñëè çàìåíèòü êîñèíóñû íà ñèíóñû:

x̃(t) = A0

{
sin (ω0t+ φ) +

m

2
sin ([ω0 + Ω] t+ φ) +

m

2
sin ([ω0 − Ω] t+ φ)

}

è ñîîòâåòñòâåííî, àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë:

X(t) = A0

{
exp (j (ω0t+ φ)) +

m

2
exp (j ([ω0 + Ω] t+ φ)) +

m

2
exp (j ([ω0 − Ω] t+ φ))

}

(4.2)
Âûðàæåíèå (4.2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

X(t) = A0 {1 +m cos (Ωt)} exp (j (ω0t+ φ))

îòêóäà âèäíî, ÷òî ìîäóëü àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà ñîâïàäàåò ñ îãèáàþùåé èñõîäíûõ
ÀÌ êîëåáàíèé:

|X(t)| = A0 {1 +m cos (Ωt)}
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÏÃ äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îãè-
áàþùóþ ëþáûõ ÀÌ êîëåáàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå îãèáàþùàÿ ζ(t) ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî
ñâîèì ãàðìîíè÷åñêèì ñîñòàâëÿþùèì Fζ(ω): ζ(t) = 1

2π

∫∞
−∞ Fζ(ω) exp (jωt) dω. Ñïåêòð

ìîäóëèðîâàííûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó íåñóùåé ÷àñòîòû è áîêîâûõ
ïîëîñ:

F+
x = πδ(ω − ω0) +

m

2
Fζ(ω − ω0)

Çäåñü F+
x îçíà÷àåò òó ÷àñòü ñïåêòðà, êîòîðàÿ ïðèõîäèòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûå ÷àñòî-

òû. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ñîïðÿæåííîãî ñèãíàëà ïîëó÷èò-
ñÿ, åñëè F+

x äîìíîæèòü íà −j:

F+
x̃ = −j

{
πδ(ω − ω0) +

m

2
Fζ(ω − ω0)

}

è ñîîòâåòñòâåííî, ñïåêòð àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà X = x+ jx̃:

FX = 2πδ(ω − ω0) +mFζ(ω − ω0) (4.3)
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(íàïîìíèì, ÷òî îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà ðàâíà íóëþ,
ïîýòîìó çíàê �+� íàä FX íå ñòàâèòñÿ. ×òîáû âûðàçèòü ñèãíàë, ÷åðåç åãî ñïåêòð,
íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå:

X(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
{2πδ(ω − ω0) +mFζ(ω − ω0)} exp (jωt) dω =

=

∫ ∞

−∞
δ(ω − ω0) exp (jωt) dω +

m

2π
exp (ω0t)

∫ ∞

−∞
Fζ(ω − ω0) exp (j(ω − ω0)t) d(ω − ω0) =

= exp (jω0t) + exp (ω0t)

{
1

2π

∫ ∞

−∞
Fζ(ξ) exp (jξt) dξ

}
= [1 +mζ(t)] exp (jω0t)

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà 1 + mζ(t) ñîâïàäàåò ñ ìîäóëè-
ðóþùèì ñèãíàëîì.

Àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ôàçû ñèãíàëîâ
ñ óãëîâîé (ôàçîâîé) ìîäóëÿöèåé. ÔÌ ñèãíàë ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå x(t) =
A0 cos (ωt+ φ(t)), ãäå φ(t) = mζ(t), m - êîýôôèöèåíò óãëîâîé ìîäóëÿöèè, ζ(t) -
ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë (|ζ(t)| < 1). Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ìàëûõ êîýôôèöèåíòàõ ìî-
äóëÿöèè (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòð ìîäóëèðîâàííûõ êîëåáàíèé �ïðèæàò� ê ÷àñòîòå
íåñóùåé ω), ìãíîâåííàÿ ôàçà ñèãíàëà x(t) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â âèäå àðãóìåíòà
êîìïëåêñíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà:

ωt+ φ(t) ' arctan

(
Im [X(t)]

Re [X(t)]

)

Äàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ÏÃ â êà÷åñòâå ôàçîâîãî äåòåêòîðà.

4.1.4 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà
Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà (ÄÏÃ) ââîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûì
(àíàëîãîâûì) ïðåîáðàçîâàíèåì Ãèëüáåðòà. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå äèñêðåòíîãî ñèãíàëà x(n), ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêà ÏÃ:

K(ω) =

{
−j åñëè ω ∈ [0;π]

j åñëè ω ∈ [−π; 0]

Òàêèì îáðàçîì, ÄÏÃ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê öèôðîâîé ôèëüòð, À×Õ êîòîðîãî
ïîñòîÿííà âî âñåé ïîëîñå ÷àñòîò, à Ô×Õ - êóñî÷íî-ïîñòîÿííà. Òàêîé ôèëüòð áóäåò
íåêàóçàëüíûì. Ýòî ëåãêî óâèäåòü, åñëè ðàññ÷èòàòü èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó
ÄÏÃ:

h(n) =
1

2π

[∫ 0

−π

j exp (jωn) dω −
∫ π

0

j exp (jωn) dω

]
=

{
2 sin2(πn/2)

πn
, n 6= 0

0, n = 0
(4.4)

Âèäíî, ÷òî èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îòëè÷íà îò íóëÿ äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ
çíà÷åíèé n, à çíà÷èò ïðåîáðàçîâàíèå íåêàóçàëüíî è íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî òåõ-
íè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè. Òåì íå ìåíåå, òàêæå êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ ôèëüòðîâ - ìû
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íå ìîæåì ðåàëèçîâàòü èäåàëüíûé ôèëüòð, íî ìîæíî ïîñòðîèòü ôèëüòð, ñêîëü óãîä-
íî áëèçêèé ê èäåàëüíîìó. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ïðåîáðà-
çóåìûå ñèãíàëû, ìîæíî ïîñòðîèòü öèôðîâîé ôèëüòð Ãèëüáåðòà, ïðèáëèæàþùèéñÿ
ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ê ÄÏÃ.

4.1.5 Öèôðîâîé ôèëüòð Ãèëüáåðòà ñ ëèíåéíîé Ô×Õ
Ïîäîéäåì ê çàäà÷å ñîçäàíèÿ ôèëüòðà Ãèëüáåðòà òàêæå êàê ê çàäà÷å ñèíòåçà îáû÷-
íîãî ôèëüòðà. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ó÷òåì, ÷òî ëþáîé öèôðîâîé ôèëüòð èìååò
íåêîòîðóþ ãðóïïîâóþ çàäåðæêó k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèãíàë íà âûõîäå ôèëüòðà
â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè y(n) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñèãíàëó, ñîïðÿæåííîìó ñî
âõîäíûì ñèãíàëîì, ðàññìàòðèâàåìûì k øàãîâ íàçàä: y(n) ' x̃(n−k). Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ýòèì, Ô×Õ ôèëüòðà Ãèëüáåðòà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò
÷àñòîòû, è ðàâíóþ −π/2 â íóëå. À×Õ ôèëüòðà Ãèëüáåðòà äîëæíî áûòü ïîñòîÿííûì
è ðàâíûì åäèíèöå.

Â ðàáîòå N3, â ðàçäåëå 3.1.8 ðàññìàòðèâàëèñü îáùèå ïðèíöèïû ñèíòåçà ôèëüòðîâ
ñ ëèíåéíîé Ô×Õ. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèìè ñâîéñòâàìè ìîãóò îáëà-
äàòü ÊÈÕ ôèëüòðû y(n) =

∑M
i=0 bix(n − i) ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ M = 2k.

×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà òàêèõ ôèëüòðîâ (ñì.3.15) èìååò âèä:

K(ω) = [{b0 exp (jkω) + b2k exp (−jkω)}+ {b1 exp (j(k − 1)ω) + b2k−1 exp (−j(k − 1)ω)}+

...+ {bk−1 exp (jω) + bk+1 exp (−jω)}+ bk] exp(−jkω) (4.5)

Çàïèøåì åå â âèäå K(ω) = −j exp(−jkω)D(ω). ×òîáû ñèíòåçèðîâàòü ôèëüòð Ãèëü-
áåðòà íàì íàäî òàê ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû bi, ÷òîáû ôóíêöèÿ D(ω):

• áûëà âåùåñòâåííîé è

• ïðèíèìàëà çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê åäèíèöå âî âñåì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå.

Èç ôîðìóëû (4.5) âèäíî, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîãî õàðàêòåðà D(ω) äîñòàòî÷íî âû-
áðàòü êîýôôèöèåíòû bi àíòèñèììåòðè÷íûì îáðàçîì:

b0 = −b2k

b1 = −b2k−1

· · ·
bk−1 = bk+1

bk = 0

Â ýòîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì:

D(ω) = −2 {b0 sin (kω) + b1 sin ((k − 1)ω) + ...+ bk−1 sin (ω)} (4.6)

Ïîñìîòðèì, êàêèìè ñâîéñòâàìè áóäåò îáëàäàòü ôèëüòð ñ äàííûì âûáîðîì êî-
ýôôèöèåíòîâ. Èç (4.6) ñëåäóåò, ÷òî, êàê ïðè ω = 0, òàê è ïðè ω = π êîýôôèöèåíò
ïåðåäà÷è ôèëüòðà áóäåò ðàâåí íóëþ (K(ω) = 0). Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííûé ôèëüòð
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ìîæåò áûòü ëèøü ïîëîñîâûì. Îòñþäà ìû ïðèõîäèì ê âàæíîìó âûâîäó: ÖÔÃ ìîæåò
ðàáîòàòü ñ ñèãíàëàìè, èìåþùèìè ïîëîñîâîé ñïåêòð (òî åñòü ñïåêòð êîòîðûõ íàõî-
äèòñÿ â íåêîòîðîé ïîëîñå ÷àñòîò îò ω1 äî ω2. Íàëè÷èå âåðõíåé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû
íå èìååò ïðèíöèïèàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ëþáûå ìåòîäû öèôðîâîé îáðàáîò-
êè òðåáóþò îãðàíè÷åííîñòè ñïåêòðà ñâåðõó. Íàëè÷èå íèæíåé ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû
âûäåëÿåò ÄÏÃ ñðåäè äðóãèõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè: îíî íå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ê òåì
ñèãíàëàì, â ñïåêòðå êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò ãàðìîíèêè íà ñêîëü óãîäíî íèçêèõ ÷à-
ñòîòàõ.

Òàêèì îáðàçîì, àñèììåòðè÷íûé âûáîð êîýôôèöèåíòîâ îáåñïå÷èâàåò íàì íóæíûå
ôàçî-÷àñòîòíûå ñâîéñòâà ôèëüòðà Ãèëüáåðòà. ×òîáû îáåñïå÷èòü íóæíûå àìïëèòóäíî-
÷àñòîòíûå ñâîéñòâî, íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû bi. Êàê
ýòî ñäåëàòü? Ïðîñòåéøèé ( íî íå ëó÷øèé) ñïîñîá - âîñïîëüçîâàòüñÿ èìïóëüñíîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé (4.4). Åñëè ìû ó÷òåì ãðóïïîâóþ çàäåðæêó ôèëüòðà íà k øàãîâ, òî
îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

h(n) =

{
2 sin2(π(n−k)/2)

π(n−k)
, n 6= k

0, n = k

îñòàâàÿñü íåêàóçàëüíîé. ×òîáû îáåñïå÷èòü êàóçàëüíîñòü, ìîæíî �îòñå÷ü� âñå ñëàãà-
åìûå ñ n < 0 è ñîîòâåòñòâåííî ñ n > 2k. Ïîñêîëüêó h(n) ñïàäàåò ïðîïîðöèîíàëüíî
1/(n−k) îò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, òî âûáèðàÿ áîëüøîå k (ñîîòâåòñòâåííî
áîëüøîé ïîðÿäîê ôèëüòðà) ìîæíî ñäåëàòü �îáðåçàåìûå� ñëàãàåìûå ñêîëü óãîäíî
ìàëûìè. Îäíàêî, òàêîé ïóòü íå äàåò âîçìîæíîñòü ñîçäàòü õîðîøèé ôèëüòð Ãèëü-
áåðòà. Äàííûé ìåòîä �óïèðàåòñÿ� â õîðîøî èçâåñòíîå â ðàäèîôèçèêå ÿâëåíèå Ãèáá-
ñà. Îòñå÷åíèå ìàëûõ ñëàãàåìûõ â èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè íå ïîçâîëÿåò ñêîëü
óãîäíî áëèçêî ïðèáëèçèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ê ÷àñòîò-
íîé õàðàêòåðèñòèêè èäåàëüíîãî ôèëüòðà, ïîñêîëüêó íà íåé ïîÿâëÿþòñÿ �îñöèëëÿ-
öèè� çíà÷èòåëüíîé àìïëèòóäû. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ ñèíòåç ôèëüòðîâ
×åáûøåâà, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðûõ, ïðè âûáðàííîì ïîðÿäêå ôèëüòðà, ëó÷øå âñåãî
ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòèêîé èäåàëüíîãî ôèëüòðà. Îäíèì èç àëãîðèòìîâ ïîäáîðà
êîýôôèöèåíòîâ ôèëüòðîâ ×åáûøåâà ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Ðåìåçà. Ñèíòåç ôèëüòðà
Ãèëüáåðòà âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû, ïîýòîìó äàííûé àëãîðèòì ðàññìàòðè-
âàòüñÿ çäåñü íå áóäåò.

4.2 Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü
Â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè öèôðîâîãî ôèëüòðà Ãèëü-
áåðòà (À×Õ, Ô×Õ, èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà), èññëåäóåòñÿ ñèãíàëîâ ÷åðåç ÖÔÃ,
ïðîâîäèòñÿ àíàëèç âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÖÔÃ äëÿ àìïëèòóäíîãî è ôàçîâîãî
äåòåêòèðîâàíèÿ.
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Ðèñ. 4.1: Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà óñòàíîâêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ öèôðîâîãî ôèëüòðà
Ãèëüáåðòà

4.2.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, ñî-
çäàííóþ â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ LabView, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ðå-
ãóëÿðíûå äèñêðåòíûå ñèãíàëû, ïðîâîäèòü èõ ôèëüòðàöèþ ïðè ïîìîùè öèôðîâîãî
ôèëüòðà Ãèëüáåðòà, îòîáðàæàòü ñàìè ñèãíàëû íà îñöèëëîãðàôå. Êðîìå òîãî, èñ-
ïîëüçóÿ èñõîäíûé è ïðåîáðàçîâàííûé (ñîïðÿæåííûé) ñèãíàëû, ïðîãðàììà ñòðîèò
(è îòîáðàæàåò íà îñöèëëîãðàôå) âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ìãíîâåííîé àìïëèòóäû
A(n) =

√
x2(n) + x̃2(n), è ïðèâåäåííîé ìãíîâåííîé ôàçû ψ(n) = arctan (x̃(n)/x(n))−

ω0n. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.1
Â óñòàíîâêó âõîäÿò:

1. ãåíåðàòîð, ïîçâîëÿþùèé ãåíåðèðîâàòü ñëåäóþùèå âèäû ñèãíàëîâ ñ äèñêðåò-
íûì âðåìåíåì:

• ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë åäèíè÷íîé àìïëèòóäû è çàäàííîé ÷àñòîòû ω0: x(n) =
cos (ω0n);

• ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñêâàæíî-
ñòüþ äâà ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé è çàäàííîé áàçîâîé ÷àñòîòîé ω0: x(n) =

Sign [cos (ω0n)] (Sign(x) =

{
1 x > 0

−1 x < 0
- ôóíêöèÿ çíàêà);

• ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë åäèíè÷íîé àìïëèòóäû è çàäàííîé ÷àñòîòû ω0, ïðî-
ìîäóëèðîâàííûé ïî àìïëèòóäå è/èëè ïî ôàçå äðóãèì ãàðìîíè÷åñêèì ñèã-
íàëîì, ñ çàäàííîé ÷àñòîòîé Ω è êîýôôèöèåíòîì ìîäóëÿöèè m:
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x(n) = [1 + SAMm cos (Ωn)] cos (ω0n+ SPMm cos (Ωn)), çäåñü SAM, PM - êî-
ýôôèöèåíòû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå 1 ïðè âêëþ÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî òèïà ìîäóëÿöèè è 0 - ïðè âûêëþ÷åíèè äàííîãî òèïà ìîäóëÿöèè;

• ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ ñêâàæíî-
ñòüþ äâà ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé è çàäàííîé áàçîâîé ÷àñòîòîé ω0, ïðî-
ìîäóëèðîâàííàÿ ïî àìïëèòóäå è/èëè ïî ôàçå ãàðìîíè÷åñêèì ñèãíàëîì,
ñ çàäàííîé ÷àñòîòîé Ω è êîýôôèöèåíòîì ìîäóëÿöèè m:
x(n) = [1 + SAMm cos (Ωn)]Sign [cos (ω0n+ SPMm cos (Ωn))], çäåñü SAM, PM

- êîýôôèöèåíòû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå 1 ïðè âêëþ÷åíèè ñîîòâåòñòâó-
þùåãî òèïà ìîäóëÿöèè è 0 - ïðè âûêëþ÷åíèè äàííîãî òèïà ìîäóëÿöèè;

• ñèãíàë åäèíè÷íîãî èìïóëüñà x(n) = δ(n).

2. Âñïîìîãàòåëüíûé ãåíåðàòîð ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ çàäàâàåìîé àìïëèòó-
äîé a è íà÷àëüíîé ôàçîé ϕ0, ÷àñòîòà êîòîðîãî ïðèâÿçàíà ê ÷àñòîòå îñíîâíîãî
ãåíåðàòîðà: x1(n) = a cos (ω0n+ ϕ0). Âñïîìîãàòåëüíûé ãåíåðàòîð ñëóæèò äëÿ
ïîñòðîåíèÿ À×Õ è Ô×Õ ôèëüòðà.

3. Öèôðîâîé ôèëüòð Ãèëüáåðòà.

4. Ëèíèÿ çàäåðæêè, çàäåðæèâàþùàÿ èñõîäíûé ñèãíàë íà çàäàííîå ÷èñëî øàãîâ
N : y(n) = x(n−N).

5. Äåòåêòîð ìãíîâåííîé àìïëèòóäû è ìãíîâåííîé ôàçû, îïðåäåëÿþùèé àìïëè-
òóäó è ôàçó â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè: A(n) =

√
y2(n) + x̃2(n) è ψ(n) =

arctan (x̃(n)/y(n))− ω0n.

6. Òðè îñöèëëîãðàôà äëÿ îòîáðàæåíèÿ ôîðìû ñèãíàëîâ, ôîðìû ìãíîâåííîé àì-
ïëèòóäû è ôîðìû ìãíîâåííîé ôàçû.

Íà ðèñ.4.2 ïðèâåäåíà ïåðåäíÿÿ ïàíåëü óñòàíîâêè. Íà íåé ðàñïîëàãàþòñÿ:

1. Îñíîâíîé ãåíåðàòîð (Main Generator) - ãåíåðàòîð, êîòîðûé ôîðìèðóåò
óêàçàííûå âûøå ôîðìû ñèãíàëîâ. Îí ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ýëåìåíòû óïðàâ-
ëåíèÿ:

a) Signal choice � ïåðåêëþ÷àòåëü ôîðìû âûõîäíîãî ñèãíàëà. Íàæàòèåì íà
êíîïêó ôîðìà ñèãíàëà èçìåíÿåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñ � ñèíóñ
� ïðÿìîóãîëüíèê .

b) Frequency � ðåãóëÿòîð íîðìèðîâàííîé ÷àñòîòû â ïðåäåëàõ âûáðàííîãî
äèàïàçîíà îò 0−0.5. Ïðè âðàùåíèè ðó÷êè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïðîèñõîäèò
óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû, ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè � óìåíüøåíèå.

c) Number of samples � ðåãóëÿòîð äëèòåëüíîñòè ñèãíàëà (çàäàåò ÷èñëî
îòñ÷åòîâ ñèãíàëà).

2. Ìîäóëÿòîð (Modulator) - ãåíåðèðóåò ìîäóëèðóþùèé ñèãíàë. .
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Ðèñ. 4.2: Âèä ïåðåäíåé ïàíåëè óñòàíîâêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ öèôðîâîãî ôèëüòðà
Ãèëüáåðòà
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a) Ðó÷êà Frequency � ðåãóëÿòîð íîðìèðîâàííîé ÷àñòîòû ìîäóëèðóþùåãî
ñèãíàëà Ω â ïðåäåëàõ âûáðàííîãî äèàïàçîíà îò 0− 0.5.

b) Ðó÷êà Mod. coe� - çàäàåò êîýôôèöèåíò ìîäóëÿöèè m.
c) Êíîïêè Amplitude è Phase � âêëþ÷àþò/âûêëþ÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèé

òèï ìîäóëÿöèè (ÀÌ è ÔÌ) .

3. Âñïîìîãàòåëüíûé ãåíåðàòîð (Accessory generator) - ãåíåðèðóåò âñïîìî-
ãàòåëüíûé ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë.

a) Ðó÷êà Phase - çàäàåò íà÷àëüíóþ ôàçó ñèãíàëà.
b) Ðó÷êà Amplitude - çàäàåò àìïëèòóäó ñèãíàëà.

4. Îñöèëëîãðàô 1 ñòðîèò èñõîäíûé ñèãíàë, ñîïðÿæåííûé ñèãíàë, ñèãíàë âñïî-
ìîãàòåëüíîãî ãåíåðàòîðà.

5. Îñöèëëîãðàô 2 ñòðîèò ôîðìó ìãíîâåííîé àìïëèòóäû

6. Îñöèëëîãðàô 3 ñòðîèò ôîðìó ìãíîâåííîé ôàçû. Âñå òðè îñöèëëîãðàôà
ñíàáæåíû ðó÷êàìè ðåãóëèðîâêè ìàñøòàáîâ ïî âåðòèêàëè, áëîê êóðñîðîâ, èìå-
þò åäèíûé ðåãóëÿòîð ìàñøòàáà ïî ãîðèçîíòàëè.

4.2.2 Õîä ðàáîòû
1. Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê ôèëüòðà Ãèëüáåðòà.

a) Ïîñòðîéòå èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó ÖÔÃ. Äëÿ ýòîãî ïîäàéòå íà âõîä
ôèëüòðà ñèãíàë â âèäå îäèíî÷íîãî δ-èìïóëüñà (äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà
äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé). Âûõîäíîé ñèãíàë áóäåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñîáîé èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíûé èí-
òåðâàë âðåìåíè, íà êîòîðîì èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îñòàåòñÿ íåíó-
ëåâîé. Îïðåäåëèòå ãðóïïîâóþ çàäåðæêó ôèëüòðà.

b) Ïîñòðîéòå À×Õ ÖÔÃ. Ïîäàéòå íà âõîä ôèëüòðà ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë.
Ìåíÿÿ ÷àñòîòó âõîäíîãî ñèãíàëà, èçìåðÿéòå àìïëèòóäó âûõîäíîãî ñèã-
íàëà. Çàâèñèìîñòü äàííîé àìïëèòóäû îò ÷àñòîòû è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü
ñîáîé èñêîìóþ À×Õ (ïîñêîëüêó àìïëèòóäà âõîäíîãî ñèãíàëà ðàâíà åäè-
íèöå). Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû âûõîäíîãî ñèãíàëà èñ-
ïîëüçóéòå âñïîìîãàòåëüíûé ãåíåðàòîð: ðó÷êîé ðåãóëèðîâêè àìïëèòóäû
ïîäáåðèòå àìïëèòóäó ñèãíàëà âñïîìîãàòåëüíîãî ãåíåðàòîðà ðàâíîé àì-
ïëèòóäå âûõîäíîãî ñèãíàëà, òîãäà ïîêàçàíèå äèñïëåÿ ðó÷êè ðåãóëèðîâêè
àìïëèòóäû è áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èñêîìóþ àìïëèòóäó ñîïðÿæåííî-
ãî ñèãíàëà.
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c) Ïîñòðîéòå Ô×Õ ÖÔÃ. Ïîäàéòå íà âõîä ôèëüòðà ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë.
Ìåíÿÿ ÷àñòîòó âõîäíîãî ñèãíàëà, èçìåðÿéòå íà÷àëüíóþ ôàçó âûõîäíîãî
ñèãíàëà ïî îòíîøåíèþ ê ôàçå âõîäíîãî. Çàâèñèìîñòü íà÷àëüíîé ôàçû îò
÷àñòîòû è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èñêîìóþ Ô×Õ (ïîñêîëüêó íà÷àëü-
íàÿ ôàçà âõîäíîãî ñèãíàëà ðàâíà íóëþ). Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ
íà÷àëüíîé ôàçû âûõîäíîãî ñèãíàëà èñïîëüçóéòå âñïîìîãàòåëüíûé ãåíå-
ðàòîð: ðó÷êîé ðåãóëèðîâêè ôàçû óñòàíîâèòå íà÷àëüíóþ ôàçó ñèãíàëà
âñïîìîãàòåëüíîãî ãåíåðàòîðà ðàâíîé ôàçå âûõîäíîãî ñèãíàëà, òîãäà ïî-
êàçàíèå äèñïëåÿ ðó÷êè ðåãóëèðîâêè ôàçû è áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
èñêîìóþ ôàçó ñîïðÿæåííîãî ñèãíàëà.

d) Ïî íàéäåííîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêå ïîñòðîéòå òåîðåòè÷åñêóþ çà-
âèñèìîñòü À×Õ è ñîïîñòàâüòå åå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé.

2. Èññëåäîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëîâ ÷åðåç ôèëüòð Ãèëüáåðòà

a) Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèòå âðåìÿ çàäåðæêè âõîäíîãî ñèãíàëà ðàâíîå
ãðóïïîâîé çàäåðæêå ÖÔÃ. Ïîñëå ýòîãî ñèãíàë íà âûõîäå ôèëüòðà áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñîïðÿæåííûé ñèãíàë.

b) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà ÷åðåç ÖÔÃ.
Óáåäèòåñü, ÷òî ñäâèã ôàçû ìåæäó èñõîäíûì è ïðåîáðàçîâàííûì ñèãíà-
ëàìè ñîñòàâëÿåò 90 ãðàäóñîâ. Ïðîèëëþñòðèðóéòå ýòî íåñêîëüêèìè îñöèë-
ëîãðàììàìè. Îïðåäåëèòå ñäâèã ôàçû ìåæäó ñèãíàëàìè äëÿ íåñêîëüêèõ
çíà÷åíèé ÷àñòîòû â ïîëîñå ïîäàâëåíèÿ ôèëüòðà.

c) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ïðîõîæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëü-
íûõ èìïóëüñîâ ÷åðåç ÖÔÃ. Ïîñòðîéòå íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ îñöèëëî-
ãðàìì.

3. Èññëåäîâàíèå äåòåêòèðóþùèõ ñâîéñòâ ôèëüòðà Ãèëüáåðòà.

a) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå äåòåêòèðóþùèõ ñâîéñòâ ÖÔÃ äëÿ ÀÌ ñèãíàëà.
Ïîäàéòå íà ôèëüòð ÀÌ ñèãíàë ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè îãèáàþùåé è ðàçíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ìîäóëÿöèè. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè ∆AM(ω),
∆AM(Ω), ∆AM(m), çäåñü ∆AM = ‖AH(n)− A(n)‖ / ‖A(n)‖ - îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü äåòåêòîðà (AH(n) - ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà, îïðåäåëÿåìàÿ
ïðè ïîìîùè ÖÔÃ, A(n) - ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà (îãèáàþùàÿ). Îáå âå-
ëè÷èíû AH(n) è A(n) îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè êóðñîðíûõ èçìåðåíèé
íà ýêðàíå îñöèëëîãðàôà 2, ‖‖- îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íîðìó). Ïîñòðîéòå
íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ îñöèëëîãðàìì äëÿ ìãíîâåííûõ àìïëèòóä

b) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå äåòåêòèðóþùèõ ñâîéñòâ ÖÔÃ äëÿ ÔÌ ñèãíàëà.
Ïîäàéòå íà ôèëüòð ÔÌ ñèãíàë ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè îãèáàþùåé è ðàçíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ìîäóëÿöèè. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè ∆PM(ω),
∆PM(Ω), ∆PM(m), çäåñü ∆PM = ‖ψH(n)− ψ(n)‖ / ‖ψ(n)‖ - îòíîñèòåëüíàÿ
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ïîãðåøíîñòü äåòåêòîðà (ψH(n) - ìãíîâåííàÿ ôàçà, îïðåäåëÿåìàÿ ïðè ïî-
ìîùè ÖÔÃ, ψ(n) - ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà (îãèáàþùàÿ). Îáå âåëè÷èíû
ψH(n) è ψ(n) îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè êóðñîðíûõ èçìåðåíèé íà ýêðàíå
îñöèëëîãðàôà 3, ‖‖- îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íîðìó). Ïîñòðîéòå íåñêîëüêî
õàðàêòåðíûõ îñöèëëîãðàìì äëÿ ìãíîâåííûõ ôàç.

c) Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå äåòåêòèðóþùèõ ñâîéñòâ äëÿ ÀÌ èëè ÔÌ ñèã-
íàëà, â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåñóùåé ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ. Ïðîèëëþñòðèðóéòå
äåòåêòèðóþùèå ñâîéñòâà íåñêîëüêèìè ðèñóíêàìè.
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