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�������������������! #"����������%$&"�'(�)$&��*�"+��,-�&'/.0��1%2��435"�����687�"+1+.92;:9$)�)$&�&�<$&"+�&7�"+$���*�"�=
��,-�&�+��>(*�����2�"������&���?�A@�,-����"�7���'B"+��$)�)2�:����&���C�����)2���1D�E@�FGFG"�,!$&�&�?�+���!H!7��&����14�)=
I ���<��"+7�����JK��*�"���,��!HL>M,��N�O1D����"�7����DJ���*�"��+,��!HL>PH-����$���*�"+��,��!HQ�R�%$&�DH-���%$&��*�"���,��!H
,-�O2�"+SN������TVUXW���JK7��&S&���Y��1%2K������"%$&�Z�[,!2K�O������*�"��+,!�)�\$&"���7����\�+���!H!7��&���!14� I ���0�
�&S&�%.-3]JL�O6^$&�Z�C��7�"�JK"�2�_`"�"a��7���'B"�����'B���+$&�Y,A��1+.
*�"�����6b@�FGFG"�,!$)�E�����!H!7��&���!=
14� I ���c,��N�O1D����"�7����DJ���*�"��+,��!Hc�c��"+��"�7�����JK��*�"+��,��!Hc,-�O2�"+SN������TVU^���������A'B�435"+$
S&_d$�:e7�"+,
��'B"��
JK���N���;�f�g,
�4*�"��%$&�N�e.
*�"+S&���&�+�e�������&S&���Z�h���f,�.
7��%.?i+jG"�2�����"+T��;�O�
$&"+�&7����a,-�O2;"�SN������T�ikJ;2��aFl�!1D��,-�O=m'(�O$&"+'(�O$&��*�"���,��!Hn����" I �;�)2;:&���&�%$&"�Tn.
�����&"+7����!=
$&"%$&�&��U
o�7���"���$���7��&�&���;�G�;���+$�.DJK"+��$&���#�+$)��7!p#�!Hf,�.
7��+�&��>-���+����7;�O��$&�&��>N'B�O2���JK_qH
.
*�"���_qHr�s��7�"+����JL���N�O$�"%2�"+TtU������������&,
2�6u*;�O"+$wv � �
2�2�6u�%$&7;� I ��Tx�s�������+�&,y2��!=
$&"+7;�O$O.!7�_�>L�+�DJ�"�7N3]�O z��T?{4|&|#������'B"����&�N�����!�tU
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� ���!H!7�������14� I �����C��JK��� �!1sF�.!�-JL��'B"��!$)�)2�:&��_qHR���&�&T��+$&� ��"%2�����"�T���_qHR���!=
�+$�"�'P> ,
�O$&�&7���"A14�O,!2�6u*���"+$��Z� � .��+$)�����&�O2�"+����� �&��7�"kJK"%2;"�����_qH ������$&���Op#"�����T
'B"+35J�.hHN��7;��,!$&"�7���_P'B�?�&7�"+'B"��;�O'B�t>t*;���%$&��$)�O'B� �!2��xFl�O14�O'B�x,-�O2;"�SN������TE����7!=
I �;�92�:&��_qHA�����+$&"+' � 7�"%1�.42�:4$)�O$�"y�!HC��1D����'B��JK"�T��+$&�����tU��qFGFl"+,�$?�+���!H!7��&����14�)=
I ���V>���$&,�7�_d$&_PT�� 6uT��+"����+�&'�� {��L��� �"!#!(�&"�,-"����+7;��"+$]����7��&'B�!.!6\7��O2�:5�#��7���7��O=
JK"f�x$�"%H!����,-"O>�*�$��h��$�7;�O35"+���n�n7N�-JK"g'B�����&��7���FG��T�� ~ �;{%$&� U('q�O2�:�pz�&"]�O2���������"
�;�����O1%JL������"P$&"���7����e�+���!H!7��&����14� I ���e�&,
�O1D�)2��G7;�O1��&��$���" @%2�"+,�$&7�������_qHe��7�"kJK�+$��
���O��1D�h�g��"+7��&�&Th���O2��&������")� � �&"�,
��U+*Q�+����1��h�l*�"�'R'B�43g���g�O$&'B"+$���$&: �!1D�&"+�+$O=
��.
6[7;��S&�O$�.,*q���gJK"�7wW��O2;�-� {9v.� U/*AJL�92�:&��"+T�p#"+'YS&_q2K�lJ�"+$)�)2�:����g7��O1D7;�OS&��$)���;�
�+$)�O��p5�O� ,!2K���+����*�"���,-�&TE$&"���7����?�+���!H!7��&����14� I ���?��"+7�����JK��*�"+��,��
H ����$��&,-�O2�"+SN�)=
����T-� ~ �10!>32!> { � > {4|!> { � � ~ $&� >-�z$&�&' *����%2�"u�#��7����%.-$&�+$��&���apz.
'(�,� ~ v%�
|!{�� >
��'B"+6^$&�Z�
7;��S���$&_54 H&��$4� �?��"e�y�+$��O2�:y1D���9*���$&"�2�:&���&'0,-�O2���*�"��+$��&"%6�>B���&�+���� z"�����_P" �+���!=
H!7��&���!14� I ���h,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,��!Hy,-�O2;"�SN������T7� | ~ �
|80.� U
* 7;�O'B,!�9H ,
2K�����+��*�"+��,-�&T $&"���7���� 7;�O1%2���*;�O6^$:9.;=<?>A@CB.DE<?<?>8FHGEI?<1JLKNM%<?IPO.QLR

S I?FP> $9U "�U/�+���!H!7��&����14� I ��6 ����$&��,
�)2�"�SN�O����T �&��"%p#����'0�������;�)2;�&'P> �T9%O.QLI1UV<?>8F
GEI?<1JLKNM%<?IPO.Q S I?FP>B����SO2�6 JL�O6^ z.
6^�Z�Y��7��A��1D����'B����' �O2;��������� JK�O.-H ����$&��,
�)2�"%=
SN�O$�"%2�:���_qHy�+���+$�"�'PUW* �&S&�&�
Hn�%2;.
*;�O�
Hw��7��4���O2���6^$��Z�s��JK���y�n$&"l35"z@+FlFG"+,�$&_�>
���O��14�O����_P"X�dJK��.
'/��,
2K�����+��*�"+��,���'B�a'B"�H-�����!1D'(��'B���+���!H!7��&����14� I ���YX�1D�)H!�N�O$&��'
����S&�+$��&"�����_qH *;���%$&��$Z4 �t>��+�&��$&��"+$&�%$&�&"+������> F �)1[6�,
�)2�"�SN�O����T �
2�� 35"]����JL���)2�"%=
����"+' ��JK����Tf�!1qJK��.NH]��"%14���&������'B_qH]*����+$���$9U
W�.��+$�:

Φ1(t)
�
ω1
� Fl�O1D�G�]*;�O�+$&�O$)�

��JK���&�+� ,��N�O1D������7�'B�&����*�"��+,
�����5���O$&�&�+"���"+7;�O$&��7;��>!�
Φ2(t)

�
ω2
�5Fl�O1D���g*;�O�+$&�O$)�

JK7�.
�+�&����>������!14�������&���h�g����'[����$&����"���"�7;�O$��&7;��U]\(�%2����&���?�+���!H!7��&����14� I ��� FG�&7!=
'/.42���7�.
6M$&�Z�y,
��,

|mΦ1(t) − nΦ2(t)| = const
4 {%6

�

mω1 = nω2,
4 ~ 6

� JK"
m
�
n ^ I "%2;_P"C*����%2K�!U"\(�%2��&�����H4 {&> ~ 6h�&��7�"�JK"�2;��6M$c@+FGFl"+,�$ 14�)H!�N�O$)�

Fl�O1 �\*;���%$&��$9>�,-��$��&7�_PT JK�O2;3#"��[�&_P���O2;����$�:&�Z�0�R��"�,-��$��&7��&T[�&SO2����+$��01��;�)=
*�"+����T .
��7;���)2;��6M #�!Hc�;��7;�O'B"+$&7��&��>M�;�O1D_P�&��"�'B�&Tc�&SO2K���%$&:&6 �����
H�7��&����1D� I ���tU
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W�7��&�%$&"�T!p#��TA�%2;.
*;��T<{AX { 4
m = n = 1

6 �+�&��$��&"+$��+$&�O.&"+$?�&�������&���&T �&S)2K���+$��
�����!H!7��&����1D� I ���h�!2��n�&SO2K���%$&�n�����
H�7��&����1D� I ���y���]�������&�����&'A$��&��"OU

���O2�"+����" �����!H!7�������14� I ���5���O$&�&,-�O2�"+SN������Tz� 7;��'B,
�)H�H&�&7���pz�u7;�O1�7;��S&�O$)�������&T
$&"+�&7����]�+���!H!7��&���!14� I ���g��"+7�����JK��*�"���,��!H],-�O2�"+SN������T5.-35" 'B���&����"P����JK_ ��7����)2�"%=
,
��"+$A�&�+�&S&�&"s�&����'(������"s�����%2;"�JK�&�&�O$&"�2�"�TtUuou$&*;�O�+$&�Q@+$��A�&SO.&�%2;�&�O2�"+���A�&�O3e���O=
�+$�:&6 JL�����������5���O2;"������a��$��&*�,��a1D7�"+�����n��7;�O,�$&��*�"���,��!Hw��7��!2��435"+����TtUN*R,
�4*�"%=
�+$��&" ��7���'B"�7;�s'B�43e���y��7�����"��+$��A�+���!H!7��&����14� I ��6 @%2�"+,�$&7�������_qHC*;���+�&�s�&��"%p =
����'`����1%JK"+T��+$��&��"+' ��_P���&,-�&�%$)��S&�!2�:����&���R�+"���"+7;�O$��&7;��>^�A7�"%1�.42�:4$)�O$�"C,-��$��&7��&T
�&S&"+����"+*����N�O"+$&�Z�h�&_P����,!�)�n$��&*������+$&:g�&7�"+'B"����n�]�����%$&"�'B"l$&7;�O��������7�$)��U � ���!H!7��O=
����1D� I ���?'B�� #��_qH?��"+��"�7;�)$&�&7����x��"�7�����JK��*�"��+,��!H ,-�O2�"+SN������T �����&'B�� z:&6 ��2K�)=
S&�&�+� �&��1%J�"�T��%$&�&���Q��$C�&��"%p#��"+���A�&_P���&,-�&�%$)��S&�!2;:&���&�+�Y��"+��"�7��O$&�&7��A����1��&�O2;��"+$
�+.- z"��+$��&"������A.42;.
*�pz��$&: "��+� H-��7���,�$&"+7����%$&��,��V> $)�O,���"y,
��,R�%$)��S&�!2�:����&�+$�: *;�)=
�+$���$&_�>KFX2;.
,�$�.&� I ���y��'B�!2���$O.DJK_ �nF �)1D_c��JK7�.
�+��"�U
* ���&��2�"�JK����"a����JK_ ����$&"+7�"��w, ���O2�"+����6`�����!H!7��&����1D� I ���A��7��4���)2;��6M$ES����O=

2��&�+�t> H!��'B��,��A� JL�O35" ��7�"�JK�%$)���&��$�"%2��R�+� I �;�)2;:&��_qH �C@�,-�&����'B��*�"��+,��!HC�;�D.
,tU
ou$&'B"+*�"����r�+���!H!7��&�����&" ���&�&"kJK"�����" ��14�O��'B��JK"�T��%$&��.
6M #�!HC,!2;"+$&��, 3g���&��T $&,
�)=
���t> ��������'BSO2�"+T?��"�T�7��&���&��>�S&���O2��&�+��*�"��+,��!H?���&��.42;� I ��T?� $9U J�U/o^J��;��,-�h�&"+��:&'(�
�+.- z"��+$��&"�����_P' �&S&�%$&�4��$�"%2�:&�%$&�&��' ��7�� ������2�"�JK���N������� @%$&�!H ��7��&SO2�"+'\���&�!2;�&��:
$&��>�*�$&�]�O�;�)2���1���7�.�"�'B_P"G,-�O2�"�S&�O$&"�2�:&��_P"G��7�� I "��+��_<1%JK"+��:]��"X�&�+"�� JL�z���O2;��6^$&�Z�
�+$�7��&�+�?��"�7�����JK��*�"+��,���'B�VU��B�+$�"��%$&�&"+������>d����1D����,!�O6^$E'B���&����"w�&����7��&�+_ �r��7��!=
'B"�����'B�&�+$���,!2K�O������*�"��+,
��T�$&"���7����e�+���!H!7��&����14� I ��� ,f$)�O,
�����z7��DJK� ,-�O2�"+SN�O$&"�2�:O=
��_P'A��7�� I "+������'PU
� �O$&,�7�_d$���"�'<��JK�&,
�O1D�O$&"�2�:&�+$��&�&'R�&�O1D'B�43e���&�+$��h�+.- z"��+$��&�&�N�O�����wHN����$���*�"%=

��,��!H 4 ��"���"+7�����JK��*�"���,��!H/6],-�O2�"+SN������T ,!�O, �&���&S�_qH?7�"%p#"+����TC�nJK���;�O'B��*�"��+,��!H
�����+$&"+'(�)Hf"��%$&"+�+$&��"������ �&��1�����,!2K�X��7��&SO2�"+'(�������!H!7�������14� I ���]$)��,��!H],-�O2;"�SN������TtU
W��4���&�!2;�&��:gS&�O2�:�pz�&"z,-�O2;��*�"��%$&�&� �!.!S)2���,
� I ��Ts���e@+$��&Ty��7��&SO2�"+'B" � |A$[���8$.� >���J;=
�;��,-��S&�)2�"�" �!2��#'B"+��"�"P�&SO #"�T $&"���7����]�����
H�7��&����1D� I ���#H-�O��$&��*�"���,��!H],-�O2�"+SN������T
���&,
�h��"g�+��1%JL�O����U � $&�&'/.E"��%$&:y�&"+���&'B_P"g��7���*�����_�> ��S�.&��2��&�O2�"+����_P"epz��7��&,���'
����"�,�$�7��&' 7;�O1+2;��*���_qHwH-��7;�O,�$&"+7����+$���,xHN����$���*�"��+,��!Hr,-�O2;"�SN������Tt>V�O$&�+.-$��+$&����"�'
"�J������&�+� ���&����'(�O�����y�%.-$&�r@�FGFG"�,�$)���h�;�)2���*���"�'<��"+�&��7�"kJK"%2�"+�����&�%$&�E���&���!$&���
Fl�O1D_Q�w*����+$���$&_QHN����$���*�"��+,��!Hh,-�O2�"�S&������TtU
j�"f$)�O,rJL�������hS&_q2;�h�&S&����7�.-35"�����> *�$&�w���O2�"+����"f����JK�&S&���&"g�+���!H!7��&����14� I ���

'B�43e���#�;��SO2;6 JL�O$&:z�#,!2K���+��"X,-�O2;"�SN�O$�"%2�:���_qH �+���+$�"�'P>���"^���O2;��6^ z�!HN�Z�V>��+$�7��&�+�
�����&�&7N�t>O����$��&��"+��"�7;�)$&�&7;�O'B�tU���"+*�:X�
J�"+$��u$)�O,#�;�O1�_P�N��"�'B_qHz�+$��DH-���%$&��*�"+��,��
He���%=
I �!2�2;��$��&7;�)H �g��"%2�����"�T���_qH�J������+���;�O$����&��_qHn�+���+$�"�'(�)HL>��5,-��$&�&7�_qHa,-�O2�"�S&�������
�&��1�����,
��6M$h����JxJK"�T��+$&����"�' p .!'(�!U����O1+2;��*;��6M$nJK�N��$����;�a�+$&�DHN���+$���*�"��+,��!H ���%=
I �!2�2;��$��&7��&�/X;����1DS�.DJK��'B_P"l��� I �!2�2;��$��&7�_ �aS&���%$)��S&�!2;:&��_P"l�&� I �
2�2;��$��&7�_�U
	l2;�
�&��1�S�.DJK��'B_qHQ�����+$&"+' H-��7;�O,�$&"+7��;�Y�+"���"+7;� I ���c��'B��.42�:&�+�&�Y�C.&��2��&�&���
HL>^,-�&� JL�
�������;�)2f����"+pz��"��+���&��1%J�"�T��%$&�&���#��7�"���_dp5��"%$G��"�,-��$��&7�_PT]���&7������&�&_PT .!7��&�&"���:�UL*



�

7�"%1�.42�:4$)�O$&" J�"�T��%$&�&���npz.
'(�]$)��,
�O�h�+���+$�"�'(�e�+�&�&"+7�p5��"%$��%$&�DH-���%$&��*�"���,���"],
�)2�"%=
SN�������t>���7�"kJK�+$)�O�O2;��6M #��"5�+�&S&�&Tw�%2;.
*;�OT���.
6 ���&��2�"�J��&�N�O$�"%2�:&���&�+$�: ��'B��.42�:&�+�&��U
'q���%$)��S&�!2;:&��_PT �%$&�DH-���%$&��*�"���,���T\�&� I �!2�2;�!$&�&7Q��7�"�J��+$)���O2���"+$Y���&S��&T<��"%2�����"�T!=
��.
6 �+���+$�"�'/.y��JK��.
'/�h.��+$��&T�*�����_P'B�x�+�&�+$��4��������'B�tUtW�7����+.-$&�%$&�&��"5p .!'(�g��7��!=
�&��JK��$G,z�%2;.
*;��T���_P'E��"�7�"+,!2�6u*�"�������' �+���+$�"�'B_Y�!1P��JK���&�+�X���&�%$&�4�������]�MJK7�.
�+�&"�U
*Q��S&�&�!Ha��2;.
*;�O�
Hn,
�)2�"�SN�O�����w�&�����+_P�N��6^$��Z�y�%$)�O$&���%$&��*�"���,���'B�xHN��7;��,�$�"�7����+$&�
=
,
��'B�t>;$)��,���'B�h,
��,n��7�"kJK�����w*;���%$&��$)�g��'B��.42�:&�+�&�f1D�O3g�����������n�!2;�w�+7�"�JK�!���w*;�)=
�+$���$)�h��"+7�"�,
2�6u*�"+����TtU �qFGFG"�,�$�_ *;���+$���*��������Z4 ��"��%$&7������&�+� 6G1D�)H!�N�O$)�w�+7�"�J����!H
*;���%$&��$f�a'B�����&�&"�����_qH Fl�O1G,-�O2�"+SN������Tn�5�+���+$�"�'(�)H�.!,
�O1D�����������5$&�����f���+�%2�"kJK�O=
�N�)2;����:��g7N�
JK" 7;��S&��$	� { ��> �-v%� 0 � ��W��e�+.-$��wJK"%2K�g�g$)��,-�&�+� 7���JL�g�+���+$�"�'(�)Hy7�"�*�:
JK�O2�3e�;�f�
J�$��x�f$)��,s�;�O1�_P�N��"+'B�&T i+�%$&�DH-���%$&��*�"���,-�&TE�����
H�7��&����1D� I ����i)>V$&��"+�+$�:
�f�����!H!7�������14� I ���h��2;.
*;��T���_qHh,-�O2;"�SN�O$�"%2�:���_qHw��7�� I "+���+�&��U
*[��7�"�J�2K������"+'B�&T?�&����'(������6 *���$)�O$�"%2;�?,������+"5JK"�2K��"%$&�Z� ������_d$&,
�aJL�)$&:n��$O=

�&"%$z�;�G�&�&��7��&�LXN����1D'B�43g���X2��g�������O2;:�1D�&�&�O$&:l�t>N"���2��e��"��&SDHN��JK��'B��>!�G��"+,-��$&�&7��&'
��'B_P��2�"5�&S&��S� #��$�:�,!2K�O������*�"��+,���"]��7�"kJK�+$)���)2�"����!�r�������
H�7��&����1D� I ���r��"+7�����JK�!=
*�"+��,��!Hs,
�)2�"�SN�O����Tr�;� �%2;.
*;�OTxS��O2�"�"5��2��43e��_qHV>V,��N�O1�����"�7�����JK��*�"+��,��!HL> H-���O$&�!=
*�"+��,��!Hh�y�%$&�DH-���%$&��*�"���,��!Hx,-�O2�"�S&������T�� �B�%2;�wJL��>;$&���!.
3g���g*�"+$�,
� �+FG�&7�'/.42��!=
7��&�&�O$&:^��7;����� I _ ��7���'B"�����'B���+$&�z�
JK"�Tz,!2K���+����*�"+��,-�&T#$�"��&7����#�����
H�7��&����1D� I ���#,
S&�O2;"�"��%2;�93g��_P' $&���;��'A����$&��,
�)2�"�SN�O����Ta� �&_ JK"�2���$&:5$�"�,
����,�7�"%$&��_P"G$&����_c,-�O=
2�"+SN�O$&"�2�:&��_qHw��7�� I "��+���&��>!J;2;�a,-��$&��7�_qHn'B�43e���],-�&���%$&7�.
,�$����&���e�������)2�:�1D���N�O$&:
,!2K�O������*�"��+,���"z��7�"�JK�%$)���O2�"+�����VU
���������n�&,!2�6^*;��"+$w���!$&:h� 2�����U]*R��"�7����&Tw� 2����&" ���&�%2;"�JK�&�&�O$&"�2�:&���y�!1+2K�����O"+$O=

�Z��,
2K�����+��*�"+��,
�O��$�"��&7��!�������!H!7��&����1D� I ��� ,��N�O1D������7�'B�&����*�"��+,��!H ,-�O2;"�SN������Te�;�
��7���'B"�7�"a�����!H!7��&����1D� I ���C��"+��"�7��O$&�&7�� *q���EJK"�7CW��O2;�VU/oX�����D����_ �N�O3g��_P" �O�%=
��"+,�$&_C$&"���7����t>N,-��$��&7�_P" �������O2�:�1+.!6M$&�Z�g��,
�9*�"��+$��&" �&�����&�&_ ��7��]7;���+��'B��$�7�"������
�����!H!7��&����1D� I ���wS&�O2�"+"G�%2��43g��_qHa,-�O2�"+SN������TVU *q�]��$&�&7��&Tw� 2����&" ��1%2K������"%$&�Z�h$�"%=
�&7��!�������!H!7��&����1D� I ��� �+"���"+7;�O$��&7��&�#$����;��*d�O�fJK"�7�WG�)2;�e�l.&��2��&�&���
H�����"+pz��"��+�
�9J�J���$&�������&��� pz.
'B�&�&�&�+�#�&��1�JK"�T��+$&�����tU��X1+2��435"+����"u��"�JK"%$&�Z� �;�l�&�����&�&"M,!2K���+���!=
*�"+��,��!Hx7���S&��$ ��U��fU � $&7;�)$&�&�����&��*;��U]*�$&7�"+$&:�"�Ty� 2K�O�&" ��7����&"kJK"���_ 7�"+1+.42�:4$)�O$&_
���+�%2�"kJK�&�N������T �����
H�7��&����1D� I ��� ,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,��!H ,-�O2�"+SN������T �;�w��7���'B"�7�"
,-�O2�"+SN������TC�fJK�O.!'/� ��"+14�O�&������'B_P'B�A*;�O�+$&�O$)��'B�tU oXS&�+.-35JL��6^$��Z� �&����S&"������&�+$��
��7���'B"�����'B���+$&�w�
JK"+Tn�a�&_P���DJ��&�5,!2K���+����*�"���,-�&Tn$&"+�&7����n, �%2;.
*;�O6 �O��$&�&�+"���"+7;�)=
$&��7;�z,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,��!Ha,-�O2�"+SN������TVU���"+$��&"�7�$)�)�h� 2K�O�N� ���&�+���� z"��;�5�O�;�)2���1+.
@�FGFG"�,!$&�&�#�+���!H!7��&����14� I ���gH-�O��$&��*�"���,��!H�,-�O2;"�SN������TtU!WG��,!�)14������>N*�$&� �;����S&�)2�"�"
,-�&���%$&7�.
,�$����&���E�
JK"�� ,!2������+��*�"��+,-�&TC$�"��&7����A'B�43g���y���+���O2�:O1D�&�N�)$&:r��7���'B"+���!=
$&"�2�:&���#2��!p#:5, �&�+�&S&�&'/.f$&���!.gH-�O��$&��*�"���,��!Hw����$��&,-�O2�"�S&������Tt>���$&�&"+*;��6M #�!H�7�"%=
3g��'/.hFl�O1��O= ,-�&�+"�7�"+��$&���&����H-�O��$&��*�"���,-�&�+�h�)$�$&7���,�$&��7;��U�jG��,-�&��" I >V���!$)�O�n� 2K���N�
���&�+���� z"��;�n�&������������6 @+FlFG"+,�$&�&�n�����!H!7��&����1D� I ��� �+$&�DHN���+$���*�"��+,��!H ����$&��,
�)2�"%=
SN������TtU�� ���+��'(�O$�7����N�O6^$&�Z�a,-�O2;"�SN�������t>-���
J;. I ��7��&�N�O����_P"^p .
'B�&' � S����+$)��S��!2�:O=
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��_qHY�����%$&"+'(�)HL>q�CHN����$���*�"��+,���"s��"+7�"�,
2�6u*�"+�����<�yJK���;�O'B��*�"��+,��!H������%$&"�'(�9H��
,�7��!1D���+�&'R�O$O$&7;��,!$&�&7�����U
oX���&S�"��������+$&:�6 ��7�"kJ;2K������"+'B�&T ,��������?���)2;��"%$&�Z� ��2�"�J�.
6M #"�"OU(W�7��?��1%2��435"%=

����� ,!2K�O������*�"��+,
��Tc$&"+�&7����Q�����!H!7�������14� I ���cS��O2�:�pz"�"�>P*�"�' ��S&_P*���� ��7�������$��
�r.!*�"�S&��_qHA�������&S&�!�!HL>B�&����'(�O����" .DJK"%2;�
2��&�+:?���;�92���1�. S���F�.!7�,!� I ��TA.��+$��&T�*��!=
�&_qHa�a��"%.&�%$&�&T�*����&_qHw�����
H�7��&����_qH�JK����35"�����Ta�f'B��JK"�2;�!H 7;�O1+2;��*����&�+�5.!7��&�&���
�%2;�93g���&�%$&� 4 F �)1D�&�&��"a.
7;�O�&��"�����"�> .!,-�&7��&*�"�����_P"h.
7;���&��"������ J;2;����'B�!2���$O.DJK_
�sFl�O1D_�>L.!7����&��"+����"5��"�����$&�����&'B���&�+�a�&� I �
2�2;��$��&7;��*d���wJ�"�7rW��O2;�?6��V����"#��7�"�J;=
�+$)�O�O2�"�����_P"z�57;�OS&��$&"��+7;��FG��*�"+��,���" �!2�2�6u�%$&7;� I ���hS&_q2;�n���O2;.
*�"���_ ����$��&7;��'B�
����" I �;�92�:&���zJ;2;�e@+$��&T ,������+�a�!2�� ��1+��$&_<��1X�&7����+���;�)2�:���_qH ��.
SO2;��,
� I ��Tn����$��O=
7��&��UtW�7��y7;�O��*�"%$)�)Hr���+���O2�:�1��&�N�)2;����: ,-�&'B��:�6^$&"+7���_P"]��7�����7;��'B'B_�>V����1�JL������_P"
�;�r,
��FG"�JK7�"a7;�4JK���&FG��1���,��Y�C��"�2�����"+T����&T JK���;��'B��,�� � �O7;�O$&���&��,-�&�+� �����+.
���!=
�&"+7�����$�"+$)��>V�#$)��,�35"G����" I �;�92�:&��_P" ��7��&�+7;��'B'B��_P"l,-�&'B�!2�"+,
�+_ � 0!{�� U
jG���+$��4�� #"+"^���&���&S���"P�&7���"+��$&��7��&�N����� �;�X�%$�.DJK"+��$&�&��>!�O������7�����$&��� �]��7�"+����JL�)=

�N�O$�"%2�"+Tr��.-1D�&� ��� �+��" I �;�)2�:&���&�+$4��'P> �&,!2�6^*;��6^ z��' ��1�.
*�"+����"5$&"+�&7����r,-�O2�"+SN�)=
����TV> �E'B�435"%$aS&_d$&:n7�"�,-�&'B"+�
JK�&�&�����n�n,
�4*�"+�+$&��"g.
*�"�S����&���n���&�+�&S&���r���n,!.!7��+.
$&"+�&7����w,-�O2�"�S&������TtU
* �������&S&���R�������)2�:�1D���N����_ �;�D.
*���_P"s7�"%1�.42�:4$)�O$�_ ����$��&7��&��> ���O2�.!*�"�����_P"r�

7;��'B,
�)HeW�7��&�+7;��'B'B_��n�������%$&"�7��+$&�&�#�&S&7;�O1��&�N�������f�e�;�D.
,�� ���`i ���O1D�&�!$&��"^�;�)=
.
*����&�+�G����$&"+� I �;�92K���&_P�+pz"�T]p#,-�O2�_liOU��u��$��&7�_ �&_P7;�O35��6^$GSO2�������JL��7����&�+$�:uJK�!=
7�"+, I ��� �������&�N� I ���&�����&���5�&S�7;�O1D���N�O$&"�2�:&�������5��7���"�,�$)� � �Y\\14�#*;�O�+$&��*����&"GFG�!=
�;��������7����N������"l7;��S���$]���f����1�JL������6[�;�O�+$&�4�! #"��+�����&�+�&S&���VU
�u�O$&�&7�_ ���O2�:�1+.
6^$&�Z�#�&��1D'B�43g���&�%$&:&6C���&SO2�������JL��7���$&:u��������7;����$��&�u,
��FG"�J�7�_

� U	�EU&j���,-�O2K�O"��N�u� � U
� U&���&SO2;������,-�&�+�u14�^��7��&�&"kJK"�����"P7N�
JL�u��2��43e��_qH#,-�&'B��:�6M=
$&"+7���_qHQ@�,-�+��"�7���'B"���$��&��U��w_ $)�O,�35"rSO2K���+��JL��7���_ �&�&�+����$)��������,
��' ,
��FG"�J�7�_
�zU 'uU�j�"�T�'(���!.&> �]U��zU�
u�&�N��������.&>��zU j5U � �!2�:�*�"���,
��> 'uU *uU�� .42�:&������.&>�,
�O$&�&7�_P"
���)2;��6M$&�Z�s�O��$&�&7���'B�y�h�+�N����$��&7;��'B�w7N�
JL�e���4.
*���_qHy7;�OS&��$9>��������O2�:�1��&�N������_qHy�
,�������"�U

��������� <?I�� D <�� M
���������)G�� Q JNM[9

����� �!� QLB[I 9&QLG�M[9&Q
"#��$%�&�'� KND)(�� M[9&Q
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{&U ~ * ��"+pz�����w�����
H�7��&����1D� I ���w��"+��"�7;�)$&�&7;� *d����JK"�7wW��O2;�VU U&U&U�UNU&U&U&UNU&UC{ �
{&U | ' ��F�.!7�,!� I ���&����_PTs���;�)2;��1l�����%$&"�'B_ .
,-�&7���*�"�����_qHw.
7;�O�&��"�����T U-U&U ~ |
{&U �H' ��F�.!7�,!� I ���&����_PT ���;�)2;��1u��"D����$��&���&'B���&���l��"+��"�7;�)$&�&7;� *d���#JK"�7
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|A2~ U { * �&"�JK"+����" U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&UE|A2~ U ~ * _P��.-3]JK"+���;�O�w�����!H!7��&����1D� I ���n14�)pz.
' 2�"�����_qHh����$&��,
�)2�"�SN�O����TtU U U U � �~ U | * 14����'B���O�#�+���!H!7��&���!14� I �!�5,��N�O1�������7�'B������*�"+��,��!H5����$��&��"+��"�7;�)$&�O=
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|�U { * �&"�JK"+����" U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U70�|
|�U ~ * 14����'B���O�5�����!H!7��&����1D� I ���zJ���.NH#�+��'B'B"+$�7���*����G�+����1D������_qH#��"���"%=

7��O$&�&7��&��UDUNU&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U70 �
|�U | * ��1%JK"+T��+$��&��" �&��"+pz��"�Tw��"�7�����JK��*�"+��,-�&Ty�+�!2�_�U U UBUNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U70 �
|�U � oX�+���&�&��_P"lS&��F�.
7�,
� I ���w,��&�O1D����"�7�����JK��*�"��+,��!Hh7�"+3g��'B�&��U U UPU&U&U&UNU&U $�{
|�U 0 oX�+�&S&"������&�+$��h�+���!H!7��&���!14� I ���y7�"+1��&�;��������_qHw��7�"kJK"%2;:&��_qH I ��,
2��&� $80
|�U $ � ���!H!7��&����1D� I ���aJK��.NH!*;���%$&��$���_qHy,-�O2;"�SN������TtU U U�UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U $A2
|�U v ��"+1+.92;:9$)�)$&_[@�,-����"�7���'B"+��$)�)2�:���_qHs���+�%2�"kJK�&�N�O����TMU
U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U v ~
|�U � * ��"+pz�����w�����
H�7��&����1D� I ���w,��N�O1�����"+7�����JK��*�"+��,��
Hy,-�O2�"+SN������TtU U UdUNU&U v�|
|�U 2H�q,-�+��"�7���'B"���$)�)2;:&��_PTx���;�)2;��1l�&��"+pz��"�Tw�����
H�7��&����1D� I ���tU U U�U
U&U&U&UNU&U vL$
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��U ~ �G���%$&��$����O=mF �)1D�&�N�)�a�����!H!7�������14� I ���wHN����$���*�"��+,��!Hh����$��&,-�O2�"+SN������T �h�
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'(�#U 280
��U 0 W��O2;�;�O�g�����!H!7�������14� I �����O14����'B��JK"+T��+$���.
6^ z�!H�H-�O��$&��*�"���,��!H �+�!=
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0!U { * �&"�JK"+����" U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&UO{ � v
0!U ~ * ��"+pz�����w�����
H�7��&����1D� I ���w��7�� I "������g��"+7�"�,
2�6u*�"+����TtU U UqU&U&U�UNU&U&U&UNU&UO{&{&{
0!U | * ��"+pz�����w�+$��4HN���+$���*�"+��,
�O�s�+���!H!7��&���!14� I �!�w$�7������+"�7;� � 'B��$�$)�^U!U&UO{&{[0
0!U �H* ��"+pz�����w�a��14����'B�;�O�n�+$��4HN���+$���*�"+��,
�O�s�+���!H!7��&���!14� I �!�tU U U�UNU&U&U&UNU&UO{&{%2
0!U 0 � $��DH-���%$&��*�"+��,
�O�r�+���!H!7��&���!14� I �!�tU U U^U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&U�U&UNU&U&U&U�UNU&U&U&UNU&UO{ ~ �
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 ��� ����� � ��
�� 
������
�)���"��� �)����� � �����

����������� �!�#"%$&�

*hJL��������Tz� 2K����" 7������+'(�O$&7����N��"+$��Z�#���)2�"�����" �+���!H!7��&���!14� I ���#��"�7�����JK��*�"+��,��!H
����$��&,-�O2�"+SN������Tg�&��"%p#����'E����7�'B�&����*�"��+,���' �&�O1%JK"+T��+$��&��"�'PU�oX������������"P���)2�"����!�t>
�&��1�'B�43e��_P"�'B"%$&��JK_ ������2�"�J��&�N�����!�t>;S&��F�.
7�,
� I ���&����_P"G'B"%HN������1�'B_c�&�O1D����,����O=
�&"+����� 7�"%3e��'B���s�����!H!7�������14� I ���C��7�"�J��+$)���O2;"���_ ���y��7���'B"+7�"a��"D���O$&�&����'B���&���
��"+��"�7��O$&�&7�� *q���fJK"+7aWG�)2;�t>
,-��$&�&7�_PTa���O2;��"+$&�Z���DJ����&T���1XSN�O1D���&_qH��e�;����S&�)2�"�"
���&�!.92���7���_qHn'B��JK"�2�"�Tn$&"+�&7����w,
�)2�"�SN�O����Tn�w��"�2�����"+T����&T JK���;�O'B��,��tU
�!"+��"�7��O$&�&7	*d���aJ�"�7sW��O2;�n��7�"�JK�%$)���O2;��"+$a����S&�&Th��� I �!2�2;��$��&7y�z��"%2�����"�T�����T

JK���+������� I ��"+TtUqW�7��C'(�)2���TY��'B�
2���$�.DJK"w,-�O2�"�S&������TC�&�C��'B"�"%$?��$�7�� I �O$�"%2�:���.
6
JK���+������� I ��6 4 ��7��&��� H&�DJ���$l����JK,
�9*�,!��@+��"�7��+��� 6�>-�u��7��5S&�)2�:�p#��T��l���O2��43g��$&"�2�:O=
��.
6 4 @+��"�7������f7;���+��"+���N��"%$&�Z�f�����%$&"+'B�&T 6%U1' 2�������JL��7N�#$)�O,
��Tg��"�2�����"+T����&�%$&�t>-�&�O1+=
'B�43e���e����$O.N� I ���t> ,-�&� JL� �;�O�+$�.
�;�O"+$�JK���;�O'B��*�"��+,���TxSN�)2K�O���z'B"%3]J�.w@���"�7��+��"�Tt>
���&�%$�.
�����Op#"�TQ� �����%$&"+'/.&> �R@���"+7�����"�Tt>P7;�O����"%�������&TQ�+���+$�"�'B�&TV>P� ��7�"kJK��"�' 14�
��"+,
�O$&�&7�_PThHN��7;��,!$&"�7���_PTs����$�"�7��N�92s�&7�"+'B"����VULW�7��w@+$��&'������+$&"+'(�e��"+��"�7���7�.&"%$
�D�O'B�&����J�JK"+7-3g���N�O6^ #��"��Z�R,-�O2�"+SN�����!�t>BH-��7;�O,�$&"+7����+$���,�� ,-��$&�&7�_qH���"a14�O�&���Z��$
��$n�;�4*;�)2;:&��_qHy.��%2����&��Tt>�� �&��7�"�JK"�2;��6M$&�Z�E�;��7;��'B"%$&7;�O'B�E�+���+$�"�'B_�U�W��DJ��&S&��_P"
,-�O2�"+SN�������hS&_q2��y���O1D�N�O��_ �zU��zU �u�
J�7��&���&��_P'<����$&��,
�)2�"�SN�O������'B�V>V�f�����%$&"�'B_�>
�����&���&S���_P"��!H5JK"�'B�����+$�7���7��&�&�O$&:�> �f����$&��,
�)2�"�SN�)$&"%2;:&��_P'B�a�����%$&"+'(��'B�tU;W�"�7��&�O=
�;�4*;�)2;:&���e��� I �!2�2;��$��&7 *d��� JK"�7hW��O2;�n��7�"kJK�+$)���)2;�!2x�+�&S&�&Tn7;�9JK����$&"�H�����*�"��+,-�&"
.&�%$&7���T��+$��&�r�;�w@�2�"�,�$�7��&�����&T 2K��'B��"OU * JL�)2�:���"�T�pz"�'\S&_q2;�h.&�%$)�����&�O2;"�����>�*�$&�
.
7;���&��"�����"f�&� I �!2�2;�!$&�&7���*d�O�wJK"�7EW��O2;�s��'B"+"+$w���&7��O1%JK�aS&�)2�"�"5�&SO #��TyH-�O7;��,!=
$&"+7t>N�]��7��]�&��7�"�JK"�2�"�����_qH].!��7��� 5�O6^ #�
Hf��7�"�J����O2��435"+�����!H5�&�����&������_P�N��"%$ ���O=
$&��,
�)2�"�SN�)$&"%2;:&��_P"#��7�� I "��+��_ �]�+���+$�"�'(�)Hw�D�O'B�&Tw7��O1+2���*����&Tn��7���7��DJ�_�U

���O2�"+����" �����
H�7��&����1D� I ������"�7�����JK��*�"��+,��!He����$��&,-�O2�"�S&������Tg�&��"+pz����'?���O7�'B�O=
����*�"���,���' �&��1%J�"�T��%$&�&��"+' ��7��4���O2���"+$��Z���l$&�&'P>-*�$��#��7��g�&��7�"kJK"%2�"+����_qHe.&�%2;�&�&�!=
�!Hn�+"���"+7;�O$��&7y����JK�%$&7;�����N��"+$e���&��Tw7��!$&'�����Js*;���+$���$�.n�&�O1%JK"+T��+$��&���tUKW�7��w@+$&��'
��'B�!2;��$�.DJL�s�&��1�JK"�T��+$&����� 'B�435"+$rS&_d$�:wJK�&�%$)�O$&�&*����E'(�92��&T?�&"�2���*������&Tt>/�%.- #"%=
�+$��&"������R'B"���:Op#" ��'B�
2���$�.DJK_ ,-�O2�"+SN������T ����$&�����&'B���&�+����"+��"�7��O$&�&7���U"*b��7��O=
�+$�"�T�pz"�' ��2;.
*;��"M��"���"�7;�O$��&7e�+�&�&"+7�p5��"%$z,-�O2;"�SN�������]�;��*;���%$&��$�"^�&��"+p#��"�Te�+�!2�_�>



��� ����� � 
��
	��	
���� ��
 ��������	 ��������������� ��� �	��������� ����� � 
����

,-�&� JL�G�&�;��'B"��!��"+$��Z�e�G,-�&��"+*����&Tf�&,�7�"��+$����&�%$&�e�+�&S&�%$&�&"+�����&Tg*;���+$���$&_�����$&�����&' =
���&�+�g�+"���"+7;�O$��&7;��>;$)��,w�;�O1D_P�&��"�'(�O�a�������&���;�O�a�&SO2����+$�:g�+���!H!7��&���!14� I ���tU
* JL�������&T � 2K���&"<'B_ ����7;������*���'B�Z� �&�����D������"�' $��O2�:&,-�0�&�����&�&���&T �&S)2K�)=

�+$��[�����!H!7�������14� I ���0��"D���O$&�&����'B���&���<�&� I �!2�2���$&��7;�T*d���QJK"+7[WG�)2;�t>^�������)2�:O=
1�.O�YFl�O1��&�&�&"�.
7;�O�&��"�����"�>B.
,-�&7��&*�"+����_P"a.
7;���&��"+����� J;2;�C��'B�
2���$�.DJK_ �AFl�O1�_
�\���O2;���&" ��"�����$&�����&'B���&"E.!7����&��"+����":*d���QJ�"�70W��O2;�tU �X$&�&S�_ *�7�"+1D'B"+7����<��"
.&��2��43e�!��$&:g��1+2;�93#"�����" S&��F�.
7�,
� I ��������_qHw��"�7�"%HN��JK���e�;�]�!2��&�+,-�&�+$��h.
��7;���O2��!=
6^ z�!HE�;��7;�O'B"+$&7��&��>�'B_ ��"f�&�+$)�������O2����&��"�'B�Z� �;�w�&�����D�������rJK���;��'B��,�� ����$���"%=
'B_ � �&,�7�"��+$����&�%$&�c$��&*�,��C'q�&� JL�����&�N�[� � ��,-"������C4 �&,�7�"+�+$����&�+$�:�>M� JK"E� H&��J���$��Z�
2��������t> 7��O1D�+7;������*����N��6M #��"���SO2K���%$&� 1D�)H!�N�O$)��>�����JL���O2�"+����� � ,��N�)1D����"+7�����JK�!=
*�"+��,��!HRJK����35"�����T 6%U"!t������$&"+7�"��+�&�N�������&'/. *���$)�O$�"%2�6 7�"�,-�&'B"+�
J�.&"+' 'B�&���&�+7;�)=
FG��6 � 0 ~ �#� "+�&7����g�����!H!7��&����1D� I ���a��"+7�����JK��*�"���,��!Ha���O$&�&,-�O2�"+SN������T ��1+2K�O����"+$��Z�
��� 2�>k{ � >k{4|�>k{9v ��{ 2�> 0 ~ � $&|&� U

����$ � "%�&% "(')'+* $%"(,.-0/ "%$"132�4%$('65 �#"&�3-7298:/�-02 �;2 " ���3-=<>/@?"'��
ACB /�-7/9D%�#"%"7E �>F)-02�� "&�#" $"' �G?7'+29HJI"?%$78KF �LE $NMO2�13E

\X7����&��"+����"P��"+��"�7��O$&�&7���*d�O�#J�"�7fW��O2;�5'B�43g���X14�������D�O$�:G��7;�O1D��_qH]FG�&7�'(�)HL>
*�$��l1D���&���+��$l��$�14�9JK�������f���&7�'B��7��&�&��, JK���;��'B��*�"��+,��!Hf��"+7�"�'B"+����_qHg�]�;��7;��'B"%$O=
7��&�f�����+$&"+'B_�UtoXS&_P*����5.!7����&��"+����� *d���eJK"�7wW��O2;�n��7�"kJK�+$)�O�O2;��6M$��]FG�&7�'B"

d2u

dt2
− α

(

1 − βu2
) du

dt
+ ω2

0u = 0,
4 {&U {[6

�!2��

ÿ − ε
(

1 − y2
)

ẏ + y = 0,
4 {�U ~ 6

�!2��

ẍ−
(

λ− x2
)

ẋ + x = 0.
4 {�U |86

!�JK"+��:
u, y, x

� J����;��'B��*�"���,���"e��"+7�"�'B"+����_P" �
α, ε, λ

�w�;�O7;��'B"+$�7�_�> .
��7;���O2���6M=
 #��"e�&��1�S�.-3]J�"�����"+'[����$��&,-�O2�"�S&������T �

ω0
�s,-�&@�FGFG� I ��"+��$9> H-��7;�O,�$&"+7���1�.
6M #��T

����S&�+$��&"����!.!6 *;���%$&��$O.a��"���"�7;�O$��&7;��U
�B�%2��l�M��"�7����&'w.
7;������"������ ��"+7�"�T!$&�#,l���&�&��'/.X�&7�"+'B"����

τ = ω0t
>�$&�M���O2�.!*���'

.
7;���&��"�����" 4 {�U ~ 6�>��f,
�O$&�&7���'
y =

√
βu, ẏ =

dy

dτ
, ε =

α

ω0

U *R$)�O,
��'��&� I �!2�2;�!$&�&7�"
����S&�+$��&"������O�y*;�O�+$&�O$)�

ω0

7;�����;�f"kJK����� I "�UN\X7;������"�����" 4 {&U |A6 �+����1D�����f�l.
7;������"%=
����"+' 4 {&U ~ 6���2�"�J;.!6M #"+T]1D��'B"����&TYX

x =
√
εy, λ = ε

UO�R.
7;�O�&��"�����6 *d���GJK"�7]W��O2;�
�����DJ���$&�Z�h�a$)�O,h�;�O1�_P�N��"+'B�&"�.!7����&��"+����" �(@�2�"+� X

z̈ − (λ− ż2)ż + z = 0.
4 {&U �86
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�B�%2��n.
7;���&��"+����" 4 {&U � 6q��7��DJ���FGFl"+7�"�� I ��7��&�&�O$&:g�w�&��"��+$��w1D��'B"���. ż =
1√
3
x
>�$&�

���O2�.!*���$e.
7;������"�����" 4 {&U |A6%U
W�7��h�O$&7�� I �O$&"�2�:&��_qHs1��;�4*�"������!Hw.
��7;���O2���6^ z"��+���;��7;�O'B"+$&7�� (α, ε, λ)

�g���!=
�+$�"�'(�)H 4 {&U {%6%>]4 {�U ~ 6�>]4 {&U |86�>]4 {&U � 6P����$��&,-�O2�"�S&�������n��"l�&��1�S�.-3]JL�O6^$&�Z�VU ���43]J�"�����"
��7�"kJK"%2;:&���&�+� I ��,
2K�g��7��&��� HN��JK�!$��f���!Ha��7��h��"+7�"%H&�DJ�"z�;��7���'B"+$�7;�f*�"�7�"%1z���)2�:�U
W�7�� '(�)2�_qH����O2��43g��$&"�2�:&��_qHe1D�;�4*�"+�����
H �;��7���'B"+$�7;�5�;��SO2�6 JK��6^$��Z�a,��N�O1�������7!=
'B�&����*�"��+,���"g����$&��,
�)2�"�SN�O�����t>t����7��rS&�O2�:Op#�!Hh1D�;�4*�"+�����!Hs�&���r�+$)�����&����$��Z�x7�"%=
2K��,-��� I ���&����_P'B�tU�oMJK�;��,-�a� �����+$&"+'(�)H�4 {�U {[6M� 4 {&U ~ 6^��7��x��"�7�"�HN��JK"]�;��7;�O'B"+$&7��
*�"+7�"+1e���O2�:w7��43]JL�O"+$&�Z�E��7�"kJK"%2;:&��_PT I ��,
2 ,-�&��"+*����&�+�y7;�9JK�!.&�D�w� "��+�h7;�)1D'B"�7
��7�� JL�)2�:���"�T�pz"�'�.
�&"�2���*�"+�����s�;��7���'B"+$�7;�g��"l'B"��!��"+$��Z�tU * �+���+$�"�'B"�4 {&U |A6P��7�"%=
JK"�2�:&��_PT I ��,!2s7��935JL��"%$&�Z�w��1 ��"+.��+$&��T�*����&������FG�&,�.��D�f�w"+���e7��9JK��.�� .
�&"%2;��*��!=
�N��"%$&�Z�z��7��&����7 I ���&���)2�:&��� √λ U[*r@+$&��Tz�����+$&"+'B"d��7������ HN��JK��$u�+.
��"+7�,�7���$���*�"+��,
�O�S&��F�.
7�,
� I �!� �^�
JK7��&���&�N�)= 
X�&��Fl��U

� �O����'B�O$&7���'\.
7;������"�����"e��"+��"�7��O$&�&7�� *d���rJ�"�7 W��O2;�E��7��E�&��"%p#��"+'0���O7�'B�O=
����*�"���,-�&'Y�&��1%J�"�T��%$&�&���V>L���+���O2�:O1�.��w�%2;"�J�.
6^ .
6 ���&7�'B��7��&�&,!.

ẍ−
(

λ− x2
)

ẋ+ x = b sinωt,
4 {�U 0A6

� JK"
λ
�].
��7;���O2���6^ z��Tn�;��7;��'B"%$&7a���O$&�&����'B���&���5�+"���"+7;�O$��&7;��>

b, ω
�f��'B�!2���$O.DJL�

�n*;���+$���$)�g����"+pz��"��+�e�&��1�JK"�T��+$&�����tU
W�"�7�"+����pz"�'Y.
7;������"����!�Z4 {&U 0L6q�f��2�"�J;.!6M #"+'R�&�
JK"

ẍ+ x =
(

λ− x2
)

ẋ+ b sinωt

ẍ+ ω2x =
(

ω2 − 1
)

x +
(

λ− x2
)

ẋ + b sinωt.
4 {�U $86

�B�%2��A*;���%$&��$)�x�&��"+pz��"��+� �&�O1%JK"+T��+$��&���ASO2���1�,!�x, ���&S&�%$&�&"+�����&TA*;���%$&��$�"y����$��O=
���&'B���&���]��"+��"�7��O$&�&7��

(ω ∼ 1)
>!�;��7;��'B"%$&7n�&��1�S�.-3]JK"+�����

λ
���O2;��"+$��Z�w'(�92��&T ���O=

2��43g��$&"�2�:&���&Tf�&"�2���*������&Tt>N�5�&��"%p#��"+"^����1%JK"+T��+$��&��" �%2���S&�&"�4 ��'B�!2���$O.DJL�
b
� '(�)=

2K�O�e�&"%2;��*����;�A6%>-$&�5��7;�O�N�O�g*;���+$�:z.
7;���&��"������-4 {&U $86B��7�"�J��+$)���O2���"+$f�+�&S&�&Tg'(�)2��&"
�&��1�'/.- #"�����"P����7�'B�&����*�"��+,-�&���G�&� I �!2�2;�!$&�&7��X�q*;���%$&��$��&T ω �#��"�����$��&���&'B��_PT5�+"%=��"+7;�O$&��7 ���O2���"+$��Z�?,��&�O1D�����O7�'B�&����*�"���,-�&T �
2�� ��2K��S&�&��"%2�����"�T�����T �����%$&"�'B��TtU *
@+$��&'���2;.
*;��"l7�"+pz"�����"G.
7;���&��"������ 4 {�U $86q'B�43g���5���+,!�)$&:e�]�&�-JK"�� X

x(t) = Re
(

a(t) exp(iωt)
)

=
1

2

(

a exp(iωt) + a∗ exp(−iωt)
) 4 {&U vA6

�uJK�&���)2�����$�"%2�:&��_P'�.&�%2;�&�&��"+'

1 	 � ��� � ��	�� �����
� �
����
���� �	
 � ���	� ��� 
�� � ��
 ��
�� ����	���
 ��
�

� �
x = ρ(t) cos(ωt + ϕ(t)) � ẋ =

−ωρ(t) sin(ωt + ϕ(t)) � � � � ρ(t) = |a(t)| � ϕ(t) = Arg a(t) � ������� 	���� � � �
� ��� ��	�� ��� �������	�
�������
� � � � � 
�
���
�
 ������� ��� ��	 � ��
���
������ �	
 � ��	��&� ��� �



� � ����� � 
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	��	
���� ��
 ��������	 ��������������� ��� �	��������� ����� � 
����

ȧ exp(iωt) + ȧ∗ exp(−iωt) = 0.
4 {&U � 6

� .!*�"+$&��'RJK�����O2����!$&"%2;:&���&�+�n.��%2��&�����s14������p#"+'Q��"+7���.
6 �s��$��&7�.
6 ��7��&�!1D�&��J;=
��.
6 X

ẋ =
1

2

[

ȧ exp(iωt) + ȧ∗ exp(−iωt) + iωa exp(iωt) − iωa∗ exp(−iωt)
]

=

=
1

2

[

iωa exp(iωt) − iωa∗ exp(−iωt)
]

,

ẍ =
1

2

[

iωȧ exp(iωt) − iωȧ∗ exp(−iωt) − ω2a exp(iωt) − ω2a∗ exp(−iωt)
]

=

= iωȧ exp(iωt) − ω2

2

[

a exp(iωt+ a∗ exp(−iωt)
]

.

W���JK�+$)�������
ẍ, ẋ, x

�l.
7;���&��"+����" 4 {&U $86(�e�&_P7;�O1����
sin(ωt)

*�"�7�"%1�@�,-�����&��"��!$&_�>
���O2�.!*���'

iωȧ exp(iωt) =
ω2 − 1

2

[

a exp(iωt) + a∗ exp(−iωt)
]

+
iω

2

[

λ− 1

4

(

a2 exp(2iωt)+

+ 2|a|2 + (a∗)2 exp(−2iωt)
)]

×
(

a exp(iωt) − a∗ exp(−iωt)
)

+

+
b

2i

(

exp(iωt) − exp(−iωt)
)

,

ȧ =
ω2 − 1

2iω

[

a+ a∗ exp(−2iωt)
]

+
[λ

2
− 1

8

(

a2 exp(2iωt) + 2|a|2+

+ (a∗)2 exp(−2iωt)
)]

×
(

a− a∗ exp(−2iωt)
)

− b

2ω

(

1 − exp(−2iωt)
)

.

	#�)2�"+"�>q7�����,�7�_P�N�O���+,-�&S&,��R��.���7�"kJK�����R1D� ��"+7�����J
T = 2π/ω

��7;���O.!6 �
2�"+��.
6R*;���+$��5.!7����&��"+�����t>����O2;.
*���'r.
,-�&7��&*�"+�����&"d.
7;�O�&��"�����"qJ;2;�5,-�&'B�!2;"�,-������T
��'B�!2;��$�.DJK_

ȧ = −i
ω2 − 1

2ω
a+

λ

2
a− 1

8
|a|2a− b

2ω
.

4 {&U 286

W�7�"�J��+$)���O2����w,
��'B�!2�"�,-�+��.
6 �&"�2���*����!.a�g���)2;��7���_qHa,-�&�&7�JK���;�)$)�)H

a(t) = ρ(t) exp(iϕ(t)),
4 {&U { � 6

���O2�.!*���'Y.
,-�&7��&*�"+����_P"l.!7����&��"+������J;2;�w��'B�!2;��$�.DJK_ �nFl�O1D_



��� ��� 
���� 
���� ��� 
��
	��	
���� ��
���� � ��
���	�� ����	���� �	
 � ��	��&� ��� � � �

ρ̇ =
λ

2
ρ− 1

8
ρ3 − β cosϕ,

4 {&U {&{[6

ϕ̇ = −∆ +
β

ρ
sinϕ,

4 {&U { ~ 6
� JK"

∆ =
ω2 − 1

2ω

HN��7;��,!$&"�7���1�.�"+$w7;�����%$&7���T�,�.w'B"+35J�.a*;���%$&��$��&Ts�&��"%p#��"+�����&�O1+=

JK"+T��+$��&��� �?�+�&S&�%$&�&"+�����&T *;�O�+$&�O$&�&T �+"���"+7;�O$&��7;��>/�
β =

b

2ω

�x����$&"+�����������&�+$�:
�&��"%p#��"+���g�&��1%J�"�T��%$&�&���VU
jG�����&'B����'P>t*�$��n7�"+p#"+����"#J;2;�r��� H&��JK���&�+�n.
7;������"����!�E�+"���"+7;�O$��&7;��*d���hJK"�7

W��O2;�a��'B"+"+$e�&�
J

x(t) = Re [a(t) exp(iωt)] = Re [ρ(t) exp(iωt+ iϕ(t))] = ρ(t) cos [ωt+ ϕ(t)] .

� �f"��%$&:g��"���"�7;�O$��&7y�+�&�&"�7!p5��"%$�,-�O2�"+SN�������n�;�]*;���%$&��$�"z�&��"+p#��"����e�&��1%J�"�T��%$&�&���
ω
>d,-�&� JL�

ϕ(t) = const
U *q��1�'B�93g��_ $)��,�35"hJK�O.-H!*;�O�+$&�O$&��_P"?,-�O2;"�SN������� �!2��

$)��, �;�)1D_P�N��"+'B_P"eS&��"������V>�,-�&� JK�y��'B�!2��!$�.DJL�h�?Fl�O1D�w'B"kJ;2�"������y'B"��!��6^$��Z� �&�
�&7�"+'B"����VU
� ���!H!7�������14� I �����X����JK�%$&7��&T�,!�X*����+$���$&_ �+"���"+7;�O$&��7;�u,z*����+$���$&" �&��"+pz��"�Tz���!=

2�_ =V�&��1�'B�93g�;�M�#��7��#��*�"���:^�%2K�OS&�&'s�&��1�JK"�T��+$&�����tUA*x@+$��&'r�%2;.
*;��" �&��1�'/.
 z"�����"
��'B�!2;��$�.DJK_R���)2;��"%$&�Z��'(�92�_P'P>��G�+.- z"��+$��&"�����_P'A���O2;��"%$&�Z�e�&��1D'/.- z"�����"uF �)1D_�U
W�7�� I "+���l�����
H�7��&����1D� I ���w'B�93#"+$gS&_d$&:f�&���������n�fFl�O1��&�&�&'C��7���SO2���35"+�����tU
W�7�"�J����O2��43g��'P>N*�$&� � �+���+$�"�'B"u.
,-�&7���*�"�����_qHg.
7;�O�&��"�����TfJ;2;�g��'B�
2���$�.DJK_R�

Fl�O1D_ 4 {&U {&{[6%>+4 {&U { ~ 6B��'B�!2���$O.DJL�#�&��"%p#��"+���#�&�O1%JK"+T��+$��&���
β
���O2;��"%$&�Z� '(�92��&Te��"%=

2���*������&TtU �^'B�!2���$O.DJL�M,-�O2;"�SN������T
ρ(t)

����Jz�&��"%p#����'w�&��1�JK"�T��%$&�&��"�'y�%.
 z"��%$&�&"+�!=
���#��"u��1�'B"����!2�����:5���z��7;������"�����6 �X��'B�
2���$�.DJK��Ta����$&��,
�)2�"�SN�O����T ���O$&�&����'B���&���
��"+��"�7��O$&�&7���U � � "��%$&:A��'B�!2���$O.DJL�

ρ(t)
��7;��,!$&��*�"+��,��c���&��$��&"+$��+$���.&"%$<7;�9JK��.��+.

��7�"kJK"%2;:&���&�+� I ��,!2K�s����$��&���&'B���&���s�+"���"+7;�O$&��7;��>B,-��$&��7�_PT 'B�93g���s�&��7�"�JK"�2���$�:
��1G.
7;���&��"������

ρ̇ =
λ

2
ρ− 1

8
ρ3.

4 {&U {4|86

� $)� I ���&�;��7���_P' 1D�;�4*�"+������' ��'B�!2;��$�.DJK_
(ρ̇ = 0)

������$&�&"%$&�%$&��.
6^$Y���&�%$&�4�������
7;�������&�&"+����� 4 �&�+�&S&_P" $&�&*�,�� �!2��e��"�����JK�&�!3e��_P"^$&�&*�,�� 6(.
7;������"����!�-4 {�U {4|A6%U *q_q=
HN��J5�;�P�+$)� I ���&�;��7����&" 1��;�4*�"�����"�>)7�"+pz"�����" ρ(t) >4�&������_P�N�O6^ #"+" ��"�7�"�HN��JK���&Tz��7��O=
I "+��� ��1(��"�,-��$��&7��&�+�u�;�4*;�92�:&���&�+� ���&�%$&�4�����!� ρ(0)

>D'B�43e���M����7�"�J�"%2���$�:�>9����$�"���7��!=
7�.O�aJK��FlFG"+7�"�� I �;�)2�:&���&"l.
7;�O�&��"�����" 4 {&U {4|86%U
oX��7�"kJK"%2���'R���&�%$&�4�����!�h7;�O�&���&�&"+�����w�n�!Ha.&�%$&�&T�*����&�&�%$&:�U * �+�&�+$��9�������y7����O=

���&��"����!�,4 �!2��z�^��"����DJ��&��3g���&TG$&�&*�,-" 6���7�����1D�&��JK���O�
ρ̇ = 0

U � �&� JL�M��7;���&�O�l*;���+$�:
JK��FGFG"�7�"�� I ���)2�:&�������y.
7;���&��"������ 4 {&U {4|86X7;�O�&�;�w�!.92;6z>�� ���O2�.!*���"�'[�)2;��"�S�7;���!=
*�"+��,-�&"G.!7����&��"+����"XJ;2;�n��"����DJ��&��3g��_qHa$&�&*�"�,



� � ����� � 
��
	��	
���� ��
 ��������	 ��������������� ��� �	��������� ����� � 
����

λ

2
ρ− 1

8
ρ3 = 0,

4 {&U { � 6

��1l,-��$&��7��&���g�;�)H&�DJ���'A$�7��h��"+����JK�&��3g��_P"G$&�&*�,��
P1, P2, P3

�G,-�&�&7�JK���;�)$)��'B�

ρ1 = 0,
4 {&U {[0A6

ρ2,3 = ±
√

4λ,
4 {&U {%$86

������$&�&"%$&�%$&�&"+������U
W�"�7��&�O�r��"����DJ��&��3g�;�O�y$��&*�,
�

P1 : [ρ1 = 0]
�%.- #"��%$&��.�"+$s��7��r2;6uS&_qHs1��;�4*�"%=

�����
Hr�;��7���'B"+$�7;�
λ
> �gJK�&"zJK7!.!�+�!H

P2,3 :
[

ρ2,3 = ±
√

4λ
] =P$��O2�:&,-�n��7��

λ ≥ 0
U

W�7��
λ = 0

�&��"�$�7�� $&�&*�,�� �%2����&��6^$��Z� �s�DJ���.&U=* �O��$&�&���&'B���&'[�&� I �!2�2;�!$&�&7�"
*d��� JK"�7yWG�)2;�h���fFl�O1��&�&�&Tw�!2��&�+,
���+$&�

(x, ẋ)
7�"+pz"�����"

ρ1 = 0
��$��&"�*;�O"+$���"����O=

JK�&�!3e����Tf$��&*�,-"�>-7;���+���O2��435"+�����&Tf�l�;�4*;�)2�" ,-�&�&7�JK�����O$9U
��"+pz"������
ρ2,3 = ±

√
4λ��$��&"�*;�O6^$A7;�9JK��.��+.<��7�"�JK"�2�:&���&�+� I ��,!2K��>P,-��$��&7�_PTQ�&��1D����,
��"+$C��7�� ��"+7�"%H&�DJ�"

*�"+7�"+1 S&��F�.
7�,
� I ���������&"G1D�;�4*�"+����" λ = 0
�a7;���%$&"+$e��7��&���&7 I �����;�)2�:&��� √λ U\(�+$��&T�*����&�&�+$�:a��"�����JK����3e��_qHy$&��*�"�,
P1, P2, P3

�����%$&"+'B_ 4 {�U {4|A6PH-�O7;��,�$�"�7��!=
1�.�"+$e���&S&�%$&�&"+�����&"G1D���9*�"�����"

µ =
∂

∂ρ

(

λ

2
ρ− 1

8
ρ3

)

ρ=ρi

,
4 {&U {9vA6

,-��$&��7��&"X��7�"�JK�%$)���O2;��"+$]����S&�&Te��7��&��1��&��JK��.
6c����JK���;�O'B��*�"��+,-�&T ��"�7�"�'B"������&T ��$
��7;�O�&�&T5*;���%$&�#.
7;������"����!��4 {&U {4|86�>O��_P*����%2;"�����.
6<�X��"+����JK�&��3g���&T#$��&*�,-"

Pi

�d,-�O=
�&7�JK�����O$)��'B�

ρi(i = 1, 2, 3)
U
	l2;�s��"+����JK�&��3g���&Ty$��&*�,��

P1 : [ρ1 = 0]
���O2;.
*;��"+'

µ1 = λ/2
U � 2�"kJK�&�N�)$&"%2;:&����>L��7��

λ < 0
�+�&S&�+$��&"������&"z1��;�4*�"�����"

µ1

��$&7�� I �O$�"%2�:O=
���&" �5$&��*�,
�

P1

.��+$&��T�*����N�!U!W�7��
λ > 0

���&S&�%$&�&"+�����&" 1D���9*�"�����"
µ1

���O2��43g��$&"�2�:O=
���&"G� $&��*�,
�

P1

��"%.&�%$&�&T�*����N��U 	l2;�a��"����DJ��&��3g��_qH $&��*�"�,
P2,3 :

[

ρ2,3 = ±
√

4λ
]

����S&�+$��&"�����_P" 1D���9*�"������w��JK���;�O,
���&_P" �a7;�O�&��_

µ2,3 =
λ

2
− 3

8
ρ2

i =
λ

2
− 3

2
λ = −λ.

� 2�"kJK�&�N�O$�"%2�:�����> ��7��
λ > 0

7��435JL��6^$��Z�Q.��+$��&T�*�����_P" ��"+����JK�&��3g��_P"s$&�&*�,��

P2,3 :
[

ρ2,3 = ±
√

4λ
] U

j�"�������7�"kJK�+$��&"������ J;2��������+$&"+'B_ 4 {&U {D|86]�!1+2��435"+�����&"s�&_dpz"y������$&�&"%$&�%$&��.�"+$
S&��F�.
7�,
� I ���e�&�!2 >N�f.
7;������"�����" 4 {&U {4|86 ��7�"kJK�+$)�O�O2;��"%$5����S&�&T]���&7�'(�92�:&��.
6<FG�&7!=
'/. �%.!��"�7�,�7���$&��*�"���,-�&T��S&��FG.
7�,
� I ���h�&�
2

�

U
'q��F�.
7�,
� I ���&���;�O�\JK�;�O��7;��'B'(�!>l��7�"�JK�%$)���O2�"+���;�O� �;� 7�����U]{&U {&>����&,
�O1�_P�N�)=

"+$9>(*�$�� ��7��
λ < 0

�%.
 z"��%$&��.�"+$ ��JK�;�s.&�%$&�&T�*����N�O�Y��"�����JK����3e���O� $&�&*�,
�
P1 :
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−2.0 −1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
λ

−4.0

−3.0

−2.0

−1.0

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

ρ ρ1

ρ2

ρ3

���������	�
�	��� � �	��	���
 
 � ��������	���	 ��� ����������� �9� �	
 �
	�� ��
 ��� �
���

[ρ1 = 0]
UdWG7�� ��"�7�"�HN��JK"x*�"�7�"%1rS&��F�.
7�,
� I ���������&"s1D���9*�"�����" λ = 0

$&��*�,
�
P1$&"+7N��"+$ .��+$��&T�*������&�+$�: �h�f"�"l�&,�7�"+�+$&���&�+$��x7��935JL��"%$&�Z�w�;��7;�].&�%$&�&T�*����&_qHh����' =

'B"+$�7���*���_qHYJK7�.
�aJ�7�.
�+.���"�����JK�&�!3e��_qHC$��&*�"�,
P2, P3

> ,-�&��7&J����;�O$�_ ,-��$��&7�_qH
'B"��!��6^$��Z�r�#7��&�%$&�&'R.
��7;�O�O2;��6M #"+���a�;��7;�O'B"+$&7�����7��&����7 I ���&���)2�:&��� ,-�&7���6 ��1
�;�9J�,�7���$���*����&�%$&�YX

ρ2,3 = ±
√

4λ.
\X7����&��"+����"g$����;�74 {&U {4|86X�n,
��'B�!2�"�,-�+���&'\�&�
J�"g��7�"�JK�%$)���O2;��"+$s�+�&S&�&Tx���&7�'(�92�:O=
��.
60Fl��7�'/.��%.!��"�7�,�7���$&��*�"���,-�&TrS&��FG.
7�,
� I ��� �^�
JK7��&���&�N�z=�
X�&��F ���4U
*x����$&�����&'B���&'h��"���"�7;�O$��&7�"�*d���GJ�"�7#W��O2�� ���MFl�O1��&�&�&Tl�!2��&�+,-�&�+$��

(x, ẋ)
��7��

�N��7��;� I ��� .
��7;�92;��6M #"��+�e�;�O7;��'B"+$�7;� λ S�.DJ�.-$f�;��SO2;6 JL�O$&:��Z�a�%2�"kJ�.
6^ #��"z��"+7�"%=�+$�7��&T�,��AFl�O1��&�&_qH ���&7�$&7�"+$&����U(W�7��
λ < 0

��'B"�"%$&�Z�A�DJ��;�h.&�%$&�&T�*����N�O� $��&*�,
�
7;�������&�&"+�����V>L7;�O�����O2;�93#"����;�)�y�e���9*��)2�"z,-�&��7&J����;�O$9U � .
�&"%2���*�"�����"�' �;��7;��'B"%$O=
7;�

λ
��7��s��"�7�"�HN��JK"5*�"+7�"+15���O2�:��+�&�+$��9������"57;�O�&���&�&"+�����w$&"+7-��"+$a.&�%$&�&T�*����&�&�%$&:�U

*<"����]�&,�7�"��%$&���&�%$&�y7��935JL��"%$&�Z�a.&�%$&�&T�*����&_PTy��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,!2 >;7;�9JK��.��G,
�O$&�O=
7��&�+�e7;�O�+$&"%$ ��7������&7 I ���&�;�)2�:�����,-�&7���60��1z�;�9JK,�7���$&��*����&�+$�� ρ̄ =

√
4λ

4 � J�"
ρ̄
=

7;�9J���.&����7�"�JK"�2�:&���&�+� I ��,!2K�#�
2�� �+$)� I ���&�;��7����&"X1D���9*�"�����"G�O'B�!2���$O.4J�_ ����$��&,-�O=
2�"+SN������T?6%U

2 � ��	�� ��� ��� ��� 	�� � 
�� 	
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����������� �9�	��
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�
���

ẋ = mx−x3 � ż = (m+iω)z−z|z|2) ���� ���
�
�������
�
��
�
����
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	l2;�a$&�&�+��*�$��&S&_ �&�����D�O$�:e��7�� I "��+� .��+$)�������O2�"������s�+$)� I ���&�;�O7����&Ts�O'B�!2���$O.-=
JK_ �O��$&�&,-�O2;"�SN������Tt>���7��&���!$&"��+7���7�.�"�' JK��FGFG"�7�"+� I �;�92�:&���&"].
7;���&��"�����"	4 {&U {4|86�U
� �)1%JK"�2���'R�&S&"�*����+$��w.
7;���&��"������n�;�

ρ3 �a.
'B���43g��'Y���5= ~ U
−2

ρ3

dρ

dt
= −λ 1

ρ2
+

1

4
.

4 {&U { � 6
W�"�7�"+����pz"�'R@+$��f.
7;�O�&��"�����" �]�&�-JK"

d

dt

(

1

ρ2

)

= −λ
(

1

ρ2
− 1

4λ

)

.
4 {&U {%286

� JK"�2K���g1D��'B"��!. ��"�7�"�'B"�����_qH

r =
1

ρ2
− 1

4λ
,

4 {&U ~f� 6
���O2�.!*���'

dr

dt
= −λr. 4 {&U ~ {[6

��"%p#"+����" .
7;�O�&��"������h��'B"�"+$g�&�
J

r(t) = C exp(−λt). 4 {&U ~f~ 6
���&���%$)����$�.

C
�&��7�"�JK"�2���'C��1��;�4*;�92�:&��_qHg.&��2��&�&��TVU�W�7��

t = 0
���O2;.
*���'

r(0) =
r0 = C

�
2��

C = r0 =
1

ρ2
0

− 1

4λ
,

� JK"
ρ0

�l1D�;�4*�"+����"^��'B�!2���$O.DJK_����O$&�&,-�O2�"+SN������Tg���;�4*;�92�:&��_PTf'B�&'B"��!$G�&7�"�'B"+���tU
W�"�7�"+����pz"�'�7�"%p#"+����"GJ�2;�n��� HN��JK����Th��"+7�"�'B"+�����&T

ρ

1

ρ2
− 1

4λ
=

[

1

ρ2
0

− 1

4λ

]

exp(−λt). 4 {&U ~ |86
jG�����&'B����'P> *!$&�?�%$)� I ���&����7����&"y1��;�4*�"�����"s��'B�!2;��$�.DJK_ ����$��&,-�O2�"+SN������TR7����&���

ρ̄ =
√

4λ
U � .!*�"+$&��'�@+$��&���g��"�7�"+����pz"�'R7�"%p#"�����" �]�&�-JK"

1

ρ2
− 1

ρ̄2
=

[

1

ρ2
0

− 1

ρ̄2

]

exp(−λt),

ρ̄2

ρ2
− 1 =

[

ρ̄2

ρ2
0

− 1

]

exp(−λt),

ρ(t) =
ρ̄

√

[

ρ̄2

ρ2
0

− 1
]

exp(−λt) + 1

.
4 {&U ~ � 6
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	#��������"f��_P7;�O35"+����"f�&��7�"kJK"%2;��"+$h��7�� I "+���].&�%$)�����&�O2;"������?��'B�!2��!$�.DJK_ ����$��&,-�O=
2�"+SN������Tz�u���O$&�&����'B���&'y�+"���"+7;�O$&��7�" *d���XJK"+75W��O2;�tU9W�7�� �&��1�7;���+$)�O�����#�&7�"�'B"����
�f�����%$&"�'B"G.&�%$)���;���)2����N��"%$&�Z�s�%$)� I �����;��7�����"l1��;�4*�"�����" ρ(t) → ρ̄ =

√
4λ
U

jG�z7����%.
��,-"f{�U ~ ��7��&�!2�2�6^�+$�7���7��&�&���w��7�� I "+���X.&�%$)�����&�)2�"����!�w�%$)� I �����;��7�����T
��'B�!2;��$�.DJK_[���O$&�&,-�O2�"+SN������Tw��7��w7;�)1+2���*���_qHw�;�4*;�)2�:&��_qH 1D�;�4*�"+�����
H

ρ0

U
*q"+7���"�'B�Z��,Y.
,
��7��&*�"+����_P' .!7����&��"+������' J�2;�R��'B�
2���$�.DJK_ ��Fl�O1�_ 4 {&U {&{[6�>

4 {�U { ~ 6%U&W�7��5��2K��S&��'x����"+pz��"�'x����7�'B�&����*�"��+,-�&' �&�O1%JK"+T��+$��&���f���O2K�����O"�'P>�*!$&�l��' =
�!2��!$�.DJL�

ρ(t)
���&��$��&"+$��+$���.&"%$a7;�9JK��.��+.n��7�"kJK"%2;:&���&�+� I ��,
2K�e���O$&�&����'B���&���f��"+��"%=

7;�O$��&7;�
ρ(t) = ρ̄ =

√
4λ
>/� ��7�� I "����a�+���!H!7��&���!14� I ���Y'B�435"+$xS&_d$�:r�&���������A�

Fl�O1D���&�&'C��7���SO2;��35"������

dϕ

dt
= −∆ +

β√
4λ

sin(ϕ).
4 {&U ~ 0A6

	#�����;�)�EJK���;�O'B��*�"��+,
�O�C�����%$&"�'(�x��'B"�"%$x�DJ���.xJK���;��'B��*�"+��,�.
6 ��"�7�"�'B"�����.
6
ϕ�t>O���&��$��&"+$��+$��&"�������>-7;�O1D'B"+7����&�%$&:lFl�O1D�&���&���X��7��&�+$�7;�����%$&�N�G7;�����;�u"�J������ I "OU � �O=

�+$��4������"PJK���;�O'B��*�"��+,-�&Te�+���+$�"�'B_<'B�43e���G��7�"�JK�%$)���O2;�!$&: 2���S&�G�;�XJ�"�T��%$&�&��$�"%2�:)=
���&Ts�����y��$ −∞ J��

+∞ >�2;��S&���;����,�7�.-3e���&�+$��s7;�9JK��.��D�
ρ̄ =

√
4λ
>�.!*���$&_P�N�)�

��"+7�����JK��*����&�+$�: FG.
��, I ��� sinϕ
UKW��&�&"kJK"�����"z�+���+$�"�'B_\14����������$e��$g�;��7;��'B"%$&7����

∆, β, λ
>O,-��$��&7�_P"qH-�O7;��,�$�"�7���1+.
6^$ 7;�����%$&7���T�,�.#'B"%3]J;.z*;�O�+$&�O$&�&T5�&��"+p#��"����G�&�O1+=

JK"+T��+$��&��� � *;���%$&��$��&T\���O$&�&����'B���&���C��"+��"�7��O$&�&7�� 4
∆
6%> �O'B�!2���$O.4J;.Q����"+pz��"��+�

�&��1�JK"�T��+$&�����Z4
β
6q�w�����&"�JK"+����" ����$��&���&'B�������]��"+��"�7;�)$&�&7;� 4

λ
6%U
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� �O����'B�O$&7���'RJK���;�O'B��,�.yFl�O1�_ ��1D���&���+��'B�&�%$&�x��$a7;���+�+$&7��&T�,��
∆
�x��'B�
2��!=

$�.DJK_c�&��"+pz��"��+�g����1%JK"+T��+$��&���
β
��7��nFl��,
�+��7��&�&�������&' 1D���9*�"������w�;��7;�O'B"+$&7��

λ
>

��$��&"�*;�O6^ #��'�,��N�O1�������7�'B������*�"+��,���'R,-�O2;"�SN��������'Y����$&�����&'B���&�+�g�+"���"+7;�O$��&7;��U
jG�w7����+.
��,-"y{&U |w�����+$&7��&"���_ 1D���&���+��'B�&�+$��?Fl�O1D_

ϕ
��$y��7�"�'B"+���

t
��7��

λ =
0.1, β = 0.01

�?7;�O1%2���*���_qH 1D�;�4*�"+�����
H �;��7���'B"+$�7;�y7;���+�+$&7��&T�,��tU �X1e7����+.
��,
�
�&�
J�����>d*�$��A��7��<'(�)2�_qH�1��;�4*�"������!H 7;�O���+$�7��&T�,��QFl�O1D� ��"s'B"�����"+$&�Z� �&� �&7�"%=
'B"����t>d�&�%$)��"+$��Z�<���&�+$��4��������T ��"%2���*������&T 4 2�������� 0E� $ ��7��

∆ = ∓0.03
6�U �

.
�&"%2;��*�"�����"�'<7;���+�+$�7��&T�,��w���f*;���+$���$&"O>L,-�&� JK� |∆| ��7�"+�&_dp5�O"+$���"�,-��$&��7��&"l,�7��!=$&��*�"��+,
��"n1��;�4*�"�����" |∆c|
>���7��&��� HN��JK��$E,
�9*�"��+$��&"������&"n��1D'B"+��"�����"n�h���&�&"kJK"������

Fl�O1D_
ϕ(t)

U �B"r�&"%2;��*����;�C�;�4*����;�O"+$A'B"����!$&:&�Z� �&� �&7�"+'B"����VU * 1D���&���+��'B�&�+$��
��$]1D����,
�]����7;��'B"%$&7;�

∆
4 "���2��w*����+$���$)�f����"+pz��"��+�g�&�O1%JK"+T��+$��&���wS&�O2�:�pz" 4 'B"+��:O=

p#" 6l�+�&S&�+$��&"������&T?*;�O�+$&�O$&_ ��"+��"�7��O$&�&7���>�$��
∆ > 0

4
∆ < 0

6#6X�&"%2���*����;�nF �)1D_

ϕ(t)
2���S&�r.
'B"���:�p#��"+$��Z�t>(2���S&�x�;��7;�O�+$)��"%$?�&�r�&7�"+'B"����VU W�7��C'(�)2���TA�;�4JK,�7��!=

$&��*����&�%$&� |∆ − ∆c|
�&� ��7�"�'B"+�����&T�7�"D�)2��!14� I ��� ϕ(t)

'B�43e��� �&_ JK"�2���$�: ��7��O=
JK�O2�3e��$�"%2�:���_P"z���!$&"�7��N�)2�_�>K�f$�"�*�"+����" ,
�O$&�&7�_qHwFl�O1D�]���+$)��"%$&�Z�s��7���,�$&��*�"��+,��
���&�%$&�4�������&Tt>�*�"�7�"�J�.
6^ z�!HN�Z� �],-�&7��O$&,���'B�E����$�"�7��N�92K��'B�t>��&�a�&7�"+'/� ,-��$��&7�_qH
��7������ HN��JK��$Y��1D'B"+��"�����"EFl�O1�_ ���

2π
U � 7��&�%$&�&' �;�9J�,�7���$���*����&�%$&� |∆ − ∆c|����$�"�7��&�)2�_ ���&�+$��9�����+$��N� Fl�O1D_[.
'B"���:�p#��6^$��Z�t> �+7�"�JK�!���r��,-�&7��&�+$�:n�!1D'B"���"������

Fl�O1D_ .
�&"%2���*����N��"%$&�Z�VU
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 �����
� 
 �����
ϕ
� � ��	 � 
 ��
��

t
��	 �

λ = 0.1, β = 0.01
� 	�� ��� ��� 
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�9��� 	�� 
 ����	��:	�� ������	������ � ��� ��
 ���(� �0���@��� ���
�
������� � ��� �
∆ = ∓0.07 � � ����	 ∆ = ∓0.04 �� � �
	

∆ = ∓0.035 � � � �
	
∆ = ∓0.032 � � � ��	 ∆ = ∓0.03

�
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�/�O,���'0�&S&7;�O1��&'P>/�%.
 z"��%$&��.�"+$ ����$�"�7��&�)2�1��;�4*�"�����T�7;���+�+$&7��&T�,�� |∆| < ∆c

>
� JK"xFl�O14�?��"r'B"+����"%$&�Z�

(ϕ(t) = const)
>q"�"r��7��&�!1D�&��JK�;�)�t>d�+,
��7��&�+$�:Y��1�'B"���"�=

�����CFl�O1�_ 7;�����;�s��.42�6zU
� $�� ��1��;�4*;��"+$9>(*�$��E�+"���"+7;�O$��&7Y�+�&�&"�7!p5��"%$?��"+7�����JK�!=
*�"+��,���"l,-�O2�"+SN�������a���#*;���+$���$&"l�&��"%p#��"+���f�&��1�JK"�T��%$&�&�!�t>;�;��S)2�6 JL��"%$&�Z�n���O2�"+����"
�����!H!7��&����1D� I ���VU !t����7�"kJK"%2���'B�g����$&"+7��N�)2K�l�����
H�7��&����1D� I ���gF �)14�G'B"�����"+$&�Z�g�&�
�&7�"+'B"����V>/,-�O2�"�S&������� �+$)����������$��Z�A,��N�O1D����"�7����DJ���*�"��+,���'B�tU � 7�"�JK���!� ��,-�&7��&�+$�:
��1�'B"���"+�����rFl�O1D_ 〈ϕ̇(t)〉 �&��7�"�JK"�2;��"%$a��$&��7�.
6 ��"+1D���&���+��'/.
6 *;���%$&��$O.��n*;�O�+$&�)=
$�.�S&��"�����TtU��X1G7����%.!��,!�a{&U |#�&�
JK����>�*�$��f��7��a'(�)2��&Ta�;�9J�,�7���$���*����&�%$&�y�+7�"�J������
��,-�&7��&�+$�:���1D'B"+��"����!�#Fl�O1D_ ��*�"���:^����1�,!�)�t>)*�$&�X�+�&��$��&"+$��+$&�O.&"+$l�&*�"���:^'(�)2��&T *;�)=
�+$���$&"gS&��"+����TtU � 7��&�+$��&' �;�9J�,�7���$���*����&�%$&� ��7��&��� HN��JK�!$h.
�&"%2;��*�"�����"e*;�O�+$&�O$&_
S&��"+����TtU
W�7��cFl�O1��&�&�&' �&�������������c�����!H!7�������_P' JK�&��3#"�������' ��$��&"�*;�O6^$��+�&�+$��4�������

7;�������&�&"+�����w�!2��y��"�����JK�&�!3e��_P"l$&�&*�,��nJK������'B��*�"+��,-�&Ts�����+$&"+'B_H4 {&U ~ 0A6�U ��"+3g�!=
'B_c�+���!H!7��&����14� I ���nJK�O2�3e��_ ������$&�&"%$&�%$&�&�&�&�O$&:e.��+$��&T�*�����_P'R���&�%$&�4�����!��'Y7����O=
���&��"����!�tU
	l2;�h�+���+$�"�'B_H4 {�U ~ 0L6P����T
JK"+'����&�%$&�4�������y7;�O�&���&�&"+�����V>��&��7�"kJK"%2���'R�!H
�&SO2����+$�:g�%.
 z"��%$&�&�&�&�������h���g����7;��'B"%$&7;��'P>;�����%2;"�J�.�"�'R.&�%$&�&T�*����&�&�%$&:��aS&��F�.
7!=
,
� I ���w��"����DJ��&��3g��_qH $&��*�"�,w��7��n��1D'B"+��"������y�;��7;�O'B"+$&7��&�g�+���+$�"�'B_�U
j�"�����JK����3e��_P" $&��*�,��s�����+$&"+'B_ 4 {&U ~ 0A6PS�.DJK"�'R��7�"�JK�%$)���O2;�!$&: ����JK����'B"�7�����'

Fl�O1D���&�&'c��7��&�+$�7;�����%$&�&"e�;�w�&,�7�.-3e�����+$&�E7;�9JK�!.&�D�
ρ̄ =

√
4λ
> ���&�+$�7��&"+�����&T?���

�!2�����,-�&�+$��y�G,-�&�&7�JK���;�)$)��'B�
ρ sin(ϕ), ρ cos(ϕ)

4 �+'PU;7����OU {&U �86%U
\(�%2;�&�&��"+'C�%.- #"��%$&�&���N�������a�+�&�+$��4������Ta7;�O�&���&�&"+�����g���O2���"+$��Z� 7;����"����%$&�&�5��.N=

2�6[��7;�O�&�&Tn*;���+$��n.
7;�O�&��"������Z4 {&U ~ 0A6

−∆ +
β√
4λ

sin(ϕ) = 0.
4 {&U ~ $86

�X1 4 {&U ~ $86q�;�9HN��JK��' JK�&"G��"����DJ��&��3g��_P"l$��&*�,��n�G,-�&�&7�JK���;�)$)��'B�

ϕ̄1 = arcsin
∆
√

4λ

β
,

4 {&U ~ vA6

ϕ̄2 = π − arcsin
∆
√

4λ

β
.

4 {&U ~f� 6

oX��� �%.- #"��%$&��.
6M$9>B"��%2;�
∣

∣

∣

∣

∣

∆
√

4λ

β

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1
�!2;� |∆| ≤ β√

4λ

U � 2�"�JK���N�O$&"�2�:&����> ��7��

FG��,-����7��&�N�������&'
λ
�+7;����� I _��&SO2K�O�+$&�f�+.- z"��+$��&�&�N�O��������"�����JK�&�!3e��_qH]$��&*�"+,g�;�

�!2�����,-�&�+$��y�;��7���'B"+$�7��&�
(β,∆)

�&��7�"�JK"�2;��"%$g2��������t>�1D�9JL�������O� .
7;���&��"+����"+'

β =
√

4λ |∆| . 4 {&U ~ 286
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λ = 0.1, β = 0.01

� 	�����������
�� �L��
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��

oXSO2K���%$&:C�����
H�7��&����1D� I ���t> �+7;����� I _b,-��$&��7��&T �&��7�"kJK"%2;��"+$A.!7����&��"+����" 4 {&U ~ 286�>
���&�%$&7���"���_\�;�57�����U�{&U 0!U

������2�"�J�.�"�' .&�+$��&T�*����&�&�+$�:Q��"�����JK�&�!3e��_qHc$&�&*�"�,tU �������+'B��$&7���' ���&�&"�J�"�����"
�����+$&"+'B_ 4 {&U ~ 0A6]� �&,�7�"+�+$&���&�+$�� ��"����DJ��&��3g��_qHR$&��*�"�,

ϕ̄i(i = 1, 2)
� 2;����"�T
=

���&' ��7���SO2���35"+�����tUtWG7�"�JK�%$)���&��'RJK���;��'B��*�"��+,�.
6 ��"�7�"+'B"�����.
6 � �&�
JK"
ϕ(t) =

ϕ̄i + ϕ̃(t)
>�� J�"

ϕ̃(t)
H-�O7;��,�$�"�7���1+.&"%$ '(�)2��&"��O$&,!2�����"�����" ��$f�+�&�+$��9�������n7;�������&�&"�=

���!�
ϕ̄i

U�W�"�7�"+����pz"�'Y.
7;������"�����" 4 {&U ~ 0A6q�%2�"kJ�.
6^ z��'R�&S&7;�)1D�&'
d

dt
(ϕ̄i + ϕ̃) = −∆ +

β√
4λ

sin (ϕ̄i + ϕ̃) ,

dϕ̃

dt
= −∆ +

β√
4λ

(sin ϕ̄i cos ϕ̃+ sin ϕ̃ cos ϕ̄i) .

� �O��,!2K�4JK_P�N�O�
cos ϕ̃

�
sin ϕ̃

�E7-�-J � "+T!2��&7�� �A.
*���$�_P�N�O�R��2K������"+'B_P"s��"h��_q=
p#"f��"+7��&�&�+�h���&7N�-JK,
�w'(�)2����+$&�E���

ϕ̃
> ���O2�.!*���' �%2;"�J�.
6^ z"�"g2;����"D�O7���1D���N��������"
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������� � ����� � � ��� ����������
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	�� 
 ��� � 
�� � 
��:����������� ���
���
��	�� �
������� ��� ��� 	���
 ����	�� � ��	 �
λ = 0.1

.
7;���&��"�����"
dϕ̃

dt
= −∆ +

β√
4λ

(sin ϕ̄i + ϕ̃ cos ϕ̄i) .

�X1l�&��7�"kJK"%2�"+�����w��"����DJ��&��3g���&Ta$&�&*�,��h�%2;"�J�.�"+$9>K*�$&�

−∆ +
β√
4λ

sin ϕ̄i = 0.

*<7�"+1+.92;:9$)�)$&"#���)2;.
*;��"�'C.
7;���&��"+�����

dϕ̃

dt
=

(

β√
4λ

cos ϕ̄i

)

ϕ̃,
4 {&U | � 6

7�"%p#"�����"z,-��$��&7��&�+�g��'B"+"+$g�&�
J

ϕ̃(t) ∼ exp

[(

β√
4λ

cos(ϕ̄i)

)

× t

]

.
4 {&U |�{[6

�/�O,���'[�&S&7;�)1D�&'P> .��+$��&T�*������&�+$�:?���&�%$&�4������TY7;�O�&���&�&"+����� 1D���&���+��$x��$r1D�;�O,!�
cos ϕ̄i

U �(��2��
cos ϕ̄i > 0

>�$&� '(�92��&"z�O$&,!2�����"�����"
ϕ̃(t)

�;��7;���%$)��"+$a�����&7�"+'B"����t>L�
�����+$&�4������" 7;���&���&�&"��+���

ϕ̄i

���O2;��"+$��Z�5��"+.��+$��&T�*�����_P'PU �B��2��
cos ϕ̄i < 0

>)$���'(�)2��&"
��$�,!2��&��"+����"#1D�O$�.NH-�O"+$a�&����7�"�'B"+���t>K�y���&�%$&�4������"57;���&���&�&"��+���n���O2;��"+$��Z�y.&�%$&�&T!=
*�����_P'PU �X1y��_P7;�O35"+����� J;2;��,-�&��7&J����;�O$ ��"�����JK�&�!3e��_qHC$��&*�"�, 4 {&U ~ vA6%> 4 {&U ~f� 6
�%2;"�J�.�"+$9>/*�$��

cos ϕ̄1 > 0
� ��"�����JK�&�!3e�;�)�E$��&*�,
�

ϕ̄1

��"%.&�%$&�&T�*����N�O�VU � ��*�,
�
ϕ̄2���)2;��"%$&�Z�n.&�+$��&T�*����&�&Tt>K���&�+,
�)2�:&,�.

cos ϕ̄2 < 0
U
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jG�57�����U {�U ��> ��> S]���&,
�O14�O�;�].��+$��&T�*����&�O�h�a��"%.&�%$&�&T�*����N�O�h��"�����JK����3e��_P"G$��&*!=
,�� �5Fl�O1��&�&�&'?��7��&�+$�7;�����%$&�&"l�����+$&"+'B_c��7�� 7;�O1+2;��*���_qHe1D�;�4*�"+�����!H��;��7;�O'B"+$&7��

∆
U��G��,z�&�
JK���u��1d�&_P7��O35"�����T�4 {�U ~ vL6���4 {&U ~f� 6%>9��7��

∆ = 0
,-�&�&7�JK���;�)$)�G��"+.&�%$&�&T
=

*������&Ts$&�&*�,��x7����&�;�
ϕ̄1 = 0

> ��,-�&�&7�JK���;�O$)� .&�+$��&T�*����&�&Tr$&�&*�,��E7;�O�&�;�
ϕ̄2 = π

4 7�����UP{&U ��> �86%U W�7�� .!��"%2���*�"������C7;���+�+$�7��&T�,��V> ,-�&� JK� ∆
√

4λ

β

�+$�7�"�'B�!$&�Z�A,C"kJK�!=
��� I "�> ��"+.��+$&��T�*����N�)���A.��+$��&T�*����&�O����"+����JK�&��3g��_P"a$&�&*�,�����"+7�"�'B"% 5��6M$&�Z�R���
�&,�7!.
3g���&�%$&�n�;���&�%$&7�"+*�.eJK7�.
�uJK7�.
�%.+X���"%.&�%$&�&T�*����N�O�,�e��7���$����]*;�������&�&Ta�+$�7�"%2�=
,��t>L.&�+$��&T�*����N�O�	�w���a*;���+�&�&�&TtUVW�7��

ϕ =
π

2

�&���s��2����N�O6^$&�Z�V>��y14�O$�"�'c����*�"%14�)=

6^$9>-,-�&� JL� ∆
√

4λ

β

��7�"���_dp5��"%$#"�J������ I .�4 7����OU;{&U ��> � 6�U ����*�"%1D�����&"�����"^��"+����JK�&��3]=
��_qHh$&�&*�"+,r��7��&��� H&��JK��$n��7��s�&_qH&��JK"5��15�&S)2K���+$��s�����
H�7��&����1D� I ���tU �X1��&S&7;�O35�)=
6^ #�O�x$&�&*�,
�n���&�&"+7�p5�O"+$s�&7��O 5�O$�"%2�:����&"#JK�&��35"+����"g���w��,�7�.-3e���&�+$��t>��+7�"�J������
��,-�&7��&�+$�:e,-��$&��7��&��� 〈ϕ̇(t)〉 �&��7�"�JK"�2;��"%$e*����+$���$�.nS&��"+����TtUjG�?7����%.!��,
"C{&U $?���&�%$&7��&"+�;� 14���&������'B�&�%$&:

Ω = 〈ϕ̇(t)〉 ��$ 7;���+�+$&7��&T�,�� ���*;���%$&��$�"
∆
�+���+$�"�'B_ 4 {&U ~ 0A6u��7��

β = 0.01
�
λ = 0.1

U ����$�"�7��&�)2?1��;�4*�"�����T
∆
>

� JK"
Ω = 0

>����&�O$&�&"%$&�+$���.&"%$ ��SO2K���%$&� �����!H!7��&����1D� I ���V>/14�h��7�"�JK"�2K��'B� ,-��$&�&7��&T
�;��S)2�6 JL��6M$&�Z�yS���"����!�a�l*����+$���$&�&T

Ω
U
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∆
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Ω

������� �	����� � 	�� 
����G� �	�
����� 
 � ���
�
Ω = 〈ϕ̇(t)〉

� �(	�� ������	������ �G���.� � ������� �
∆
������� � 
 � � � � � � 	���	 �

β = 0.01
�

λ = 0.1
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 ��� �#�

������� $7M F - B 2�4%$7/ "%"0E�� 2 "02@?&$"1>* $0*#8 �&H E F B /�-0/�D&�#" "0E ,
F)-72 � "%�#"%$��

�5�O1D���&�&"X�&�����D������"X���O2;"������������!H!7�������14� I ���h�u���&'B�� z:&6c.
7;���&��"������ 4 {&U ~ 0A6
JK�&�!.&�+$���'B�G$&�O2�:�,
�G��7��f��*�"���:���2K��S&��'x����"+pz��"�'x�&��1�JK"�T��%$&�&���t>N,-�&� JL���&��1�'/.
 z"%=
����"+' ��'B�!2���$O.DJK_ ,-�O2;"�SN������T<����$��&���&'B�������?�+"���"+7;�O$&��7;� 'B�93g���E��7�"���"�S&7�"+*�:�U
W��4���O2�"+����"w�!2������+*�"+1����&�&"+����"y�+���!H!7��&����14� I ���R�����!14����� �nS&��F�.
7�,
� I ��"+TR7��O=
35JK"����!�]�!2��f����*�"%1D�����&"����!�g.��+$&��T�*����&��Tg�f��"+.��+$��&T�*������&Te��"+����JK�&��3g��_qH5$��&*�"+,
�r��JK���&'B"+7����&' F �)1D�&�&��' ��7��&�+$�7;�����%$&�&"OUqjG�s�!2��&�+,-�&�+$��A.
��7;���)2;��6M #�!HC�;�O7;�)=
'B"+$�7��&�

(β,∆)
��'B"�"%$&�Z�
	m��1D_P,��n�����!H!7�������14� I ���t> ��7;����� I _`,-��$&��7��&���E14�9JL�O��_

��7N��'B_P'B�]2������!��'B�
β =

√
4λ |∆| >N�;��,-��$��&7�_qHf�]��7��&��� HN��JK��$ .!,
�O1D�����;�)�g"kJK���!=�+$��&"����;�O�?S���F�.!7�,!� I ���xJ�2;�rJ���.NH ��"�����JK�&�!3e��_qHx$��&*�"�,VU]\u*�"+$y��'B�!2���$O.DJK���&�+�

.
7;���&��"������V>&$&�G"��%$&:l7;���+��'B��$�7�"�����"^�+���+$�"�'B_Y.
,-�&7��&*�"�����_qH].
7;�O�&��"�����T5J�2;�f��' =
�!2��!$�.DJK_ �GFl�O1D_ 4 {&U {&{[6�>84 {�U { ~ 6L��7������DJ���$u,lS&�O2;"�"B�%2;�93g��_P'wS&��F�.
7�,
� I ���&����_P'
���)2�"����!��'Y���f�!2;�&��,-�&�%$&�w.
��7����O2;��6^ #�
Hn�;��7;��'B"%$&7����

(β,∆)
U

	l2;�f�����%$&"+'B_ .
,-�&7��&*�"�����_qHg.
7;���&��"�����T 4 {&U {&{[6�>N4 {&U { ~ 6/7�"%3e��'(�O' �����!H!7��&���!=
14� I ���E$)�O,�35"]��$&��"�*;��6M$y�+�&�+$��9�������E7;���&���&�&"��+��� ϕ(t) = const

�
ρ(t) = const

>
��� .-35"5�;��Fl�O1��&�&�&Ts�!2;�&��,-�&�%$&� �5,-�&��7&J����;�O$)��'B�

ρ sinϕ
�
ρ cosϕ

UtjG� 7����%.
�!=
,-"�{&U vf�;�f�!2��&�+,-�&�+$��r.
��7����O2;��6^ #�
Hy�;�O7;��'B"+$�7��&�

(β,∆)
��7��yFG��,-����7��&�N�������&'
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 � � ��
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��9� ��� ���������
� ����	��	� ������� ��� � � 	���
 ����	�� ��
β, ∆
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�� �
λ = 0.1
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λ = 0.1
���&�+$�7��&"���_ �&SO2K���%$&�E�����!H!7�������14� I ���?�s2�������� 7;�O1%2���*���_qH S���F�.!7�,!�9=

I ��Tn�����!H!7��&����_qH JK����35"�����TtU
��"%3e��'R�����!H!7�������14� I ���x�+.- #"+�+$&�O.&"+$w��7��y1��;�4*�"������!Hy�;��7;��'B"%$&7���� ��1#�&S)2K�)=

�+$��
A
�f�&SO2����+$��

B
>&,-��$&��7�_P"^��,�7�.-3]��"%$ ��SO2K���%$&:

C
,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,��!H5JK�&�!=

35"+����TtU *C��SO2K���%$&�
A
�;�lF �)1D�&�&��Tg�!2;�&��,-�&�%$&� ��'B"+"+$&�Z�e$&7��g��"�����JK����3e��_qHg$��&*!=

,��YX;.��+$&��T�*����&_PTs.-1D"�2
PN

4 ��'B"�������@+$)�]$&�&*�,!�g��$&�&"+*;��"%$�7�"%3e��'/.a�+���!H!7��&����14�)=
I ���?6%>��+"�J;2����N�O��$��&*�,
� PS

� ��"+.��+$&��T�*����N�)�n$��&*�,
�
PR

>�,-��$&��7;�O�a�#14�O�&������'B�&�+$��
��$w1D�;�4*�"+����T

β
�
∆
'B�435"%$yS&_d$�:w2���S��h��"%.&�+$��&T�*����&_P'0.-1%2��&' 4 7�"���"�2�2�"�7��&'
6%>

2���S��f��"+.&�%$&�&T�*����&_P'RFG�&,�.����&'PU�jl�57����+.
��,-"]{&U � > �5��7�"kJK�+$)�O�O2�"��wFl�O1D�&��_PTn���&7!=
$&7�"+$9> HN��7;��,!$&"�7���_PTAJ;2;�A�&SO2K�O�+$&�A�����
H�7��&����1D� I ��� A

U * �&SO2����+$��
B
7�"+3g��'/.

�����!H!7��&����1D� I ���]$)��,�3#"q��$��&"�*;�O"+$�.&�%$&�&T�*����N�O�]��"�����JK�&�!3e�;�)�z$&��*�,
� PN

>O��JK�;�O,
�
�+$�7�.
,�$�.
7;��Fl�O1��&�&�&�+�]��7��&�%$&7;�����+$&�&�g�+$)�92K�g��7���� I �����;�)2�:&���g�����&T 4 7����OU {&U � > S 6�U
!�JK"+��:z�O$&�+.-$��+$&�O.!6M$f��"+.��+$&��T�*����&_P"X$��&*�,��

PR

�
PS

U�oXSO2����+$�:
C
������$&�&"%$&�%$&��.�"+$
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 � � � � ��� 	 	 � ��� � �
	:��	 �
λ = 0.1

�G��� 	�� 
 ����	�� �
�

�� � 
���������� � � � �����
� ���

β
�

∆
��� ���	� � ��� ���

A, B
�

C

 � 	 ������� � � � � � 
 ��
�
�� � � � 	 	 β = 0.01, ∆ = 0.001� ���	� ����� �

A
	 � � � 	 	 β = 0.02, ∆ = 0.01

� � � � ����� �
B
	 � � � 	 	 β = 0.01, ∆ = 0.03

� ���	� � ��� �
C
	 � � � 	 �

β = 0.02, ∆ = 0.037
� � � � ����� �

C
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,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,���' 7�"+3g��'(��'P> ,
�O$&�&7�_P' �r�����%$&"�'B"a.
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(β,∆)
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∆
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∆
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�O1D��� �;�w7�����U {&U � > ��U � .
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��7��
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∆
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�&S&7��O1D���y��"�J�2K�
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�&"�2���*�"+����"�'
∆��"kJ;2�� �h.��+$��&T�*�����_PTr.-1�"%2x��S)2���3]��6M$&�Z�h�y�;�e�+7;����� I " l1

��2����N��6M$&�Z�s�g��"kJ;2��O=
.-1D"�2�U 	#�)2�"+"���7��&��� HN��JK��$ES&��F�.
7�,
� I ���?7��43]JK"+�����?.��+$��&T�*������&���r��7�"kJK"%2;:&���&�+�
I ��,
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I ��,
2[�&��1�����,
��"+$ 	 35"+�+$�,
� �x�c��7��O1�.<35"s14�CS&��F�.
7�,
� I ���������&Tc$��&*�,-�&T ��'B"�"+$
,-�&��"+*���_PT�7;�4JK��.&��4 7�����U�{&U � > �86%U *qSO2;��1D�gS&��F�.
7�,
� I ���&�����&Te$��&*�,��g���&��$��&"+$��+$���.N=
6^ z��"M,
�)2�"�SN�O�����f,-�&��"�*����&T��O'B�!2���$O.4J�_���'B"�6M$z��*�"���:lS&�O2;:�p#�&Tf��"+7�����J�U1* ���%=
HN��JK���&TE�+���+$�"�'B"zJ;2;�y��"�7�"+'B"������&T

x(t)
@+$��aS�.DJK"+$a�+�&��$&��"+$&�%$&�&���N�O$&:n35"��%$&,-�&'/.

�&��1�����,����&�&"�����6\'B"�J;2;"�����_qH�S&��"+����TtU �������+'B��$&7�"�����_P"GS&��FG.
7�,
� I ���a�;�z��7������!=
I "^�&SO2K���%$&"+T A � C �&��7�"�JK"�2;��6M$5,
��,�'B"�H-�����!1D' �����
H�7��&����1D� I ���a*�"+7�"+1X1D�)H!�N�O$9U
oXSO2K���%$&:

A
��1D_P,
�]�����
H�7��&����1D� I ���h$)�O,�35"G�;�O1�_P�N��6^$g�&SO2����+$�:&6\14�)H!�N�O$)�!U

jG�57����+.
��,-"f{&U { � ���&�%$&7��&"+�;�]S&��F�.
7�,
� I ���&���;�O��JK�;���+7;��'B'(�zJ;2;�a��"+����JK�&��3]=
��_qHs$��&*�"+,E�+���+$�"�'B_ 4 .!7����&��"+����� 4 {�U {&{%6^� 4 {&U { ~ 6#6^��7��r��1�'B"���"+�����x�;��7;�O'B"+$&7��
β
�EFl��,
�+��7��&�&�������&'Q1D�;�4*�"+�����

∆ = 0.01
U�jG�a�!2��&�+,-�&�+$��?�;��7;�O'B"+$&7��&�

(β,∆)4 7�����U!{&U vL6�@+$������&�O$&�&"%$&�+$���.&"%$#��"+7�"�'B"% #"+����6<�)JK�O2;:^2��������
ef
U&* �&SO2K�O�+$&�

C
���!=

35"P2��������
l1
�;� Fl�O1��&�&�&Tf�!2��&�+�&,-�&�+$�����'B"+"+$&�Z�e.&�+$��&T�*����&_PT ��7�"kJK"%2�:���_PT I ��,!2

C
� 7;�������O2��435"�����_PT �&��.-$&7�� ��"+���s��"%.&�%$&�&T�*����&_PTCFl��,�.&�
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U � 7��&�+$��&'0��' =
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β
��"+.��+$&��T�*����&_PTCFG�&,�.��

PR

��"�7�"�'B"+ #��"+$��Z�
���XFl�O1��&�&�&T �!2��&�+�&,-�&�+$��tU&W�7��z��"�7�"+��"+*�"������52;�������

l1
� ����'s����,
��,��!HzS&��F�.
7�,
�)=

I ��Ts��"#��7��&��� HN��JK��$9U�jG�e��7������ I "z�&SO2K���%$&�r�����!H!7��&����1D� I ���r��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,!2

C
���+*�"+1D��"+$9>�7��43]JK��"+$��Z� ��2��43e�;�)�E�����&SN�)�s$&�&*�,
�n��"�J�2��O=m.-1�"%2�U *q_dp#"52��������

l1.&�%$&�&T�*����&_PTy.-1D"�2
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2���*�"�����"+'

β
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UdW�7��
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��7��&��� H&�DJ���$]��"kJ;2��O= .
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� I ���t>
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PR
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PN

>-,-��$&�&7�_PT
� �&SO2����+$��

B
�;�e7����OU/{&U vg��7���JK�)2;3]��"%$a��$&�&"+*;�O$�:n7�"+3g��'/.w�&_P��.-3]J�"�������Ts�����!=

H!7��&���!14� I ���Y��"+��"�7��O$&�&7�� *d�O�?J�"�7AWG�)2;�tU(oXSO2����+$�: B �!1D_P,
�r�����!H!7�������14� I ���
�;�O1�_P�N��"%$&�Z�n�&SO2K�O�+$&:�6 ����JL���O2;"������VU��w"�H-�����!1D'Y����7�.-p#"+����� 4 �
2�� �&��1�����,������&"%=
�����?6d�����!H!7�������14� I ���h1�JK"��+:g�����&Tt>;*�"+'Y�;�]��7;�O��� I "G�&SO2����+$�"�T A �

C
U

jG�x7����+.
��,-"?{&U {&{a���&�%$&7���"��;� S���F�.!7�,!� I ���&�����O� J��;����7���'B'(�E��"+����JK�&��3g���&T
$&��*�,��

PN

��7�����1D'B"+��"������R�;��7;�O'B"+$&7��
∆
��FG��,-����7��&�N�������&' 1D�;�4*�"+�����

β =
0.02

U jG�x�!2��&�+,
���+$&�R����7;��'B"%$&7��&�
(β,∆)

4 7����OU^{&U vA65@+$��?���&�O$&�&"%$&�+$���.&"%$Y��"�7�"�=
'B"+ z"�����6 �)JK�O2;:a2��������
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U]* ���!$&"�7��N�)2�"f1D�;�4*�"+����T?7;�O���+$�7��&T�,��t> �&�+7;������*�"��!=
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PN
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��,
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7�,
� I ��� �^�
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� PN
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�;�f*;���+$���$&"z�&��"+pz��"��+���&��1�JK"�T��+$&�����t>K*�$&�e�&��1D'B�43g���]$&�O2�:�,
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∆
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5 �#"&�3-02�8:/�-02 � 2�" ���3-N<>/@?"'

*q"+7���"�'B�Z�Q,<���O2���_P' .
7;���&��"�������' 4 {�U 0A6e�+"���"+7;�O$��&7;��*q���YJK"�7QW��O2;�<��7��
�&��"%p#��"+'�����7�'B������*�"+��,-�&'R�&��1�JK"�T��+$&�����

ẍ−
(

λ− x2
)

ẋ+ x = b sinωt,

�f������2�"�J�.�"�'?���&�&"�J�"�����"M@+$��&Tf�����%$&"�'B_Y�G1D���&���+��'B�&�%$&�e�O$l��'B�!2���$O.DJK_��]*;���%$&�O=
$&_ �&��"+p#��"���� ���O7�'B�&����*�"���,-�&�+� �&��1�JK"�T��%$&�&�!�R��7���FG��,-�+��7��&�N�O�����&' 1��;�4*�"������
.
��7;���)2;��6M #"��+�e�;�O7;��'B"+$�7;�e�O��$&�&���&'B���&�+�f�+"���"+7;�O$��&7;�

λ
U
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jG�����&'B����'P> *�$��hJ;2;�C����$��&���&'B���&���s�+"���"+7;�O$&��7;��4 ��7��
b = 0

6 7;�)1D'B"�7����&�+$�:
Fl�O1D���&�&���l��7����+$&7������+$��N� 7����&�;�uJK��.
' �f"��+� ���&�&"�J�"�����"M14����������$l$&�)2�:&,-� �O$ 1��;�)=
*�"+����Tx�;��7;��'B"%$&7;�

λ
UtW�7��

λ < 0
���O$&�&,-�O2�"+SN�����!�r� ��"���"�7;�O$��&7�"]��"5�&�O1DS�.-35JL�)=

6^$��Z�tU!jG�GFl�O1��&�&�&T]�!2;�&��,-�&�%$&����'B"+"+$��Z�e"kJK�����%$&�&"+���;�O�e�&���&S&�O�5$&�&*�,!�!>
7��������)2��O=
35"+���;�O�s� ���9*��)2�"5,-�&�&7�JK�����O$9>t,-��$&��7;�O�s���)2;��"%$&�Z�s.&�%$&�&T�*����&�&TV> �s��7��

λ < −2��7�"kJK�+$)�O�O2;��"%$l���&S&��T .&�%$&�&T�*����&_PT].-1D"%2 >���7�� −2 < λ < 0
�X.&�%$&�&T�*����&_PT]FG�&,�.&�OU

�B�%2��
0 < λ < 2

> �+�&�+$��9������"�7����&���&��"����!�x���O2;��"+$&�Z� ��"+.��+$��&T�*�����_P' FG�&,�.����&'PU
�B�%2��

λ > 2
>�$��x��"+.&�%$&�&T�*����&_P' .-1%2��&'PU(W�7�� ��"+7�"%H&�DJ�"

λ
*�"�7�"%1n���O2�:s��7��&���%=

HN��JK�!$g�%.
��"�7�,�7���$&��*�"��+,!�)�yS&��F�.
7�,
� I �!� �u�
JK7��&���&�N�%� 
X�&��F �!>��57�"%1�.42�:4$)�O$&"l,-�O=
$&��7��&Tn��1l��"+.��+$&��T�*����&������FG�&,�.��D�57��435JL��"+$��Z�w.��+$��&T�*�����_PTh��7�"kJK"%2;:&��_PT I ��,!2�U
W�7��r'(�)2�_qHh1D�;�4*�"+�����!Hr.
��7����O2;��6^ #"+���n�;��7;�O'B"+$&7��a�+"���"+7;�O$��&7sJ�"�'B�&���%$&7���7�.N=
"+$?,��N�O1�������7�'B�&����*�"��+,���"s,-�O2�"+SN�����!�t>(,-��$&�&7�_P"y�h7����+$&��'

λ
��7�"��&7��O 5��6M$&�Z�<�

7�"�2K��,-�D� I ���&����_P"OU
� �)1D'B"�7����&�+$�:GF �)1D�&�&�����X��7��&�+$�7;�����%$&�N����"�����$&�����&'B���&�+����"+��"�7;�)$&�&7;�)*d�O�lJK"�7

W��O2;�a7;�O�&�;�#$&7�"+'P>;� 1%JK"+��:f���&'B��'B�]��"+����JK�&��3g��_qHa$&��*�"�,n�a��7�"�J�"%2�:&��_qH I ��,!=
2��&� 'B�435"%$ �+.- z"��+$��&�&�N�)$&:�JK��.
'B"�7���_PTr$��&7tU3!t������pz"�'R.
7;���&��"+����"5��"�����$��&���&' =
���&�+�]��"���"�7;�O$��&7;� 4 {&U 0A6 �5�&�-JK"������%$&"+'B_ $&7�"�HeJK��FGFG"�7�"+� I �;�92�:&��_qHa.
7;������"�����T
��"+7��&�&�+�g����7-�-JK,
�

ẋ = y,

ẏ =
(

λ− x2
)

y − x + b sin(z),
4 {�U | ~ 6

ż = ω.
!�JK"+��:

x, y, z
�aJK���;��'B��*�"+��,���"e��"+7�"�'B"+����_P"�>�,-��$&��7�_P"e�r�&��7�"�JK"�2;��6M$y7;�O1�'B"�7!=

���&�%$&:?Fl�O1��&�&�&�+� ��7��&�+$�7;�����%$&�N��U�* p#��7��&,-�&T��&S)2K���+$��Y1D���9*�"�����TR����7;��'B"%$&7��&�
JK������'B��,
�nJL�������&T?�����+$&"+'B_ ���O2;��"%$&�Z�EJ��&�&�O2�:����h��2��43e����T?�?7;�O1����&�&S�7;�O1D���&TtU
�w_ �&�+7;������*���'B�Z� ���+�%2�"kJK�&�N������"�'07�"+3g��'B�&�w�����
H�7��&����1D� I ��� � �!HES&��F�.
7�,
�)=
I ��TE�w��,�7�"��%$&�����+$&� $)��,E�;�O1�_P�N��"�'B�����h�������&�����&���a��1�_P,
�w�����!H!7��&����1D� I ���V> ,-�O=
� JL�G*;���%$&��$)�G�����
H�7��&����_qHf,-�O2�"+SN������Tf�+�&�&�;�4JL��"+$l�P*;�O�+$&�O$&�&Tf�&��"%p#��"+���l�&��1%J�"�T!=
�+$��&���V> ��7���*�"+'QSO.4J�"�'<7;���+��'(�O$�7����N�O$�:n$��O2�:&,-�a,��N�)1D������7�'B�&����*�"+��,���"g7�"%3e��'B_
����$��&���&'B���&���f��"+��"�7;�)$&�&7;�!>K,-�&� JK�f�;�O7;��'B"+$�7

λ
��'B"+"+$g��"�S��O2�:�pz��"�1D�;�4*�"+�����tU

jG�s7����+.
��,-"x{&U {4|s�;�s�!2��&�+,
���+$&����'B�!2���$O.DJL�	� *;�O�+$&�O$)�E�&��"%p#��"+���E�&��1%J�"�T!=
�+$��&���g���&�%$&7��&"+��_Y2��������eS&��FG.
7�,
� I ���&����_qHg1D���9*�"�����Tg�����
H�7��&����_qH]JK�&��3#"�����T
��7�� FG��,-����7��&�N�������&' 1��;�4*�"������c�;��7���'B"+$�7;�

λ
U *`�&SO2K�O�+$4�!H

A
�
B
�����+$&"+'(�

JK"+'B�&���+$�7���7�.�"+$s7�"+3g��'B_ �+���!H!7��&���!14� I ���t>��a�a�&S)2K���+$�� C �y7�"+3g��'Q,��N�O1D����"%=
7�����JK��*�"��+,��!He,
�)2�"�SN�O����TtU � 2�"kJ�.&"%$]��$&'B"%$&��$�:�>�*�$��z�l��$D2���*���"u��$l.
,-�&7��&*�"+����_qH
.
7;���&��"�����TgJ�2;���O'B�!2���$O.4J�_ �gFl�O1D_�� �����%$&"+'B" 4 {&U | ~ 6 .&�%$&�&T�*����&_P' ����"%.&�%$&�&T!=
*�����_P'E�+���!H!7��&����_P'sJK����35"�������'r��$��&"�*;�O6^$�.&�%$&�&T�*����&_P"M�#��"%.&�+$��&T�*����&_P"^��7�"%=
JK"�2�:&��_P" I ��,!2�_�>
�G,��N�O1�����"+7�����JK��*�"+��,���'C,-�O2;"�SN��������'?�+�&��$��&"+$��+$&�O.&"+$zJ���.
'B"�7!=
��_PTn@�7��+��JK��*�"+��,���Tn$&�&7a�#$�7�"%H!'B"�7����&'�Fl�O1��&�&�&' ��7��&�+$�7;�����%$&�&"l�����%$&"+'B_�ULW�7��
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λ = 0.1

1D���9*�"������
Hf�;��7;�O'B"+$&7��&�G��1 �&SO2K�O�+$&�
A
��Fl�O1��&�&�&'r��7����+$&7������+$��&"M�����%$&"�'B_Y��'B"%=

"+$��Z�<$&7��<��7�"kJK"%2;:&��_qH I ��,
2K�PX .��+$��&T�*�����_PT CN

>q��"kJ;2��&���&T
CS
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��"%.&�+$��&T�*����&_PT
CR

U�W�7���"�, I ���n��7�"�JK"�2�:&��_qH I ��,!2;�&�#�;�#�!2;�&��,-�&�%$&:�4 x, y 6(���&,
�)=14�O��_ �;�57����OU {&U { ��U
��"%3e��'/.g�+���!H!7��&����14� I ��� ��$&��"�*;��"%$z.��+$&��T�*����&_PTa��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,!2 CN

U!o��
�r��"kJ;2��&�&��Ts��7�"�J�"%2�:&��_PT I ��,
2 CS

2�"%3]�O$a�;�����&�&"�7&H!���&�%$&�sJK��.
'B"�7����&��� $&��7;��>
,-��$&��7�_PT<�&S&7;�O1��&�N���A14��'B_P,
������"�' ��"+.��+$&��T�*����&_qH 'B���&���&���&S&7;�O1���T��+"�J;2����&�&���
I ��,
2K� CS

�;��.&�+$��&T�*����&_PT I ��,
2 CN

U�� �O����'B�O$&7���' S���F�.!7�,!� I ���e@%$&�!Hf��7�"�JK"�2�:O=
��_qH I ��,!2��&�n��7��yJK�&��3#"������x���n�!2��&�+,-�&�+$��E.
��7;���)2;��6M #�!HE�;��7���'B"+$�7��&� (b, ω)�nFl��,
�+��7��&�&�������&'

λ = 0.1
U

jG�X7����%.!��,
"G{&U {[0u�����+$&7��&"��;��S&��FG.
7�,
� I ���&���;�)�zJL����7���'B'(�X�X14����������'B���+$&�f��$
*;���%$&��$�_\�&��"%p#��"+���e����1%JK"+T��+$��&���

ω
��7��hFG��,-����7��&�N�������&Tw��'B�!2���$O.DJK"

b = 0.02
>

*�$��5���&��$��&"+$��+$���.&"%$g��"�7�"+'B"+ #"+����6\�)J��O2�: 2��������
cd
�;�l7�����UL{&U {4|�U
jG� �&�+�e�&7�JK�!=

�;�O$XS&��F�.
7�,
� I ���&�����&TzJK�;���+7;��'B'B_ 4 7�����U {&U {%0A6���$D2;�93#"���_C'(��,-����'(�92�:&��_P"d1��;�)=
*�"+�����EJK���;��'B��*�"+��,-�&T ��"+7�"�'B"+�����&T

x(t)
�+�&��$&��"+$&�%$&��.
6M #�!H ��7�"�JK"�2�:&��_qH I ��,!=

2��&�
CN , CS, CR

U W�7��r��1D'B"+��"������ *;�O�+$&�O$&_ �&��"+p#��"����n�&��1�JK"�T��+$&�����
ω
��7��r��"%=

7�"+��"�*�"������Y��7;����� I ��SO2K���%$&�C�����!H!7�������14� I ��� l1
�
l′1
��"+.��+$&��T�*����&_PTR��7�"�JK"�2�:O=

��_PT I ��,!2 CR

����,
��,��!HhS&��F�.
7�,
� I ��Ts��"z��7�"+$&"+7���"+�N��"+$9UtWG"+7�"%H&��J?�O$������!H!7��&�!=
��_qHl,-�O2�"+SN������T ,l,��N�O1�����"+7�����JK��*�"+��,���'x�+����1D���G�(S&��F�.
7�,
� I ����'B�GJK��.NHXJK7!.!�+�!H
��7�"kJK"%2;:&��_qH I ��,!2��&��U �X1GJK�;���+7;��'B'B_\�&�
J�����>�*�$&�e� .
�&"%2;��*�"�����"�'<�!2��w.!'B"+��:O=
p#"+����"+'

ω
�w��7���SO2;��35"�����"�' ,�S&��F�.
7�,
� I ���&����_P' 2������!��'

l1
�!2��

l′1
.&�%$&�&T!=

*�����_PT I ��,!2 CN

�+SO2���35��"+$��Z�r�#��"kJ;2��&�&_P'
CS

UtjG�e�+7;����� I "5�&���y��2����N�O6^$&�Z�x�
�&�+�&S&_PTC��"�J�2��O=m.-1%2��&�&�&T I ��,
2 4 ��JK���A��1n'/.42�:4$&���!2���,
�O$��&7��&� I ��,!2K�r��7�������'(�)=
"+$f1D���9*�"�����"��#{[6%>;�n��7��w��"�7�"�HN��JK" *�"�7�"%1#S&��FG.
7�,
� I ���&����.
6[2�������6[���+*�"+1D��6^$9U
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	#�����;�)�A�+"�J;2;�O=m.-1+2;�&�N�O�AS&��F�.
7�,
� I ���A�%2;�������!�Y�C����*�"+1D���&�&"���������7�"�JK"�2�:&��_qH
I ��,
2��&� CN

�
CS

��7��&��� HN��JK��$z�;�l���&�&"�7&H!���&�%$&�5JK��.
'B"�7����&���l$&�&7;�!U *q��" �&SO2K�O�+$&�
�����!H!7��&����1D� I ���aFl�O1��&�N�O�]$&7���"�,�$��&7��������&,�7�_P�&��"+$5���&�&"�7&H!���&�%$&:#$��&7;�z����� JK"X��"
14�O'B_P,!�)����:�>N*�$&�G������$&�&"%$&�%$&��.�"+$5,��&�O1D����"�7�����JK��*�"��+,���' ,-�O2�"+SN��������'PUNW�7��&"+, I ���
Fl�O1D���&�&���e���&7�$�7�"+$)�gJK��.
'B"+7����&�+�e$&�&7������&,
�O14�O�;�e�;�e7�����U�{&U {%$�ULWG7��y��"�7�"���"+*�"%=
�����w��7;�O��� I l1

�
l′1
,��N�O1D����"�7����DJ���*�"��+,���"#,-�O2;"�SN�������h����1D����,!�O6^$f35"��%$&,���'Y�&SO=

7;�O1��&'P>N��'B�
2���$�.DJL��'B��J�.42;� I ����4 � $&�O2; z���;� 	d$&�&7��X�;�XFl�O1D�&���&'r���&7�$�7�"+$�"%6/��7;�)1�.
35"]14� $&�&*�,
��T?S&��F�.
7�,
� I ��� ��7�������'(��"+$h,
����"�*��!.!6 JK�&�%$)�O$&�&*����sS&�O2�:Opz.
6 ��"%=
2���*�����.&U !�JK"+��: ���&'B��'B�x��7���$4�������N�O6^ #"+���?$��&7;�

T
�EFl�O1��&�&�&' ��7��&�%$&7;�����+$&��"

�����+$&"+'B_ ��'B"+"+$&�Z�n"% #"G��"+.��+$��&T�*�����_PTh��7�"kJK"%2;:&��_PT I ��,!2 CR

U
� ���+��'B��$�7�"�����_P"
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��7��

λ = 0.1
������$&�&"%$O=

�+$���.&"%$ �&SO2����+$��n1D�)H!�N�O$)��U

����� �;E �9/ � E
* JK�������&Tf� 2K����"u7;���+��'B��$�7�"����z���O2;"�����"M�����!H!7��&����1D� I ��� ��"�7�����JK��*�"��+,��!H����O=

$&��,
�)2�"�SN�O����Ta�&��"%p#��"+Tn���O7�'B�&����*�"���,-�&Tn���
2��&T �;�z��7���'B"�7�"���"D���O$&�&����'B���&���5�+"%=
��"+7;�O$&��7;� *q���YJK"�7QW��O2;�tUdWG7�"�JK�%$)���O2�"+���Y�&�����D������"r�&�������&���&TR�&S)2K���+$��Q�+���!=
H!7��&���!14� I ���s�;�e�!2�����,-�&�+$��y.
��7;���O2���6^ z�!Hs����7;��'B"%$&7��&����'B�!2���$O.DJL� �a*;�O�+$&�O$)�
�&��"%p#��"+���y����1%JK"+T��+$��&���V>����+���O2�:O1�.�� Fl�O1D�&���&"#.
7;���&��"+����"O>�.
,-�&7��&*�"�����_P"g.!7����O=
��"+�����hJ;2;�s��'B�!2���$O.DJK_ �sFl�O1�_0�s���O2����&"z��"D���O$&�&����'B���&"#.
7;���&��"�����" *q���wJK"�7
W��O2;�VU

	l2;�A�%2;.
*;�O�Y'(�)2��&�+� �;�O7;��'B"+$�7;�?�&��1�S�.-3]J�"������Y����$��&���&'B���&���?�+"���"+7;�O$��&7;��>
'(�)2���Ts��'B�!2��!$�.DJK_[�&��"%p#��"+Ts���!2�_\�h*;���+$���$&_[�&��"+p#��"�Ts���
2�_\SO2���1�,-�&Ts,h�+�&SO=
�+$��&"������&T#*;�O�+$&�O$&"d�+"���"+7;�O$&��7;��>)�����%$&"�'/. 'B�43e���^7;�O����'(�)$&7����&�O$&:�,
��, �%2K��S��^�&�O1+=
'/.- #"+����_PTa����7�'B�&����*�"��+,���Ta�&� I �!2�2;�!$&�&7VU 	l2;����"����z'B"+$&��JK��' .���7�"kJK��"+������*d���
JK"+7yW��O2;�a���)2;.
*�"���_Q.!,-�&7��&*�"�����_P" .
7;������"����!� J�2;�w��'B�!2���$O.DJK_ �nF �)1D_�U
�5�O1D���&�&"].!7����&��"+����"e����1D�&�)2;��"%$h�&�����D�O$�:h�&S)2K���+$�:w1D�)H!�N�O$)��U * ��JK����'B"�7�����'

Fl�O1D���&�&'r��7��&�%$&7;�O���+$��&"PJ����;��'B��*�"���,-�&Tf�����+$&"+'B_������!H!7��&����_P'sJK�&��3#"�������'r��$O=
�&"+*;��6^$5.��+$��&T�*����&�O�a����"%.&�+$��&*����&�O�a��"����DJ��&��3g��_P"X$&�&*�,��tU�W�7�� ��_qHN��JK"���1u�&SO=
2K���%$&�<�����!H!7��&����1D� I ���<��7��&��� HN��JK�!$A�
HY��2���������"y�R���+*�"+1����&�&"+����"O>d�&��1�����,
��"+$
JK7�"+T�F Fl�O1D_�U
�5�O1D���&�&"y�&�����D������"wJK�&��.��+$���'B�A$��O2�:&,-� ��7��<�&*�"+��: �%2���S&�&' �&��"%p#��"+' �&�O1+=

JK"+T��+$��&���t>L,
��� JL�e�&��1�'/.- #"�����"�'<��'B�
2���$�.DJK_0���O$&�&����'B���&���g��"+��"�7;�)$&�&7;�g'B�93g���
��7�"+��"�S�7�"�*�:�U1\u*�"+$z��'B�!2��!$�.DJK���&�+� .
7;������"����!�e��7����&��JK��$ ,gS��O2�"�"M�%2;�93g��_P'ES&�!=
F�.
7�,
� I ���&����_P'0���O2�"+������'[�;�w�!2��&�+,
���+$&� .
��7;���)2;��6M #�!H?�;��7;��'B"%$&7�����U �X1D_P,
�����!H!7��&����1D� I ���g����JK"+7-3g��$l�&SO2����+$�:G1D�)H!�N�O$)���]�&SO2K�O�+$&:����DJK���O2�"+�����tU � ���!H!7��&�!=
��_P'hJK�&�!35"����!��'r��$&��"�*;��6M$G��"����DJ��&��3g��_P"d$&�&*�,��5�;�XFl�O1D���&�&T#�!2;�&��,-�&�%$&�t>&,��N�)=
1D����"�7����DJ���*�"��+,���' ,-�O2;"�SN��������' �C��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,!2 UdW�7����&_qH&��JK"s��1s�&S)2K�)=
�+$���14�)H!�N�)$)�E�w.
�&"�2���*�"+����"+' 7������%$&7��&T�,��R��� *����+$���$&"w��7��&��� H&��JK��$ S&��F�.
7�,
�)=
I ��� 7��435JK"������Q.��+$��&T�*������&���A��7�"�J�"%2�:&���&��� I ��,!2K�C��7�� ����*�"+1D���&�&"������ �%2;�93]=
���&Ts�����&S&��Ty$&�&*�,��x�+"�J;2;�O=m.-1D"�2�U�W�7��s��"+7�"%H&�DJ�"f�!1]�&SO2K���%$&�y1D�)H!�N�O$)� � �&SO2K�O�+$&:
����JL���)2�"����!�?�].!��"%2���*�"�����"+'0��'B�!2���$O.DJK_ �&��"%p#��"+���y�&�O1%JK"+T��+$��&��� ��7��&��� HN��JK�!$
��"kJ;2��O=m7�"���"%2�2�"+7��;�O�?S&��F�.
7�,
� I ��� X��+"�J;2;�h� ��"+.&�%$&�&T�*����&_PT?.-1D"�2 �%2;���N��6M$&�Z�?�
���+*�"+1D��6^$9U(*q_qH&��JE��15�&SO2����+$��y14�)H!�N�O$)� �l.!��"%2���*�"�����"+'c7;�O���+$�7��&T�,��x����*;���%$&�O=
$&" �+�&��7����&�43]JL�O"+$&�Z�?�+.
��"�7�,�7���$���*�"��+,-�&T�S&��F�.
7�,
� I ��"�T �u�-JK7��&�����N��� 
X����Fl�PX
��7������ HN��JK��$Y7��43]J�"�����"s.��+$&��T�*����&�����C��7�"�J�"%2�:&���&��� I ��,!2��C��1r��"+.&�%$&�&T�*����&�&�+�
FG�&,�.��D��U



� � � � � ����� � � �

�u���)2���1 ���O2����&���M��"D�O��$&�&���&'B���&�+�^.
7;���&��"������ *d���XJK"+7#W��O2;�l��7��l��"+S&�O2�:�pz�!H
1D���9*�"������
Hw�;��7;��'B"%$&7;�g�&��1DSO.
35JK"+�����n��7������DJ���$�,w���;�)2;�&����*���_P'R7�"+1+.42�:4$)�O$)��'
�s.&�%$&7��&T��+$&��"w�&�+���&�&���&T �&SO2K���%$&� �����!H!7��&����1D� I ���A�;�y�!2������&,-�&�%$&� .!��7;���O2;��6M=
 #�
H �;��7���'B"+$�7��&��U�WG7�� @+$&��'C��2�"�J;.&"+$].
*���$�_P�N�O$�:�>;*�$&�57��O1D'B"+7����&�%$&:]Fl�O1D�&���&���
��7����+$&7������+$��N�y��"�����$&�����&'B���&�+�y�&� I �!2�2;�!$&�&7��h7;���&���a$�7�"�'PU � ���!H!7��&����_P' J��&�!=
35"+������' ��$&�&"+*;��6M$���7�"kJK"%2;:&��_P" I ��,!2�_�U^�G�&�O1D����"�7�����JK��*�"��+,���' ,-�O2�"�S&��������'
�E��7��!$4�������N��6^ z��T J���.
'B"�7���_PTC@�7�����JK��*�"+��,���TC$��&7tUBW�7�� �&_qH&��JK"a��1a�&SO2K�O�+$&�
14�9H��&�O$)�5,��N�O1�����"�7�����JK��*�"+��,���" ,-�O2�"�S&������� ����1D����,!�O6^$535"+�+$&,���'Y�&S�7;�O1D��'C�z7�"%=
1�.42�:4$)�O$�"h�+"�J;2��)=m.-1+2����&�&TCS&��F�.
7�,
� I ���A��7�"�J�"%2�:&��_qH I ��,!2��&�r�;�s7�"%1D�&�����������&'
$&��7�"�U)W�7��G��"�7�"%HN��JK" ��1 �&SO2K�O�+$&�G14�9H��&�O$)�M� �&S)2K���+$�:^���DJK���O2�"+�����l�/.
�&"%2���*�"�����"�'
��'B�!2;��$�.DJK_ �&��"+pz��"��+�r�&��1%J�"�T��%$&�&��� ��7��&��� H&�DJ���$x��"�J�2��O= 7�"���"�2�2�"�7��;�O� S&��F�.
7!=
,
� I ��� ��7�"kJK"%2;:&��_qH I ��,!2�����>9*�$&�^��7����&��JK�!$X,l7;�O1D7!.
pz"�����6�7�"+1��&�;���������&�+�u$&��7;��U
W�7����&_qH&��JK"X��1u�&SO2K���%$&�e1D�)H!�N�O$)�#� .
�&"%2���*�"�����"�'C7;�����%$&7���T�,�� ���#*����+$���$&"X,��N�)=
1D����"�7����DJ���*�"��+,���"X,-�O2;"�SN�������]�&��1�����,
��6^$ '/���+,���'x�&S&7;�)1D�&' X&��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,!2
$&"+7N��"+$z.&�+$��&T�*����&�&�+$�:5�g�!1u��"+��� 7��43]JL�O"+$&�Z�g��7��!$4�������N��6^ z��TgJK��.
'B"+7���_PTe$��&7tU
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� ��� � ��� ��� ��������	���
 �)���"��� �)����� � ����� �
������
�� �V
 �"����� ����� �

$ ��������� �!�#"%$&�

������2�"�JK���N������"e�O2����������?��2;.
*;��T���_qH?�&�O1%JK"+T��+$��&��T �;�w���&�&"�J�"�����"e��"%2�����"�T!=
��_qHeJ����;��'B��*�"���,��!Ha�����+$&"+' 4 , ,
�O$&�&7�_P'C��$����&�Z��$��Z�h�a�O��$&�&,-�O2;"�SN�O$�"%2�:���_P"G���!=
�+$�"�'B_ 6���7�"kJK�+$)�O�O2;��"%$C���&S&��TR�N�O3g��.
6 14�4JL�4*�.&>d,
��,R�w$&�&*�,��<1�7�"������RF�.
�
JL�)=
'B"��!$)�)2�:&����TY$&"+�&7����t>($)��,��C�x���&"%$&"h��7;��,�$���*�"��+,��!H���7��!2��435"+����TtU�*d�O3g���&�%$&:
JL�������&T 14�9JK�9*��w�&��7�"�JK"�2;��"%$&�Z�n$&"+'P>;*�$&�f��7�� I "����+_�>;��7���$�"�,
��6M #��" �57�"D�)2;:&��_qH
�����+$&"+'(�)H 2�6uS��&TA��7���7���JK_�>(�xS&�O2�:�pz�����%$&�&"n�%2;.
*;�O"�� ��"%2�:�1+�C7;�����+'(�O$&7����N�O$�:
,
��,e*����+$��z�%2�.!*���T���_P" 4 �%$&�DH-���%$&��*�"���,���"%6d�!2��f*����%$&��JK"+$�"�7�'B������7��&�N�O����_P" 4 JK�!=
�;��'B��*�"��+,���"%6�U(oX���t>�,!�O, ��7;���&�
2���>����O2;��6^$��Z� 7�"+1+.92;:9$)�)$&�&'0���&��'B"��+$����&�+�yJ�"�T!=
�+$��&���wJ�"+$&"+7�'B������7��&�N�������&���a�&��"�7;�O$��&7;��@+�&�O2�6 I ���y�s��2;.
*;��T���_qHy���!2:� $ �[� $ � � U
* 7;�9JK����Fl�!1D��*�"+��,��
HA1D�9JL�4*;�)H F�2�.!,!$�.N� I ���t> �&_d1D�&������_P"�JK"�T��+$&����"�' ��2;.
*;��T!=
��_qHw���
2�>K$�7;�9JK� I ���&�������;�O1�_P�N��6^$gpz.
'B�&'PU+* �����+$��9�! #"+"#�&7�"+'/�h@%$&��$�$�"�7�'B���
���O2�.!*��!2]�&S� z"��;�D.
*�����" .
����$�7�"�S)2�"�����"�UA*r7;�9J����&FG��1D��,
" pz.
'y�&�+"�� JL�M����7��)25�&�+�O=
S&"+�����s14��'B"%$&��.
6 > HN��$4�C�s�&�+���&�&����'0��"����O$����&��.
6 7��O2�:�U=*q�&��7��&��_ ��"+��"�7;� I ���t>
.&�+�!2�"+�����t>q��"�7�"kJL�4*��R����7���"�'(� �+�������)2��&�?��7����;�)2;��*����Yp .
'(��>d�r$)��,�35"w���%=
�%2;"�JK�&�&������"l��7���7��DJ�_ �w�%$)�O$&���+$&��*�"��+,��!HyHN��7;��,�$�"�7����+$&��,x���+$&��*�����,-�&�fpz.
'(�g�
7;�9J����&FG��1D��*�"��+,��!Hn�����+$&"+'(�)Ha$&7��9JK� I ���&�����f���&�%$)���O2;��6^$f��7�"kJK'B"+$g�+$)�)$&���%$&��*�"�=
��,-�&Tw7;�9JK���&FG��1D��,��tU���'B"������f�]�+$)�O$����+$���*�"+��,-�&Tr7;�9JK���&FG��1D��,-"l�&��"+7��&_P"G�&�+$)�92
�&�&��7��&�u�����%2;"�JK�&�&�������e�O2����������ep .
'(�#�;� ��7�� I "��+��_<�#��"�2�����"+T���_qHfJK���;��'B��*�"%=
��,��!H �^$&��'y*�����2�"d���O$&�&,-�O2�"+SN�O$�"%2�:&��_qH#�+���+$�"�'(�)H,� $A2.� U � ���
H�7��&����1D� I ���5�+"���"+7;�)=
$&��7��&�^$����;�u�+"���"+7;�O$��&7;�"*d�O�GJK"+7#W��O2;� �^��7����+.-$��+$&�����]���+$��&*�����,-�&������.-$&7�"+����"%=
���Xp .
'(�X�&��"�7��&_P"PS&_q2K�u���&�+$)���)2�"��;���57�"%p#"+�;�X��7;��S&�O$)�)H ��U �fU � $&7;�O$��&���&����*;��>
�zU�j5U��h�)2K�9HN�&�N�n�rJK7VU�� 2�> ~ v!> ~r� >kv � � U�W�7�"�J����O2K�����92��&��:�>�*!$&�y'B�� z���&�%$&:hp .!'(�
'B���&�+�y'B"���:�p#"g'B�� #�����+$&� ,-�O2;"�SN������T � ����7�'B�&����*�"+��,-�&�+�s�&��1%J�"�T��%$&�&���?�?*�$&�
�+$)�)$&���%$&��*�"+��,���"eH-��7;�O,�$&"+7����+$���,�� p .
'(�a'B�43g������7���SO2���3#"������a�&�����D�O$�:a�5���O=
'B�� z:&6`'B��JK"%2��CS&"�2��&���r���D.&�+���&�&�rp .!'(�!U=* *;���+$����&�%$&�t>Bpz.
'0'B�43e���s�+*���$)�O$�:
S&"�2�_P'54 ��"+,
��7�7�"%2;��7��&�N�O����_P'
6%> "���2���"��+�?�&7�"+'/��,-�&7�7�"%2;� I ���R'B���&�+� 'B"+��:�p#"
�&7�"+'B"����g.&�+$)�O���&�O2�"+�����e�+$)� I ���&�;��7���_qHe1��;�4*�"�����T ��'B�!2��!$�.DJK_R�eFl�O1�_�,-�O2�"+SN�)=
����TVU
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$ ��$ �;E ""F�� ���#" "02@'6* $%"(,.-0/ "%$"132�4%$('61329% F.H ?&�#"%"0E ,
2���8 / B /@? ���92 "%$ �=5 2�-0HJ/�" $7D%�&* B / � ��"%�&% "%� �N* $"?0/ �

� �O����'B�O$&7���' �&_P��.-35JK"����!.!6`�+���!H!7��&����14� I ��6 �;�y�&�����&�&���&' $��&��"O>/��7�"kJK���O=
2K�����)�a7�"+3g��'C����$��&,-�O2�"�S&������T ,��&�O1D�����O7�'B�&����*�"���,���'PUKWG7��&�+$�"�T�pz"�Tn'(�O$&"+'(�O$&�!=
*�"+��,-�&T�'B��JK"�2�:&6YJ;2;�g������2�"�J��&�N�����!�]JL�O�����&�+� �&����7��&���l'B�435"%$ ��2;.-3e�!$&:z��2�"�J;.-=
6^ z"�"l�+$��4HN���+$���*�"+��,-�&" JK��FGFG"�7�"�� I ���)2�:&����"l.
7;������"�����"LX

ẍ+ x = (λ− x2)ẋ + b cos(ω1t+ ϕ0
1) +

√
2Dn(t),

4 ~ U {[6
� JK"

ξ(t) =
√

2Dn(t)
�g���D.&�+���&�fS&"%2;_PTap .
'Y�����&�%$&�4�������&Ta����$�"����+���&���&�%$&:&6

D
>

b
>
ϕ0

1

�
ω1

�x������$&�&"%$&�%$&�&"+������>(��'B�
2���$�.DJL�!> �;�4*;�)2;:&�;�O� F �)14�w� S&"+1�7;�O1D'B"+7��;�O�
*;���%$&��$)�f�&��"%p#��"+���e����1%JK"+T��+$��&���VU
� *���$)�)�s�&��"%p#��6^6 ���
2;.h�w����$�"����+���&���&�%$&: pz.
'(�e'(�92�_P'B�y�w.
*��!$&_P�N�O�y���O=

2��&�+�&�&_P" �����&T��+$��N�l����$&����"���"�7;�O$��&7;��>N��7��!HN��JK��'?,]'B�DJ�"%2��g����$��&,-�O2�"�S&������Tf�G�&�!=
JK"f.
1�,-�&���O2��������&�+�y�+$��DH-���%$&��*�"+��,-�&�+�E��7�� I "��+�D��>��;�O1�_P�N��"+'B�&���w����7�'B�&����*�"��+,���'
pz.
'B�&'PU����;�4*�"u�+�&�&�&7N�V>
'B_Y7;�����+'(�O$&7����N��"+' ,
�)2�"�SN�O����� �O��$&�&�+"���"+7;�O$��&7;�zSO2;��1+=
,���'B�n,n����7�'B�&����*�"��+,���'R�a�� #"+'�7�"%p#"�����",4 ~ U {%6q�f���
JK"

x(t) = ρ(t) cos (ω1t+ ϕ(t)),

ẋ(t) = −ρ(t)ω1 sin (ω1t + ϕ(t)),
4 ~ U ~ 6

� JK"f'B�������&"������O�E��'B�!2���$O.DJL�
ρ(t)

�E��2;.
*;��T����O�x,
��'B���&��"+��$)�hFl�O1D_
ϕ(t)

��7�"�J�=
���O2�������6^$��Z�e'B"kJ;2�"+�����l'B"�����6^ #��'B���Z�eF�.
��, I ����'B�f���G��7;�O�&��"�����6<�M��"�7�����JK��'
,-�O2�"+SN������T

T1 = 2π/ω1

U�WG��JK�%$)���O2;�!� �&_P7;�)35"����!� 4 ~ U ~ 6G�:4 ~ U {[6�� ��7��&�!1D�&��J��
.&�+7�"�J���"�����"x1D� ��"�7�����J

T1

> ���O2;.
*;��"+' �%2�"kJ�.
6^ z.
6 �����+$&"+'/.R�+$��DH-���%$&��*�"+��,��
H
.
7;���&��"�����T J;2;�w��'B�!2;��$�.DJK_ �nFl�O1D_Q,-�O2�"�S&������T

ρ̇ =

(

λ

2
− ρ2

8

)

ρ−
√

2D
1

2π

∫ t+T1

t

n(θ) sin (ω1θ + ϕ)dθ,

ϕ̇ = ∆− β

ρ
cos(ϕ− ϕ0

1) −
√

2D

ρ

1

2π

∫ t+T1

t

n(θ) cos (ω1θ + ϕ)dθ.
4 ~ U |86

WG��7;��'B"%$&7
∆ = (1−ω2

1)/2ω1
∼= 1−ω1

H-��7;�O,�$&"+7���1�.�"+$�*����+$���$&��.
6C7;���+�+$&7��&T�,�.�>��
�;��7���'B"+$�7

β = b/2ω1

����'B�!2��!$�.DJ�.n�&��1�JK"�T��%$&�&�!�tUKW�7��&��1��&"�J��n��7�"��&S&7��O1D�&�&������"
�%2�������"�'B_qHL>��+��JK"�7N3]�O z�!He���+$��&*�����, p .!'(�

n(t)
>
'B�93g��� ���O2;.
*���$�:5�%2�"kJ�.
6^ z��"

��7���SO2���35"+����_P" �&_P7;�O35"+����� X

ξ1(t, ϕ) =
1

2π

∫ t+T1

t

n(θ) sin (ω1θ + ϕ)dθ = −
√

2D

4ρ
− 1√

2
n1(t),

ξ2(t, ϕ) =
1

2π

∫ t+T1

t

n(θ) cos (ω1θ + ϕ)dθ = − 1√
2
n2(t),

4 ~ U � 6
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 ����
�
�� � � ����� ��� ����� �	
 ��� � � � � �

� JK"
n1(t)

�
n2(t)

�?��"+1D���&���+��'B_P"y���%$&�&*�����,��R���&7�'B��7��&�N�O�����&�+� ���D.&�+���&�N�ES&"%=
2��&�+�ypz.
'(�PX

< n1,2(t) >≡ 0
>
< ni(t + τ)nj(t) >= δi,jδ(τ), i, j = 1, 2

>
δi,j

�
����'B�&�O2]��7�����"�,�,-"+7;��UOWG��JK�%$)���O2;�!�z��7�"��&S�7;�O1D���N������_P" ���+$��&*�����,��zpz.
'(�u� 4 ~ U |86�>
��7��
HN��JK��'E,5,!2K���+����*�"+��,-�&Tg�+$&�DHN���+$���*�"��+,-�&T�'B��JK"%2;�f,��N�O1D������7�'B�&����*�"��+,
����� ���O=
$&����"���"�7;�O$��&7;���G�&��"+p#����'�����7�'B������*�"+��,���'Y�&��1%J�"�T��%$&�&��"+' � 2!> ~ v!> ~f� > v � > v!{�� X

ρ̇ =

(

λ

2
− ρ2

8

)

ρ− β sin(ϕ− ϕ0
1) +

D

2ρω2
1

+

√
D

ω1

n1(t),

ϕ̇ = ∆− β

ρ
cos(ϕ− ϕ0

1) +

√
D

ω1ρ
n2(t).

4 ~ U 0A6
*q_PS&��7g�;�4*;�92�:&���&TfFl�O1D_C�&��1�JK"�T��+$&�����

ϕ0
1

��" ��7���� I �����;�)2�"+�tU�oX�]�O2��!��"+$G$��O2�:O=
,-�a�;�����&�%$&�4�����!.!6 �����+$)���O2���6^ .
6 ��"+7�"�'B"+�����&T

ϕ
U *cJK�)2�:&��"+T�p#"+'c���)2��43e��'

ϕ0
1 = 0

>�$&�&� JL�s��"+7�"�'B"+���;�O�
ϕ
7;�����;�y7;�O1����&�+$��AFl�O1���"���"�7;�O$��&7;�r� �&��"+pz��"��+�

�&��1�JK"�T��+$&�����tU * � ~ v.� ��$&'B"+*;��"%$&�Z�t>(*�$��r���;�)2;�&����*��;�O� �+���+$�"�'(�s.!7����&��"+����T 'B�O=
35"%$#S&_d$�:#���O2;.
*�"+�;�#��" $&�O2;:&,-�#��7������O7�'B�&����*�"���,-�&' �&�O1%JK"+T��+$��&���t>!���#�e� �%2;.N=
*;��"O>;,-�&� JL�5�&��"%p#��"+" �&�O1%JK"+T��+$��&��"G���O2;��"+$��Z�w��"�7�����JK��*�"��+,
��ThF�.
��, I ��"+Ta2;6uS&�&T
FG�&7�'B_�>;�;�O��7���'B"+7h���&��2�"�J��&�N�O$�"%2�:&���&�+$�:&6 ��'B�!.92;:&���&��U

�B�%2��h�&_P���O2��!��6^$��Z�y.&��2��&�&�!�
b2 � λ, D � λ

>;$&�e�O$&,!2�����"����!�r��'B�!2��!$�.DJK_
��$w"�"]��"+�&��1D'/.- z"����������h1��;�4*�"����!�

a0 = 2
√
λ
��"+�&"%2���,��tU�W�7�"���"+S&7�"+���O� ��'B�
2��!=

$�.DJK��_P'B�yFX2;.
,�$�.&� I ����'B�t>L���O2;.
*;��"+'A.
7;���&��"�����"lFl�O1D���&�&TeJK���;�O'B��,��n�g�&�-JK"

ϕ̇ = ∆−∆c cosϕ+
√

2Bϕn2(t),
4 ~ U $86

� JK"
∆c =

β

2
√
λ

�\p#��7����;�\���O2��&�+_ �����!H!7�������14� I ��� � ��$&�%.-$&�+$��&��� pz.
'(��>

�
Bϕ =

D

8ω2
1λ

�Q����$�"����+���&�����+$&: 	 Fl�O1��&�&�&�+�Ypz.
'(� �ZU \X7;�O�&��"�����" 4 ~ U $86w�����!=
��_P�&��"+$ JK��FGF�.
1����&����_PT ��7�� I "����O> ,
�O$&�&7�_PTc'B�93g��� ��7�"kJK�+$)�O�O2;��$�:R,
��,QS�7��O=
.
���&�&�+,-�&" J��&��35"+����" 	 *;���%$&� I _ �a�a,
���&7�JK���;�O$��&T ϕ �x�DJ����&'B"�7����&' ����,!2��&��"��!=
���&' ��"�7����DJ���*�"��+,-�&' ����$&"+� I �;�92�" U(ϕ) = −∆ · ϕ + ∆c sinϕ

4 ��'PU(7�����U ~ U {%6%U
W�7��R��$��+.-$&�%$&�&���<pz.
'(�?�?��2;.
*;��"

∆ < ∆c

'B������'/.
'B_ ����$�"�� I �;�)2K� ϕmin
k =

− arccos(∆/∆c) + 2πk, k = 0, 1, 2, . . .
�+�&��$��&"+$��+$&�O.!6M$Y�+���!H!7��&����14� I ���t>q$)��,

,
��,�'B�+���&�&"+���;�O� 7��O1D�����+$&:zF �)1�����$��&,-�O2�"+SN������T �e�&��"+pz��"�T �+�!2�_<�&�%$)��"+$��Z�a���O=
�+$��4��������Th�&�]�&7�"+'B"����VULjG�)2;��*���"�pz.
'(�f��7����&��JK�!$e,�JK��FGF�.-1D���n7;�O1����&�+$��hFl�O1
�z����$&"+� I �;�)2;" U(ϕ)

X
ϕ(t)

F�2�.!,!$�.
��7�.�"+$f�&SO2��!1D��'B������'/.
'B�&�#����$�"�� I �;�)2K� ϕmin
k�n���&�&"+7�p5�O"+$���2;.
*;��T���_P" ��"+7�"%H&��JK_\��1l��JK���&Tn����$�"�� I ���)2�:&����Tw��'B_Q�5J�7�.
�+.
6z>

��,
�4*�,-�&'�'B"+��������:f�;�
2π
U

jG� 7�����U ~ U ~ ���&,
�O14�O��_ 7�"��)2���1D� I ���E7;�O1D���&�+$��?Fl�O1#J;2;�x7;�O1%2���*���_qHx1��;�4*�"%=
����Tn����$�"����+���&�����+$&�wpz.
'(�f�V>;���&��$��&"+$��+$��&"�������>L7��O1+2���*���_qH

Bϕ

>����O2;.
*�"�����_P"z�
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U(ϕ)
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����� � ���
�	� �&	�� 
�� �
� ����� ��
�
����	���
U(ϕ)

��	 �
∆ 6= 0

7�"%1�.42�:4$)�O$&" *�����2�"������&���f����$�"���7���7��&�N�O����� � 	 \ 4 ~ U $86%U��l�O, �&�
JK���]��1G7����+.
��,
��>
��7��s'(�92�_qHy����$&"+�����������&�+$4�
Hspz.
'(�-4

Bϕ = 0.02
6P'B�����&�&"����;�O�s7;�)1D���&�%$&: Fl�O1z�

$&"+*�"�����"aJ;2;��$&"�2�:&���&�+�E��7�"�'B"+���A���+$)��"%$&�Z�ASO2���1�,
��TA, �;�4*;�)2;:&���&'/.?1��;�4*�"�����6zU
\X��"%2���*�"�����"n����$�"����+���&�����+$&�Cpz.
'(�s��7������DJ���$x, .
'B"+��:�p#"+����6 J;2���$�"%2�:����&�+$��
�&7�"+'B"��E��7�"�S�_P�N�������

ϕ
�a�DJ����&Tx��1e����$&"+� I �;�)2;:&��_qHx��' �E�%$)�����&�O��$&�Z� �&�
JK��_

��"+7�"��+,
��,��5'B�������&"������&T#7;�O1����&�%$&�#Fl�O1 'B"+35J�.G7;�O1%2���*���_P'B�#'B"+$)���%$)��S&�!2;:&��_P'B�
�����+$&�4��������'B��4

Bϕ = 0.05
6%U \u*;���%$&,��A��7���SO2;��1D��$�"%2�:����&���E���&�%$&�4�����%$&�N�E'B�����O=

0 2000 4000 6000 8000 10000t
−100

0

100

200

300

400

ϕ

Bϕ=0.02

Bϕ=0.05

Bϕ=0.1

������� ������� � � �
����� 
 ������� 
 � 
��	� ��
 
���� 	�� ��
������
��
 ���3��� ��	���
 ��
��9����� 
�������� ����� ������
�������
 ��� ��
�� ��

�
��� �

�� ���
� � ��
 �
� � 	�� � ��� � ��	���
 ����	�� �

∆ = 0.06
�

∆c = 0.15
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 ��� � � � � �

�&"+�����&TE7;�O1D���&�+$��?Fl�O1
ϕ ∼= const

"+ z"5J��&�+$)�O$��&*����nHN�&7��Op#�h1D��'B"+$���_�>���JK����,-�
��7�"�JK��"+"X1D�;�4*�"+����"

ϕ
�&��1D7����+$)��"%$5�&� �&7�"�'B"+���tU �G"+' S&�O2�:Op#"u����,!2��&�	4 7;�O���+$�7��&T!=

,
�86%>)*�"+'y'B"%2�:�*�" ��'B_ 4 *�"�'y'B"+��:�pz"P��'B�!2��!$�.DJL�u�+���!H!7��&���!1D��7�.
6M #"��+� �+�������)2K�86
�n*�"�'AS&�O2�:�pz"G����$&"+�������&���&�%$&:�pz.
'(��>�$�"�'�'B"+��:�pz"l�%.
'B'(��7����&"l�&7�"+'/�t>;�5$&"+*�"%=
����"w,-��$&�&7��&���?Fl�O1�_`��"+��"�7;�)$&�&7;�E���&��1�JK"�T��%$&�&�!�Y14�9H��&�9*�"���_�U � �!2�:&��_PTApz.
'
��7����&��JK��$n,rS&_P�+$�7��&'/.s��"+�&��7�������*�"+�����&'/.y7��&�+$O.r��S&�+�O2�6M$&���&Tr�&"�2���*�����_ 7;�)1+=
���&�%$&�rFl�O1�4 ��'PU�14����������'B���+$&:

ϕ(t)
J;2;�

Bϕ = 0.1
6%>K�y�+.- z"��+$��&"������&'/.r��1�'B"���"�=

����6[�+7�"�JK��"�Ty*;�O�+$&�O$&_ ,-�O2�"+SN������TtU
WX.&�%$&:?1D���9*�"������Y�;��7;�O'B"+$&7��&�?������$&�&"%$&�%$&��.
6^$A�&SO2����+$���Fl�O1D�&���&���x14�)H!�N�O$)�

�C��$&�%.
$��+$��&���\pz.
'(��UMW�7�"���"�S&7�"%35"�'`�!1D'B"���"�������'B� ��"+7�"�'B"+�����&T
ϕ(t)

�C��7�"%=
JK"�2K�)HE��JK���&TE����$&"+� I �;�92�:&���&TE��'B_ �ES�.DJK"�'Q.!*���$&_P�N�)$&:y$&�)2�:&,-�h��7���7;�O z"������

±2π
>/����1D����,!�O6^ #��"n�s7�"+1�.42�:4$)�O$�"w�+,
�9*�,
���x�!1a�DJ����&T ����$�"�� I ���)2�:&����T ��'B_ �

JK7�.
�%.!6 U � ,
�4*�,��A��7��&��� HN��J���$ �r�%2;.
*;��T���_P"h'B�&'B"+��$&_ �&7�"�'B"+���C�A�!H 'B�93g���
��*���$)�O$&: �%$)�O$&���+$&��*�"��+,��<��"+1D���&���+��'B_P'B�tU � ��,���'0�&S&7��O1D�&'P>B���&�&"�J�"�����"w7;�O1����O=
�+$���Fl�O1M����JK�&S&��� ��2;.
*;��T���_P' S)2;.-3]JL�O������'PU � �!.&�+$4�e����$�"�7��N�92a�&7�"+'B"����

t− t0
>

1D���9*���$&"�2�:&���G��7�"+�&�&� H&�DJ;�� #��Tg�+7�"�JK��"�"d�&7�"�'/�#'B"%3]J;. �+,
�9*�,!�O'B�t>�1D���9*�"�����"
ϕ(t)��,
2K�9JK_P�N�O"+$&�Z� ��1 S��O2�:�pz�&���C*�����2K�A��"%14����������'B_qHc�%2�.!*���T���_qHQ��7���7;�O #"+����TtU

*q��2�"�JK�%$&�&��" I "���$�7;�)2�:����&T ��7�"kJK"%2�:����&T $�"��&7�"+'B_�>/7;���+��7�"kJK"%2�"+����" ϕ(t)
�%$)�����O=

�&��$��Z� ���D.&�+���&�&_P'P> ��7���*�"+'cJK������"�7��+��� 7;���+��7�"kJK"%2�"+����� 7;�O�+$&"%$s���w2;����"�T����&'/.
14�O,
����.NX

σ2
ϕ(t) = 2B ��� · (t − t0)

> � JK"y���&�%$&�4������_PTR'B���43e�!$&"%2;:
B ���

�;�O1�_P�N�)=
6^$f,-�&@+FlFG� I ��"���$��&'Y@+FGFl"+,�$&���&���&T JK��FGF�.
1����a7;�O1����&�+$��hFl�O1�U��l����"+T���_PT H-�)=
7;��,!$&"�7s7��&�+$)�]J�������"+7������

σ2
ϕ(t)

���O2;��"+$��Z�y��7���SO2���35"+����_P'PU+*RJK"+T��+$��&��$�"%2�:&���O=
�+$��?�;�nFl����"]2;����"�T����&���w7��&�%$)�h�;��SO2;6 JL��6^$��Z�?'B"�2�,-�&'(���+p $)��S&��_P" �!1D'B"���"������
1D���9*�"������?JK������"+7������V> �+����1D������_P"a� �����&"�JK"+����"+' �����+$&"+'B_ �s��7�"kJK"%2��)H ��JK���&T
����$�"�� I �;�)2�:&���&TC��'B_�U 	l2;� �&_P*�����2�"����!�A,-�&@+FGFl� I ��"��!$)�x@+FlFG"+,�$&�������&T JK��FX=
F�.-1D���Q7;�O1D���&�+$��cFl�O1x���&�%$&7��&"+���;�O�Q*�����2�"������A1D���&���+��'B�&�+$�:

σ2
ϕ

�O$
t
���C'B"%=

$&��J�.C�;�O��'B"���:Op#�!HA,��N�4JK7;�O$��&�?������7��&,-����'B��7�.&"%$&�Z��2�����"�T����&TY14�O�&������'B�&�+$�:&6 X

σ2������� = at + b
U ���&� JL�],-�&@�FGFG� I ��"+��$�@+FGFl"+,�$&���&���&TnJ���FGFG.-1����h7;�)1D���&�%$&�wF �)1

�&��7�"�JK"�2;��"%$&�Z��,
��,
B ��� = a/2

U=* "%2���*����;�
B ���

��7��&���&7 I �����;�)2�:&���r��"�7��4��$����O=
�+$�� �+,!�4*�,
�n�n"kJK����� I .x�&7�"�'B"+���tU�W��&��2�"�JK�!���E'B�93#"+$nS&_d$&:n�;��T-JK"��;�a��1f7�"%p#"%=
�����s1D�9JL�4*��s� �&7�"�'B"����x��"�7��&�����eJK�&�%$&��35"+�����r�+7;����� I _ 4 $9U �tUL14�9JL�4*;�a��7;��'B"+7!=
�D�,� ~ v!>3$80!>3$Nv!> v � > v!{E� 6 *����&�O$&�&"%$&�+$��&���n�X��1%2��435"�����_P'B�n��� ~ v.�L7;���+�+.-35JK"����!��'B�t>
J;2;�l,-�&@+FlFG� I ��"���$)�^@�FGFG"�,�$����&���&T�JK��FGF�.-1D��� 7;�O1D���&�+$��zFl�O1('B�43e���M���O2;.
*���$�:
�%2;"�J�.
6^ z"�"#��7���SO2��!35"������&"l���;�)2��!$&��*�"+��,-�&" �&_P7;�O35"+����"&X

B ��� = π
√

∆2
c −∆2

(

1 + exp

(

−2π∆

Bϕ

))

exp

(

− U0

Bϕ

)

,
4 ~ U vA6

� JK"
U0 = 2

(

√

∆2
c −∆2 −∆ · arccos ∆

∆c

) �x� 2;.
S&���;�s����$&"+� I �;�92�:&��_qH ��'PU �X1
4 ~ U vA6f�%2�"kJ�.&"%$9>^*�$�� @�FGFG"�,�$����&�;�O��JK��FlF�.-1D�!�Q7��O1D�����+$&� Fl�O1sS&_P�%$&7��C7;���%$&"%$
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	��	
���� ��
 ��� �	��������� ����� � 
���� �@��	 ��� �������
�
� ��� ��
 �

�G7��&�%$&�&'C����$�"����+���&���&�%$&�hp .
'(��>�H-��7���,�$&"+7���1+.!6M #"+T��Z�r,-�&@�FGFG� I ��"+��$&��' Bϕ

>;�
$)��,�3#"P� .
�&"%2;��*�"�����"�'E7;�����%$&7���T�,��

∆
U&j�"��&SDH&�DJ���'B����$&'B"%$&��$�:�>N*�$����&_P7;�O35"+����"

4 ~ U vA6P��"+7�"��%$)��"+$nS&_d$�:�����7����&"�J�2����&_P'<��7��
∆ → ∆c

�y�&��" �&S)2K���+$��y�����!H!7��&���!=
14� I ���tUNW���@%$&�&T]��7���*�����" �&��� 	 ��"d7;�OS&��$)��"%$ � �5��7��fS)2���1D,��!H5,]��.42�6�1��;�4*�"����!�!H

∆c

>!J;2;�n,-��$&��7�_qHap#��7����;�g��SO2K���%$&�n�����!H!7�������14� I ���:4 S&"+1�p .!'(�A6 �&*�"���:]'(�)2K�!U
W�7��<�&��1�JK"�T��%$&�&���c�;� ��"+��"�7��O$&�&7Q���D.&���+�&�N� pz.
'(� ��S&�&�<Fl�O1�_ ��"+��1DS�"+3g��_

��7��s2�6^S&_qHs1D���9*�"������
Hx7;���+�+$&7��&T�,��?�x��'B�
2���$�.DJK_ �����!H!7�������1D��7�.
6^ #"+���s�&�O1+=
JK"+T��+$��&���t>L$9U "OUL�+���!H!7��&���!14� I �!�s��"z'B�435"%$ S&_d$�:��+$�7��&����TtUY* @+$&��' ��2;.
*;��" ��7��!=
���!$&�f���&�&��7���$&:]�&S]@+FlFG"+,�$&�������&Tn�����!H!7�������14� I ���t>K��7��4���)2;��6M #"�T��Z�w�51D�)H!�N�O$&"
Fl�O1D_[�;�5JK�&�+$)�)$&�&*�����J�2���$&"�2�:&��_qHs����$&"+7��N�)2��)Hs�&7�"�'B"����tUt���&@+FlFG� I ��"���$ B ���H-�O7;��,�$�"�7���1+.&"%$w�+7�"�J���"�"#*����%2��gFl�O1D�&��_qHn��S&�&"+�e�f"�JK����� I .w�&7�"+'B"����t>K�]1D�;�4*���$
'B�435"+$g�%2�.
3g��$�:g,�7���$&"+7���"�'R@+FGFl"+,�$&���&���&Tw�����!H!7�������14� I ���tU
W��&��,-�O2;:&,�.n���O2����O�yFl�O1D�e����$��&,-�O2�"+SN������Ts"+�+$�:

Φ(t) = ω1t + ϕ(t)
>L� JK"

ω1

�
JK"%$&"�7�'B������7����N�����;�)� ,
�����+$)���!$)��> $&�h��7�� I "+���+_ Φ(t)

�
ϕ(t)

H-�O7;��,�$�"�7���1+.
6^$&�Z�
��JK����' �f$�"�'E3#"M,-�&@+FGFl� I ��"��!$&�&'?@+FGFl"+,�$&���&���&TfJ���FGFG.-1����tU �/��,���'E��S&7;�O1��&'P>
B ���

����7�"�J�"%2;��"+$#���O2;.-p#��7�����.f��"���7�"�7�_P�����&Te,-�&'B���&��"��!$&_R����"�,�$�7;�z,-�O2�"+SN������T

x(t)
>;,-��$&��7;�O�a��7��a��"+S&�O2�:Op#�!Ha7������%$&7��&T�,!�9H74 �)JL�92��a��$]��7;�O��� I _Q�����!H!7�������14�9=

I ���?6P��'B"�"+$gFG�&7�'/.e2;�&7�"�� I �;���;�!U
\X7����&��"+����" �#�&,�,-"�7;�9= Wu2K����,
�)= ���O2�'B�&�+�&7��&�N�)4 �5Wl��6�>�������$&�&"%$&�%$&��.
6^ z"�" � 	�\

4 ~ U $86�>���'B"+"+$����
J
∂pϕ(ϕ, t)

∂t
= − ∂

∂ϕ

[

(∆−∆c cosϕ) pϕ(ϕ, t) − Bϕ

∂pϕ(ϕ, t)

∂ϕ

]

.
4 ~ U � 6

!V�;�4*�"+�����gF �)1D�&�&��Tf��"�7�"+'B"�������T
ϕ
��7��f2;6uS&_qH

∆
�
∆c

��"+�&��7�������*�"+����� 7;���+$O.-$
��� ��S&�+�O2�6^$����&Tg�&"%2���*�����"O>!����@+$&��'/.g��2;.
*;��T���_PT���7�� I "����O>-�&�����+_P�N��"�'B_PTg.!7����O=
��"+����"�' 4 ~ U � 6%>����O2;��"%$&�Z�h��"��%$)� I ���&����7���_P'PUto^J��;��,-��>����&�+,
�)2�:&,�.n,-�&@�FGFG� I ��"��!=
$&_[.
7;���&��"������ �]WG� �n��"+7�����JK��*�"+��,���"f���

ϕ
>L$�� 'B�43e���g7;���+��'(�O$�7����N�O$�:a��7��!=

�&"kJK"����!.!6QFl�O1�.
φ
>N�&��7�������*�"+����.
6c�G���!$&"�7��N�)2�"

[−π, π]
X
φ(t) = ϕ(t)−2πn−π >� JK"

n = Int (ϕ(t)/2π)
UtWu2���$����&�%$&: �&"+7��4��$&���&�+$��E��7����&"�J�"�������TsF �)1D_

φ
�&_P7��)=

3]��"%$&�Z�w,
��,YX

pφ(φ, t) =
∑

n

pϕ(ϕ, t) .
4 ~ U 286

\X7����&��"+����" �5Wl� J;2;�
pφ(φ, t)

��'B"�"+$n$&�O$n3#"5�D��'B_PTx�&�
J�>V*�$&�n� 4 ~ U � 6%>V��� $&"%=
��"+7�: �+.- #"+�+$&�O.&"+$Y�+$)� I ���&�;��7����&"r7�"+pz"�����"�U � $)� I ���&�;��7��!.!6 �!2;��$&�����+$&:C�&"+7��O=
��$����&�%$&�

p �
�

φ (φ)
'B�93g��� �;�OT�$&�x�#.
*�"+$��&' ��"+7�����JK��*�"+��,��
H �+7;������*���_qHs.��%2��&����T

pφ(−π, t) = pφ(π, t)
�a.&��2��&�&�!�w���&7�'B��7����&,�� ∫ π

−π
pφ(φ, t)dϕ = 1

� ~ v.� X
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�
�� � � ����� ��� ����� �	
 ��� � � � � �

p �
�

φ (φ) = C exp

(

∆ · φ−∆ � sin φ

Bϕ

)
∫ φ+2π

φ

exp

(

−∆ · ψ −∆c sinψ

Bϕ

)

dψ ,

−π ≤ φ ≤ π,
4 ~ U { � 6

� JK"
C ^ ���&7�'B��7��&�&��*��;�O�C,-�&���%$)����$)��U�* *;���%$&����' �%2;.
*;��"O> ,-�&� JK�

∆ = 0
>B$��

"��%$&:�>�,
��� JL�#���&S��+$&��"����;�)�a*;���+$���$)�5�&� I �!2�2;�!$&�&7;�#$��&*����5�+�&��$&��"+$&�%$&��.�"+$e*;���+$���$&"
�&��1�S�.-3]J�"������V>N�+$)� I ���&�;��7��;�O�g�!2���$����&�+$�:#�&"+7��4��$&���&�+$�����7�����"�JK"+�����&Tg7;�O1D���&�+$��
Fl�O1l��'B"�"%$e��7��&�+$��&Th���
J]X

p �
�

φ (φ) =
1

2πI0(∆ � /Bϕ)
exp

(

∆ �

Bϕ

cos(φ+ π/2)

)

, −π ≤ φ ≤ π,
4 ~ U {&{[6

� JK"
I0(z) ^

'B��JK��FG� I ��7��&�N�����;�O� F�.
��, I �!��'q"��+��"�2;�tU�	l2;�eS&�O2�:Op#�&T�����$&"+�������)=
���&�%$&�npz.
'(��>

I0(∆c/Bϕ) ≈ 1
�

exp [(∆c/Bϕ) cos (φ+ π/2))] ≈ 1
��$)��,���'Y�&S�7;�)=

1D��'P>��%$)� I ���&����7��;�O�?�!2���$����&�+$�:s�&"�7��9�!$&�����+$&� �g7��&�%$&�&'\���!$&"��������&���&�+$��Cp .!'(�
�+$�7�"�'B�!$&�Z�R, ��JK���&7��DJ����&Tt>

p �
�

φ (φ) = 1/2π
U � $)�r����$O.N� I �!��������$&�&"%$&�%$&��.�"+$ ��$)=

�+.-$��+$&����6 �����!H!7��&����1D� I ���VUP* ��7���$����&�&���O2��43e���&' ��2;.
*;��"u��*�"���:l�%2���S&�&�+�lp .!'(�
��$�,!2��&��"+�����gFl�O1D_

φ
��$G��"�����1D'/.- #"+�����&�+�#�����+$&�4�������].&�%$&�&T�*����&�&�+�z7;�������&�&"+�����

φ0 = −π/2 S�.DJ�.-$u'(�)2�_P'B�#�l'B�43e���M���O2;�93g��$�: cos(φ+π/2) ≈ 1−(φ+π/2)2/2
>

I0(∆c/Bϕ) ≈ exp (∆c/Bϕ)/
√

2π∆c/Bϕ

UVWG�)2;.
*;��"�'P>V*�$&�a�+$)� I ���&�;�O7��;�O�r�!2;��$O=
���&�%$&:g�&"�7��4�!$&���&�%$&�w��'B"�"%$����D.&�+���&��.aFG�&7�'/.+X

p �
�

φ (φ) =
1

√

2πBϕ/∆ �

exp

(−(φ+ π/2)2

2Bϕ/∆ �

) 4 ~ U { ~ 6
�u'(�O,
�+��'/.
'B�&' � $��&*�,-"

φ0

U 
u�&7���pz� 14�O'B"+$&��_PTn'(�O,
�+��'/.
' ���4.����+�&�N�z7;�O����7�"kJK"%=
2�"+�����?7��O1D�����+$&� Fl�O1g�����
JK"+$�"%2�:��+$&�O.&"+$x�n14�)H!�N�O$�"eFl�O1�_�U *0��7�"�J�"%2�"

Bϕ → 0�!2��O$&���&�%$&:E�&"�7��4�!$&���&�%$&�A�+$)�������&��$&�Z�
δ
�-FG.
��, I ��"�TV>/$&�x"��+$�: limBφ→0 p �

�
φ (φ) =

δ(φ+ π/2)
U!WG7�����"�S��O2�:�pz�&Tt>����#,-�&��"�*����&T ����$�"����+���&�����+$&�apz.
'(�#7;�O����7�"kJK"%2;"%=

����"
p �

�
φ (φ)

��$&,!2;�&����"%$&�Z�s�O$����D.&�+���&�&�+,-�&����>L���e��'B"�"+$���7��h@%$&�&'YH&�&7���pz�e14�O'B"+$O=
��_PTw'(��,-����'/.
'PU
*q�&"kJK"�����"G��$D2���*����&Tw�O$g�!.92��a7;�����%$&7���T�,��n��7����&��JK�!$g,a��1�'B"���"+����60,-�&�&7�JK�!=

�;�O$�_ 7;�������&�&"+�����
φ0
�a������$&�&"%$&�%$&��.
6^ z"�'/.h��'B"+ z"�����6 '(��,-�+��'/.
'(�f7;�O����7�"kJK"%=

2�"+�����
p �

�
φ (φ)

U�	z������"+7����!�w7�������7�"�JK"�2�"����!�h7;�O�+$&"%$f��7��&�+$��&'C7;�����%$&7���T�,��tUKW�7��!=
'B"�7�_A7;�O����7�"kJK"%2;"�����T

φ
>O*����%2;"������G���)2;.
*�"�����_qH#J;2;�5'B��JK"�2���4 ~ U $86%>O��7�����"�JK"+��_

�;� 4 7�����U ~ U |86�U&W�7��
∆ = ±∆ �

�������%$&"�'B" 4 ~ U $86�S&"+1Pp .!'(�X.��+$&��T�*����&��"M�]��"%.&�%$&�&T!=
*������&"^�+�&�+$��4�������e7;���&���&�&"��+���f�%2����N��6^$��Z���g����*�"%14��6M$9>!*!$&�z�+�&��$��&"+$��+$&�O.&"+$f�+7;�)=
��� I "XFl�O1D�&���&���z1D�)H!�N�O$)��U�oMJK�;��,-�#�#��7����+.-$��+$&�����np .
'(�#��"�7�"+��"+*�"�����"l�+7;����� I _

∆ = ±∆ �

��"G��7������DJ���$e,n��1�'B"���"+����60HN��7;��,!$&"�7��e7;���+��7�"�J�"%2�"+�����y��"�7�"+'B"�������T

φ
4 7����OU ~ U |A6%U(W�7���*����;�E@%$&�&�+�E���+�;��U �B�%2�� |∆| < ∆ �

>B$&�E�%2;.
*;�OT���_P"w$��O2�*�,��
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−3 −2 −1 0 1 2 3φ
0

1

2

3

4

5

pφ(φ) ∆=0

∆=0.13

∆=0.16

������� ��������� � � ��	�� � ������
����)� ��	��	
 ������
�
���� 	�����
�� ���
� 
 ���
φ ∈ [−π, π] � ����������
 
��@���	�
������
�

� �3�����
 ��� ��� � � ��� � 	 ��	 �

Bϕ = 0.001 � ∆ � = 0.15
� 	�����������

� � ��
�������
 �����9	�� ������	������ �

�&�+"w7;�O�&���x�&_d$)�)2�,����N��6^$ �����%$&"+'/.Y��1w�����+$&�4��������7����&���&��"����!�
φ0

>(��7������DJ;�A,
7;���+��7�"kJK"%2�"+����6

p �
�

φ (φ)
,-�&��"�*�����T pz��7�����_ ��'(�O,
�+��'/.
'B�&'0�h$&�&*�,
"

φ0

U �B�%2;�

|∆| > ∆
�
> $&�]$&�&*�,��

φ0

��"l�%.- #"��%$&��.�"+$9U�oMJK����,-��>����&�+,-�O2�:&,�.��f��,�7�"��%$&�����+$&�h���%=
*�"%1D��.
��pz"�T $&�&*�,�� 7;���&���&�&"��+���?�+,-�&7��&�%$&:

φ̇
'(�92K��> $&�y�w$&"�*�"������ J;2;��$&"�2�:&��_qH

��7���'B"+3f.
$�,-�&�s�&7�"+'B"���� 1��;�4*�"������
φ
SO2���1�,��?,

φ0

U�jG�n�+7;��FG��,-"e14�O�&������'B�&�+$��

ϕ(t)
@%$&�&'/.z���&��$��&"+$��+$���.
6^$l���&*�$��5���&7���1D�&�!$)�)2�:&��_P"P.
*;���%$&,��VU � �&��$��&"+$��+$��&"�������>

.E7;������7�"�JK"�2�"������
p �

�
φ (φ)

���DH!7;���!��"+$��Z�C'(��,-����'/.
'0�h$&�&*�,
"O>/SO2��!1D,-�&T , ����*�"+1+=
��.
��pz"�T]$&�&*�,-"P7;�O�&���&�&"+�����VUNW�7�� JL�)2;:&��"�T!p#"�'r.
�&"%2;��*�"������g7������%$&7��&T�,��g�%$)� I �!=
�&�;�O7����&"�7;�O����7�"kJK"%2;"�����" ���&�%$&"���"������f��7���SO2���3]�O"+$&�Z�w,a7;���&���&'B"�7����&'/.&U � ��,���'
�&S&7��O1D�&'P>�'B�93g���5� JK"�2K�O$�:g�&_P���DJh�&S5�O$&�+.-$��+$&�����yS&��F�.
7�,
� I ���&�����&�+�g��"�7�"�HN��JL��>
���O��14�O�����&�+���d,
�9*�"��+$��&"�����_P'?��1�'B"���"+����"�'E�+$)� I ���&�;��7����&���G7;�O����7�"kJK"%2;"������f7;�)1+=
���&�%$&�sFl�O1 �h�&��7�"�JK"�2;��6M #"+���a��7;�O��� I _\Fl�O1��&�&�&Tw�����!H!7�������14� I ���s��"+��"�7��O$&�&7��
�G���D.&���+�&�&_P'�p .!'B��'PU

!V�;�O�C�%$)� I ���&����7���.
6 �!2;��$&�����+$&: ��"�7��4��$����&�%$&�
p �

�
φ (φ)

'B�43e���x�;��T!$&���+7�"�J;=
��6^607��O1D�����+$&�!.!6 *;���%$&��$O.w,-�O2;"�SN������T

Ω
X

Ω = ω � − ω1 = 〈φ̇〉 =

∫ π

−π

(

∆−∆c cosφ
)

p �
�

φ (φ)dφ,
4 ~ U {4|86

� JK"
ωc

= �+7�"�JK�!���n*;���%$&��$)�g����$&��,
�)2�"�SN�O����Tn�f��7����+.-$��+$&�����s�&��1�JK"�T��%$&�&�!�tUN*R�&SO=
2K���%$&� �+���!H!7��&���!14� I ���C�w�����%$&"+'B" �gpz.
'B�&'\��"%2���*����;� Ω ��$D2;��*��;�h�O$y��.42;� �
��7�"kJK�+$)�O�O2;��"%$y�+�&S&�&Ts�+7�"�JK����T � JK�����5*;���%$&��$�_ �����
H�7��&����_qHx,-�O2�"+SN������TE� �%$&�O=
7��&�!.g�+�&S&�%$&�&"+�����&T *;�O�+$&�O$&_Q����$&����"���"�7;�O$��&7;��>!�&_d1D�&������_PT�FX2;.
,�$O.N� I ����'B�aFl�)=
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� �9��
�������
���� � 
�� ��
���� �

�� ���
��� ��
 � � ��� �����
�����
� ���

� ��
 ����� ��	 ����� �
� 
����
��	�� 
 
��	
���� ��
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 � �
Ω = ∆

1D_�U(� 7;�OFl��,��y14����������'B���+$&�
Ω
��$a7;���+�+$�7��&T�,��

∆
>V7;���+��*��!$)������_P"5J;2;�s'B��JK"�2��

4 ~ U $86�> ��7�����"�JK"+��_ �;�w7�����U ~ U ��U(*q"�2���*������
Ω
�
2K���&���n'B"��!��"+$��Z� �]��1D'B"+��"�����"�'

7;���+�+$�7��&T�,��V> �&S&7;�O #�O���+: � ���O2�:g$&�O2�:�,
�a��$��&*�,-"
∆ = 0

UVW��O2;.
*�"�����_P"]����7��!=
�+.-$��+$&�����cpz.
'(� ,�7����&_P"r7;�������O2K������6M$&�Z� 'B"+35J�.Y,�7����&��Tt>d������$&�&"%$&�%$&��.
6^ z"�T
�����+$&"+'B"5S&"+1 pz.
'(��>K�h��7N��'B�&T

Ω = ∆
>���$�7;�O3]�O6^ #"+Ts���O2����&" �O$&�+.-$��+$&����"]�����!=

H!7��&���!14� I ��� 4 pz$�7��!H-= ��.
��,!$&��7 6�U �/��,���' �&S&7;�)1D�&'P> �;�)2���*���"y��2;.
*;��T���_qH����D.&�%=
�����&��,��
Hf�&��1D'/.- z"�����Te��7����&��JK�!$z,]$&�&'/.�>N*�$&� ��7�"kJK���!�g*����+$���$)�#����$��&,-�O2�"+SN������T
��"M���&���;�9JL��"%$z� *;�O�+$&�O$&�&Tg�&��1%J�"�T��%$&�&���V>����;�9HN��JK��$��Z� 'B"+35J�.5*;�O�+$&�O$&�&Tg�&��1%J�"�T!=
�+$��&���h�w*;�O�+$&�O$&�&Ty��"��&��1�'/.- #"�����_qHr���O$&�&,-�O2�"+SN������TtULo^J��;��,-��>�"���2��h���!$&"��������O=
���&�%$&:spz.
'(�wJK�&�%$)�O$&��*����r'(�)2K�h1D���&���+��'B�&�+$�:

Ω(∆)
��'B"+"+$sH-�O7;��,�$�"�7���.
6 J;2;�

�����!H!7��&����1D� I ���e���&*�$��e����7���1D����$)�)2�:&�!.!6 	 ���O2;�&*�,�. �kU � 7��&�%$&�&'E����$&"+�������&���&�%$&�
pz.
'(�]$)��,
�O� 	 ���O2;�&*�,
� �����&�+$�"���"+���������+*�"+1D��"+$9U
W�7��<��.42�"����&TQ7������%$&7��&T�,
"x��7�"�JK���!� *;���+$���$)�Y�O��$&�&,-�O2;"�SN������TQ�+�&�&�;�4JL��"+$C�

*;���%$&��$��&T?�&�O1%JK"+T��+$��&���t>����n@+$��h��"]��1��;�4*;��"%$9>�*!$&�h��'B"�"+$w'B"��%$&�w@�FGFG"�,�$����&�;�O�
�����!H!7��&����1D� I ���Q� ��'B_P��2�"s14�)H!�N�O$)� Fl�O1D_ �;�EJ;2��!$&"%2;:&��_qH ����$�"�7��&�)2K�)H �&7�"%=
'B"����tU�o 1D�)H!�N�O$&"fFl�O1D_0'B�43e���n�+�&�&�&7���$&:�> "+�%2��x,-�&@�FGFG� I ��"���$w@�FGFG"�,�$����&����T
JK��FGF�.-1D���a7;�)1D���&�%$&�aFl�O1���7�������'(��"%$zJK�&�%$)�O$&�&*����]'(�)2�_P"X1D���9*�"������VU;�G��,���2�"%=
J�.�"+$s��1 4 ~ U vA6���7��

∆ = 0
,-�&@+FlFG� I ��"���$ B ���

.!S�_P�N��"+$h�e7����+$&��'[��'B�!2���$O.DJK_
�&��1�JK"�T��+$&�����Z4 �;��7;�O'B"+$&7��

∆ �

�#.
7;�O�&��"������Z4 ~ U $A6 ��2�6uS&��"�"����]14�4JL��������"�'(�)2��&"
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 �

1D���9*�"�����"x'B�435"+$CS&_d$�:A���O2;.
*�"����A$&�)2�:&,-�A��7��Q����7�"�J�"%2�"+�����&' 1��;�4*�"������
∆ �

U
���;�4*�"z�+�&�&�&7N�V>L�%.
 z"��%$&��.�"+$h��'B�!2���$O.DJK��_PTs���&7��&�z�&_P�!.
35JK"+�����&Ty�+���!H!7��&����14�)=
I ���n�f�����%$&"�'B" �Xpz.
'B�&'PU
jG��,-�&��" I >57;���+��'B��$�7���'P>],
��, @+�&�O2�6 I ���&����7�.&"%$ ����"�,�$�7;�)2�:&���O� �
2���$&���&�+$�:

'B�� z���&�+$��g�+���!H!7��&����1D��7!.&"�'B_qHe���O$&�&,-�O2�"+SN������Tf����7����+.-$��+$&�����epz.
'(��>��������)2�:O=
1�.O��J;2;�a@+$��&���]Fl�O1��&��.
6\'B��JK"%2�:�4 ~ U $A6%U !t�OFl��,
�+��7�.�"�'�7;�O���+$�7��&T�,!.

∆
�a����$�"��!=

�����&���&�%$&: p .
'(� �f��7��&��2�"�JK��'?@��&�)2�6 I ��6 �+��"�,!$&7;�)2;:&���&T��
2���$&���&�+$���'B�� #���&�+$��
,-�O2�"+SN������T

x(t) = cos(ω1t+ϕ(t))
��7�� .
�&"�2���*�"+�����

∆
�
4 $9U "�U)��'B�
2���$�.DJK_ �&��1%J�"�T!=

�+$��&���?6%U ��"+1+.92;:9$)�)$&_ 7;�O��*�"%$&�&� ��7����&"�J�"���_[�;�e7�����U ~ U 0
ULW�7��h'(�)2��&'�1��;�4*�"������
∆

�
�h����"+,�$&7�" 4 ,�7����N�)��{[6�> ,�7���'B"��&�+$�7��&�+�s����,
�y�;�y*;���%$&��$�" �&��1�JK"�T��%$&�&�!�

ω14 $�"��&7�"+$&��*�"��+,��n= @+$�� JK�O2;3g�;� S�_d$&:
δ
= F�.
��, I ���?6BH&�&7���pz�5�&�
JK�;� ����"+,�$&7;�92�:&�;�O�

2��������f�M'(�O,
�+��'/.
'B�&'?�;����"+,-��$&�&7��&Te*;�O�+$&�O$&"
ω �

>&�+�&��$��&"+$��+$&�O.!6M 5�O� ����$&��,
�)2�"%=
SN��������'PU � ���+�+$&�4������"f'B"+35J�.h�+��"�,!$&7;�)2;:&��_P'B� '(�O,
�+��'/.
'(��'B�r7;���&���

Ω
U � 7��O=

�+$��&'
∆

�
�+��"�,�$�7;�)2�:��;�O�E2;������� ����$��&,-�O2�"�S&������TE��'B"+ #��"+$��Z� �n�+$&��7��&��.

δ
= ����,!�

�e��7���@+$��&' .-p#��7-��"+$��Z� 4 ,�7����N�O� ~ 6%U!oXS&7;�O1+.&"%$&�Z��pz��7��&,���T���:&"kJK"��%$)�)2n����"+,�$&7��
�#'(��,-�+��'/.
'B�&'P>V�+'B"+ #"+����_P' �;�e�&"�2���*�����.

Ω
�O$&���&�+��$&"�2�:&��� *����+$���$&_0�&��1�JK"�T!=

�+$��&���
ω1

U � 'B"+ z"�����"g'B�435"+$nS&_d$�:h�&*�"+��:a'(�)2���> ���n����"�� JK�w��$D2���*����h�O$w�!.92��t>
"���2��

∆ 6= 0
� 1D�;�4*�"+����"

∆
�
,-�&��"�*���� 4 ,�7����N�O�w|86�U
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������� � ����� � ��������	�� ��� ����� � 
����
x(t) = cos(ω1t + ϕ(t)) � � � � ϕ(t)

� � � �	����� � 
 � ���	� � 
 ��	��	� 
���
 ��� 

� ��� � 	 ��	 � 
���������	��	� �	
 
���
0��
 ������
�� ��	���������	�� ��� �

∆ = 0.1
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������� � � ���K��
�������
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�
Bϕ = 0.01 � ��� ������� � ����� ��������� �
���

ω1 = 0.9
� � ��� � � � ����� � � ��	��	� 
���
 ���(����������	�� 
�� 
���	�
 ��	��	� �	
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 ��������� ��� �	����� � ��
���	�� ��� 	�� ��� � � � �

$ ��� � 1 2 $0H "72@'6* $ "",.-7/ "%$71 2�4%$"' B �9291 $05 29-7H / "%$"D&�&* B $",
2���8 /95 �#"&�3-02�8:/�-0/�� � I"-%$0* F)8:*#8 ��$ $ % F.H 2

� �O����'B�O$&7���'0��1D����'B��.
6 �+���!H!7��&���!14� I ��6 J���.NH?�+"���"+7;�O$&��7��&��>�����JK"�7N3]�) #�!H
���%$&�&*�����,��hp .!'(�!U�W�.��+$�:e��� H&�DJ��;�O�w'B�DJ�"%2�:f��'B"�"%$��&�-J]X

ẍ1 + ω2
1x1 = (λ1 − x2

1)ẋ1 + γ1(ẋ2 − ẋ1) +
√

2D1n1(t),

ẍ2 + ω2
2x2 = (λ2 − x2

2)ẋ2 + γ2(ẋ1 − ẋ2) +
√

2D2n2(t),
4 ~ U { � 6

� JK"
n1(t)

�
n2(t)

�E��"+1D���&���+��'B_P" ���%$&�&*�����,��C�+$)���
JK��7�$&���&���r���D.&�+���&�N�sS&"�2��&�+�
pz.
'(��>

D1

�
D2

� ���&�%$&�4������_P"�>B14�9JK��6^ z��"w����$&"+�����������&�+$�: pz.
'(��>
γ1

�
γ2

�
,-�&@�FGFG� I ��"���$�_ �+����1��t>

ω1

�
ω2

�s�;�O7;��'B"+$�7�_�>�.!��7;���O2;��6^ z��"e�+�&S&�+$��&"�����_P'B�
*;���%$&��$)�O'B�w�+"���"+7;�O$&��7��&��U�W�"�7�"%HN��J��n,�.
,-�&7��&*�"�����_P'Y�+$&�DHN���+$���*�"��+,���'�.
7;������"%=
������'A�a��7�"���"+S&7�"����)�y��'B�
2���$�.DJK��_P'B�w�&�O1D'/.- #"+������'B�V>K���O2;.
*;��"+'Y�%2;"�J�.
6^ .
6
�����+$&"+'/.Y�%$&�DH-�O�+$&��*�"��+,��!H�.
7;�O�&��"�����Tt>(�&�����+_P�N��6M #�!H JK������'B��,�. Fl�O1a�;�O7 I �!=
�)2�:���_qHn��"+��"�7;�)$&�&7����

ϕ̇1 = ∆c1 sin(ϕ2 − ϕ1) +
√

2Bϕ1n12(t),

ϕ̇2 = ∆−∆c2 sin(ϕ2 − ϕ1) +
√

2Bϕ2n22(t).
4 ~ U {[0A6

!�JK"+��:f��"�7�"+'B"�����_P"
ϕ1(t)

�
ϕ2(t)

��7�"�JK�%$)���O2;��6^$e���&S&��Tn��2;.
*;��T���_P" ,-�&'B������"��!=
$&_ ���O2���_qHlFl�O1(��"�7��&�����M� ��$��&7��&�+�^�+"���"+7;�O$��&7��&��>4�+�&��$��&"+$��+$&��"�������>&�

n12

�
n12

�
��"%14���&������'B_P"5���%$&�&*�����,��s�%$)���
JL��7!$&���&�+� ���D.&���+�&�N��S&"�2��&�+�gpz.
'(� 4 〈n12(t)〉 ≡ 0

>

〈n22(t)〉 ≡ 0
> 〈ni2(t)nj2(t + τ)〉 = δijδ(τ)

>
i, j = 1, 2

6�U WG��7���'B"+$�7�_ 'B�DJ�"%2��
4 ~ U {[0L6n���O��14�O��_ �?�;��7;�O'B"+$&7���'B�[��� HN��JK����T0'B��JK"�2��H4 ~ U { � 6a�%2�"kJ�.
6^ z��'B� �+�O=
��$�����p#"+������'B�YX

∆ =
ω2

2 − ω2
1

2ω1
≈ ω2 − ω1

�
∆c1 =

γ1

2

√

λ2

λ1

�
∆c2 =

γ2

2

√

λ1

λ2

�

Bϕ1 =
D1

8λ1ω2
1

�
Bϕ2 =

D2

8λ2ω2
1

U=*q"�2���*������
∆
��7�"�J��+$)���O2���"+$ ���&S��&T *;���%$&��$���.
6

7;���+�+$�7��&T�,�.���"���1D����'B��JK"+T��+$���.
6^ #�
Hn��"���"�7;�O$��&7��&��>
∆c1

�
∆c2

�&��7�"kJK"%2;��6^$9>��+�O=
��$��&"+$��+$&��"�������>��O2��!������"M��$��&7��&�+� �+"���"+7;�O$&��7;�z�;�G��"�7��&_PTe�g��"�7����&���l�;�G��$&�&7��&Tt>
�
Bϕ1

�
Bϕ2

1D�9JL��6M$ ����$�"����+���&���&�%$&�<Fl�O1D���&_qHAF�2�.!,!$�.N� I ��TR� �+"���"+7;�O$��&7;�)H
��7��w��$&�%.-$&�+$��&���s�+����1��w�t>;$)��,���'��&S&7��O1D�&'P>
H-��7;�O,�$&"+7���1�.
6M$ p#��7�����.n����"+,�$&7����
����$��&,-�O2�"+SN������TVU

�X1e.
7;������"�����TC4 ~ U {[0A6l��2�"�J;.&"+$r.
7;������"�����"gJ;2;�?'B�+���&�&"+�����&T 7;�)1D���&�%$&� Fl�O1
��"+��"�7��O$&�&7��&�

ϕ(t) = ϕ2(t) − ϕ1(t)
X

ϕ̇ = ∆−∆c sinϕ+
√

2Bϕn(t),
4 ~ U {%$86

� JK"
∆ � = ∆c1 + ∆c2

� �;��7���'B"+$�7t>#H-��7;�O,�$&"+7���1�.
6M #��T`� 2;.
S&����. �����!1D�t>]�
√

2Bϕn(t)
� ���D.�������� S&"�2�_PT]pz.
'E�P����$&"+�����������&�+$�:&6z>
��,
2K�9JK_P�N�O6^ #"+T��Z�g��1 ���!=

$&"+�������&���&�%$&"�T ���+$��&*�����,-�&�apz.
'(�a,
�O3]J��&��� ��1]�+"���"+7;�O$��&7��&�/X
Bϕ = Bϕ1 + Bϕ2
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4 � �+�!2;.s�%$)�O$&���+$&��*�"��+,
��T ��"+1D���&���+��'B�&�+$��E���&�%2�"kJK���!H/6�UY\X7;������"�����" 4 ~ U {%$86^�O�;�)=
2��&�+��*����].
7;���&��"�����6 4 ~ U $86%>������%2;"�JK�&�&�������&'/.��5��7�"�J�_ J�.- #"�'R7��O1%JK"�2�"�U !t�O'B"��;�
,-�&������.&���h�;� �����!.&�f�O2�����"+$n$&�O2�:�,
�n�;�a���&�%$&�4�����!.!6 ,-�&'B���&��"���$O.E��"�7�"+'B"�������T

ϕ
�t>P������$&�&"%$&�%$&�&"+������>M�;� ,-�&�&7�JK���;�)$�.<'(��,-����'/.!'(� �!2��O$&���&�%$&�Q�&"�7��4�!$&���&�%$&�tU

	l2;� 'B��JK"%2�� 4 ~ U {%$86f��7��
∆ = 0

'(��,-����'/.
' 7;�O����7�"kJK"%2;"������
φ
�;�)HN��JK�!$&�Z� �

��.42�"OU * �&S� z"�'\��2;.
*;��" ���&�%$&�4�����;�O� ,-�&'B������"���$)�s7;�)1D���&�%$&� Fl�O1�����7�"�J�"%2;��"+$O=
�Z� $&�����&' ���O��1D�C�;��7 I �;�)2�:���_qHC��"+��"�7;�)$&�&7���� �x��� HN��JK����TY'B��JK"%2;� 4 ~ U { �86%U@� �)=
,���'h�&S&7;�O1��&'P>4�u��2;.
*;��" ��14����'B�DJ�"�T��%$&��.
6^ z�!H#1D�Opz.
' 2�"+����_qHz��"+��"�7;�)$&�&7�����>O,
��,
�r�a�%2;.
*;��"]��"+7�����JK��*�"���,-�&�+�h�&�O1%JK"+T��+$��&���x�;�e14�)pz.
' 2�"�����_PT?��"+��"�7��O$&�&7V> ��'B"%=
"+$��Z� ,-�&��"�*��;�O�?��SO2K���%$&:h1��;�4*�"�����T 7;�����%$&7���T�,��t>/�h,
�O$&�&7���T?�;��SO2;6 JL��"+$��Z� @�FX=
FG"�,�$����&�;�)� �����!H!7�������14� I ���t> ���&�%$&�4�� #�O� �h14�9H��&�O$&" Fl�O1 ���aJK�&�%$)�O$&�&*����hJ;2��!=
$&"�2�:&��_qH?����$�"�7��N�92K�)H �&7�"�'B"+���tU WG7��?@+$��&'\7;�O1����&�+$��;�O� *����+$���$)�y��"+��"�7;�)$&�&7����

Ω = 〈ϕ̇2(t)〉 − 〈ϕ̇1(t)〉
�&,
�O1�_P�N��"%$&�Z�xSO2���1�,
�a,s�!.92;6z>LH&��$4�r�+$�7��&����"f7����&"����+$&���

Ω = 0
��'B"+"+$n'B"��%$&� $&�)2�:&,-�w��7��r��.42�"��&��Tx7������%$&7��&T�,
"OU]�qFGFl"+,�$n�����
H�7��&����1D�)=

I ���g14���&������$z��$z� 2�.!S�����_<�����!1D� ∆ �

�e�+.
'B'(��7����&T����!$&"��������&���&�+$��ap .
'(� �&S&���!H
��"+��"�7��O$&�&7��&��U�W�7��s�%2���S&�&Ty�+����1��r�sS&�O2�:�pz�&'�pz.
'B"]@�FGFG"�,!$&���&���O�s�����!H!7��&���!=
14� I ���n��"G�;��SO2;6 JL��"+$��Z�nJL�)35"��]�%2;.
*;��" ∆ = 0

U
� �O����'B�O$&7���'P>
,
��,-�&�N�GS�.DJK"+$lp#��7����;�z�+��"�,!$&7;�)2;:&���&Tg2;�������g�����!H!7�������1D���N���!=

��_qH5����$&��,
�)2�"�SN�O����TtUNW�7���SO2���35"+�����&"d���;�)2��!$&��*�"+��,-�&" 7�"%p#"�����"qJL��������T#14�9JL�4*��
'B�43e���s�;��T�$��A� � 2�> ~f� � U9!�JK"+��:r'B_ ����7;������*���'B�Z�C7�"%1�.42�:4$)�O$)��'B�t> ���O2�.!*�"�����_q=
'B� *�����2�"������yJ�2;� 'B��JK"%2�� 4 ~ U {%0A6%U �G�)2�"�SN�O����� ���O$&�&�+"���"+7;�O$&��7��&�rS�.DJK"�'[14�4JL�)=
�N�O$�:z�l�&�
JK"

x1,2(t) = cos(ω1t+ϕ1,2(t))
>-��7�"+��"�S�7�"����O����'B�!2��!$�.DJL��'B�t>N1��;�4*�"����!�

,-��$&��7�_qH ���)2K������"+'\���&�+$��4������_P'B�VUBWX.&�+$�:
∆ = 0

4 7������%$&7��&T�,!�s��$��+.-$&�%$&��.�"+$86%U
� ��"+,�$&7�_ ,-�O2�"+SN������T ��'B"+6^$yFG�&7�'/.h2��&7�"+� I "������&�w�g'(��,-�+��'/.
'(��'B� �;�a��JK���&T
� $&�&T 35" *����+$���$&"

ω0 = 1
UBW��O2;.-pz��7����;�r����"�,�$�7;�x,
�O35JK�&�+�s��1a��"+��"�7��O$&�&7��&�

7;�����;�?���&�O$&�&"%$&�+$���.
6^ z"�'/.Q,
��@�FGFG� I ��"+��$�.<@+FlFG"+,�$&�������&T�JK��FGF�.
1���� F �)1D_VX
B ��� �

�!2��
B ��� �

UVW�7��h��$&�%.
$��+$��&���r�����!1D�:4
∆c1 = ∆c2 = 0

6P��'B"+"�' X
B ��� � = Bϕ1

�

B ��� � = Bϕ2

UN*q_PS�"�7�"+'
Bϕ1 < Bϕ2

>�$9U "OUL�+��"�,�$�7r��"�7����&�����+"���"+7;�O$��&7;�e.-35"�>K*�"+'
����"�,�$�7y��$&��7��&����U
jG�l7�����U ~ U $l��7����&"kJK"���_R�+��"�,!$&7�_<,-�O2�"+SN������Tg��"�7��&�&��� ��"+��"�7;�)$&�&7;��J;2;�5JK��.NH

1D���9*�"�����T
∆c1

��7��nFG��,-����7����N��������'
∆c2

U�oXSN�5�%2;.
*;�O�w������$&�&"%$&�%$&��.
6^$�@�FGFG"�,!=
$&���&���&Tx�����
H�7��&����1D� I ���t> ,-�&� JK� 1��;�4*�"������ B ��� �

�
B ��� �

SO2��!1D,��r'B"+35J�.h���&S&��TtU
� ��"+,�$&7g��$&�&7��&���G��"+��"�7��O$&�&7�� ��7;�O,�$&��*�"���,��e��" ��$D2���*;��"+$��Z�e�O$G����"+,�$&7;�l��"�7��&�&���
��"+��"�7��O$&�&7��g�n�;�f7����+.
��,-"l��"G��1D�&S�7;�O35"+�tU

�B���+.
����, ~ U vh�!2�2;6u�+$�7���7�.�"+$E14���&������'B�&�%$&�C�;��7 I �;�)2�:&��_qH ,-�&@�FGFG� I ��"+��$&���
B ��� �

�
B ��� �

��$f�;��7;��'B"%$&7;�]���O��1D�
∆c1

U
��"%1�.42�:4$)�O$�_�> ��7����&"kJK"�����_P"#�;�f7�����U ~ U $g� ~ U v
>K�+�&�
JK"%$&"�2�:&�+$���.
6^$9> *�$�������"�,!=

$&7�_?�����
H�7��&����_qHl,-�O2�"+SN������T S�.DJ�.-$ .-35"�>�"��%2;� �+"���"+7;�O$&��7t>9�&,
�O1D_P�N�O6^ #��T S&�)2�:O=
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B �����

p#"+"X�&��1�JK"�T��+$&����" 4 �+���!H!7��&����1�.
6^ z��T 6 ���O2;��"%$&�Z� 	 'B"���"�"^1D�Opz.
' 2�"+����_P' �X�t>-�;�)=
�&S&��7���$9>;����"�,�$�7�_ p#��7�"�>�"���2��w�+���!H!7��&����1�.
6^ z��Ts��"+��"�7��O$&�&7 	 p .!'B�!$e�+�!2�:&��"+" �ZU
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$ ��� �;E �9/ � E

*xJL�������&T]� 2K���&"P'B_C7;���+��'B��$�7�"%2;�e,!2K�O������*�"��+,�.
6 1D�9JL�4*�.5Fl�O1��&�&�&�+�X14�)H!�N�O$)�
�w����$&����"���"�7;�O$��&7;�)HL>��;�)H&�DJ;�� #�
HN�Z�?���DJ?�&��1�JK"�T��+$&����"�'\��2;.
*;��T���_qHE�+�!2�U('q_q2��
���&,
�O1D������>P*!$&� pz.
' ��7�"+����$��+$���.&"%$<�����!H!7�������14� I ��� �O��$&�&,-�O2;"�SN�O$�"%2�:���_qHQ���!=
�+$�"�' 4 ,
��,y��_P��.-3]JK"+�����&TV>K$)��,s�h��14����'B���&T 6�>L��7����&��J��y,h�%2;.
*;��T���_P'<��,
�4*�,
��'
7;�O1����&�%$&�yFl�O1�UKo^J��;��,-��>�"���2��wp .!' JK�&�+$)�)$&�&*������%2K�OS&_PTt>�'B�43e���f�&�&"+�+$��h���&�!�!=
$&��"f@+FGFl"+,�$&���&���&T�4 ��"+�+$�7��&����T 6X�����!H!7�������14� I ���tU �qFGFG"�,�$����&�;�O�r�+���!H!7��&����14�)=
I ��� ��" �����!14�����M� S&��F�.
7�,
� I ��������_P's��"+7�"%H&�DJ��&'s�z��"(��'B"+"+$�*�"+$&,-�&�+�X,�7��!$&"�7����tU
� 7;����� I _�@�FGFG"�,!$&���&���&Tg�+���!H!7��&����14� I ���e.&�%$)���;���)2����N��6M$&�Z�g.&�%2;�&�&���/X&2���S&�G�;�)=
,!2K�4JK_P�N��"%$&�Z� $&7�"�S&�&�&������" �;�h��S&���)2�6^$���.
6`�&"%2���*�����. ��'B"+ z"����!� *;���+$���$&_

Ω
>

,-��$&��7;�O�]��" J��O2;3g�;�u��$�,!2��&���!$&:&�Z�]�O$���.42;�5S&�)2�"�"O>�*�"+'E�;�M14�9JL�O����.
6R�&"%2;��*�����. �
2���S��z$&7�"+S�.
6^$9>;*�$��&S&_<,-�&@�FGFG� I ��"���$]@+FlFG"+,�$&�������&TeJK��FGF�.-1D��� 7;�)1D���&�%$&� Fl�O1

B ���
��"G��7�"����&� HN��JK�!2s��"�,-��$��&7��&�+�]JK�&�%$)�O$&��*����e'(�92��&���]1D���9*�"������VU
W�7��R���+�%2�"kJK�&�N�������<�O2����������Rpz.
'(�?�;� �O��$&�&,-�O2;"�SN�O$�"%2�:���_P"E�+���+$�"�'B_ 'B_

�&�+7;������*��!2����+:c,��N�)1D������7�'B�&����*�"+��,���'B� 7�"+3g��'(��'B�0��"+��"�7�� I ���t>G7;�O����'B�O$&7�"�2��
�����!H!7��&����1D� I ��6 $&�O2�:�,
�e�;�g�&�+���&�&���&'Y$&����"z�w�g7;�O'B,!�9HhFl�O1��&�&�&�+�g��7���SO2��!35"%=
�����VU;oMJK�;�O,
�5�����%2;"�JK�&�&������_P"G�;��'B�e�;�#��7��&�%$&"+T�p#�!H 'B�DJ�"%2;�
H @�FGFG"�,!$&_ ���&�Z��$
S&�O2;"�" �&S� z��T#H-��7;�O,�$&"+7e�]���O2;.
*�"+����_P"^7�"+1+.92;:9$)�)$&_R,
�4*�"��%$&�&"+�����z�+��7;����"�J;2����&_
J;2;�YS&�O2�"+"h��2��43e��_qHC$������&� �O��$&�&,-�O2;"�SN������T 4 7�"%2K��,-��� I ���&����_qHL>d,��N�O1�����"+7����O=
JK��*�"���,��!HL>!H-���O$&��*�"+��,��
H?6�U �qFGFG"�,�$����&��.
6 �+���!H!7��&���!14� I ��6 'B�43e��� �;��SO2;6 JL�O$&:
��"u$��O2�:&,-�5�;� �&�������&���&'?$��&��"�>����z$)��,�3#"X�;�z����7�'B�&����,
�)H����+.
S&����7�'B�&����,
�)H � 2&� U
* 2��!������"^��'B�!2;��$�.DJK��_qHgFX2;.
,�$O.N� I ��T��;��@�FGFG"�,�$����&��.
6 �����
H�7��&����1D� I ��6 >!�&�+�O=
S&"+����� ��7��sS��O2�:�pz�&Tr��'B�!2��!$�.DJK"5�����!H!7��&����1+.
6^ #"+���w�����+�;�)2K��>K$)��,�35"z��"#S&_q2K�
7;���+��'B��$�7�"����w�fJK�������&Ts,�������"OU�oMJK�;��,-� @%$&��$a�&����7��&��JK� �;���%$&�4�� z"����a�&7�"�'B"����
�%2���S&�]�&����"+ #"+�w�#2��!$&"�7��O$�.
7�" �n�!.
35JL��"%$&�Z�w� JK�&���)2�����$�"%2�:&��_qHh�����%2;"�JK�&�&�����!=
�!HLU



� ��� � ��� ��� ��������	���
 ��� � � ����� ����� � ��
�� 
������
� �)����� � �����

� ��������� �!�#"%$&�

W��&�%2;" JK"+$)�)2;:&���&�+�n7������+'B��$&7�"+�����xF�.
�
JL��'B"+��$)�)2�:&���&Tx1D�9JL�4*��r� �����!H!7��&���!=
14� I ��� ��"+7�����JK��*�"+��,��
Hw����$&��,
�)2�"�SN�O����T "��%$&"+�+$&��"������g��"�7�"�T�$��w,���2�"�J;.!6M #"+Tw���
.
7��&�&��6c�%2;�93g���&�%$&�e1D�9JL�4*�"&X!���+�%2�"kJK�&�N�O����6c1D��,-�&���&'B"+7����&�%$&"�T �+���!H!7��&����14� I ���
,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,��!HQ,
�)2�"�SN�O����TtU ' .4J�"�' 7;�����+'(�O$&7����N�O$�:A�;�O��S&�O2�"+"y��7����+$&��T
�%2�.!*���TwJK��.NH!*;���%$&��$���_qHx,-�O2�"�S&������Tt>K�&S&7��O1D�&'Y,
�O$&�&7�_qHy��Fl�O1D���&�&'���7��&�+$�7;���!=
�+$��&"]���O2;��"+$��Z�rJK�O.!'B"+7���_PTx$&�&7tU ��"�*�:w���&T
J�"+$w�n�+���!H!7��&����14� I ��� .&�%$&�&T�*����&_qH
Fl�O1D���&_qHs$&7���"�,�$��&7���TsJK���;�O'B��*�"��+,-�&T �+���+$�"�'B_ �;�gJK��.
'B"+7����&' $&�&7�"OU��G��,r��1+=
�&"+�+$&����>��;�dJK��.
'B"�7����&'s$&�&7�"q�&��1�'B�43e��_EJ��&" �%$&7�.
,�$O.
7�_Y$&7���"�,�$��&7���TVUNW�"�7��N�)�)�
@+$��57�"+1��&�;�������;�O���+$&7!.!,!$�.
7;��>;��$��&"�*���6^ #�O� 	 �!1D_P,
��' �^7����O2�:9JL� �^�u7;� I ���&�;�92�:O=
��_P' *�����2��&'<�&7;�O z"����!�

Θ = p : q
>V� JK"

p
>
q
� I "�2�_P"5*�����2K��UtW�7��!$4�������N��6^ z"�"

��7�"kJK"%2;:&���&"�'B���93#"��+$��&�yFl�O1��&�&_qHx$&7;�O"�,�$��&7���T �w�%2;.
*;��"e7�"+1��&�;�����+�&�h���aJK��.N=
'B"�7����&'c$��&7�"e"+�+$�:h���E*�$&�w�����&"f,
��,E.��+$&��T�*����&_PT ��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,!2�>��+��"�,�$�7
'B�� z���&�+$��e,-��$��&7��&�+�lFG�&7�'(�)2�:&�����+��JK"�7N3g��$�2���p#:l��JK��.z��"+1D���&���+��'/.
6 *����+$���$�.

ω0
�n"+"�����7�'B�&����,��

nω0
U?* $��&7;�O���+$&7!.!,!$�.
7;�e��$��&"�*���"+$]$)��,n�;�O1�_P�N��"�'B_P'C@�7����O=

JK��*�"���,���' ,
�)2�"�SN�O������' �dJK��.
'/�e7;� I �����;�)2�:&���z��"+�����!14������_P'B� *;���+$���$)��'B� ω0
�

ω1

U ������2�� �&7;�O z"������
Θ
�d@+$&��'h�%2�.!*���"(�&_P7;�O3]�O"+$&�Z�l��7�7;� I �����;�)2�:&��_P'h*�����2��&'PU

� ��"+,�$&7s'B�� z���&�%$&�h,-�O2;"�SN������Th�f@�7��+��JK��*�"+��,���'<��2;.
*;��"l�&,!2�6^*;��"+$5JK�&"l7;� I ���O=
�;�)2;:&���f��"��+����1D������_P"l*;���%$&��$�_ �a�;��S&�&7n,-�&'BS&����� I ���&����_qHa*;���%$&��$ nω0 ±mω1

>

n
�
m
� I "�2�_P" *�����2K� ±1,±2, . . .

U � "+*�"����!�eWX.&����,
��7�" 7�"%1D�&�;�O�����������l�f@+7�����JK�
=
*�"+��,-�&���eJK�O.!'B"+7����&�+� $&�&7���� �+.- #"+�+$&��"������w��$D2���*���6^$��Z�tU]*c��"+7��&�&'<�%2�.!*���"]@+$&�
,-�&��"+*����&"M*�����2�� ��"�����JK�&�!3e��_qH]$��&*�"+,t>N14���&���Z�� #"+"^�O$ ��"%2���*�����_�*����%2K�G�&7;�O z"%=
�����

Θ
>��&�]��$&��7��&'Z�e1D��'B,���.-$)�O�w�����&��7��;���!$&�;�O�n,�7����N�O�VU

�u���)2���1E��7��&S)2�"�'B_ �+���!H!7��&���!14� I ���\,��N�O1�����"�7�����JK��*�"+��,��!H ,-�O2�"�S&������TQ�;�)=
*���"+'A��7�"+1D���;�����+���&���]��2;.
*;�O�t>��z14�O$�"�'Y��"�7�"+T
JK"�'A, �%2;.
*;�O6\@�7��+�DJ���*�"��+,��!Hw,-�O=
2�"+SN������TVU
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� ��$ � 1 2 $0H "72@'6* $ "",.-7/ "%$71 2�4%$"' �!��F ,6* $0H H �38:- $7D "0/
* �@'.1 2 "%"0E ,65 �#"%�3-02�8 /�-7/ � �����31 /�"72 "0* "7E��NI"-&� �!� ?�� "0E��
4%$ B ? "02 �!�9F)H �3-%"7/9H 8:/�-&�

� �O����'B�O$&7���' JK"+$)�)2;�h,!2K�O������*�"��+,
�����e'B"�H-������1D'(�]�����
H�7��&����1D� I ��� JK��.NHa���O�!=
14�O����_qH<�+"���"+7;�O$&��7��&�C��"�7����DJ���*�"��+,��!HQ,-�O2�"+SN������TVU * ,!�4*�"+�+$��&"E����7 I �;�92�:&���&T
����$��&,-�O2�"+SN�O$&"�2�:&����TC�+���+$�"�'B_ �&_PS&"+7�"�'['B��JK"%2;:y��"+��"�7;�)$&�&7;�-*d�O�xJK"�7?WG�)2;�?�
7�"%3e��'B"5��7�"�JK"�2�:&������� I ��,!2K� ,
��,x�&S&7;�)14�e.&�%$&�&T�*����&_qHx����*�$&�x����7�'B�&����*�"��+,��!H
,-�O2�"+SN������T X

ẋ1 = y1,
ẏ1 = (m− x2

1)y1 − α2
1x1.

4 |�U {[6

!�JK"+��:
m
�l����7;��'B"%$&75�&��1�S�.-3]J�"������V>

α2
1 = (2πf1)

2 > f1 = 1/T0

>O� J�"
f1

�G*;���+$���$)��>

T0

� ��"�7����DJc,-�O2�"+SN������TtUd�G��,YH&�&7���pz� ��1D�&"+�+$�����> ����$��&,-�O2�"+SN���������?�����%$&"+'B"
4 |!U {[6t�&�O1D����,
��6M$u���%2�"kJK�+$��&��"qS���F�.!7�,!� I ���%�^�
JK7������&�N�)= 
X�&��F �P� $&�&*�,
" m∗ = 0

>
�!Hw��'B�
2���$�.DJL�]��7��

m > m∗ 7;�O�+$&"%$���7��&���&7 I ���&�;�)2;:&��� √m U* ,
�9*�"��+$��&"u�O$&�&7���Tg�+���+$�"�'B_R7;���+��'B��$�7���' $���$l35"P��"+��"�7;�)$&�&7 *d���#JK"�7gW��O2;�
4 |!U {[6�>����&"�J��E7;���+�+$�7��&T�,�. ���y*;�O�+$&�O$&"-4

α2 6= α1

6%U ' .DJK"�'\�����%2;"�JK�&�&�O$&:s7�"%3e��'
����$��&,-�O2�"+SN������Tw�]�%2;.
*;��"l����'B'B"+$&7���*����&Th�����!1D�n'B"+35J�.��+"���"+7;�O$&��7;��'B� � X

ẋ1 = y1,
ẏ1 = (m− x2

1)y1 − α2
1x1 + k(x2 − x1),

ẋ2 = y2,
ẏ2 = (m− x2

2)y2 − α2
2x2 + k(x1 − x2).

4 |�U ~ 6

!�JK"+��:5�;��7���'B"+$�7
k
HN��7;��,!$&"�7���1�.�"+$��%$&"+��"���:f�&��.-$�7�"�����"�Tn�����!1D�a'B"+35J�.g��"���"�7;�)=

$&��7;��'B�t>;�;�O7;��'B"+$�7
m
S�.DJK"%$g��JK���;��,-�&�&_P' J;2;�a�&S&���!H �+"���"+7;�O$&��7��&��>��#*;�O�+$&�O$&_

α1

�
α2

�&_PS&"+7�"�'A7;�O1%2���*���_P'B�V>L���zJK���+$)�O$��&*����gSO2���1�,���'B�aJ�7�.
� ,eJK7�.
�%.&U
� �O����'B�O$&7���'s7�"+3g��'B_?���O$&�&,-�O2�"+SN������T � �����+$&"+'B"V4 |�U ~ 6V��7�� 1��;�4*�"������!Hl�;�O7;�)=

'B"+$�7��&�
m = 0.1

>
α1 = 1

>
k = 0.02

U!WG��7;��'B"%$&7
α2

S�.DJK"�' �!1D'B"��!��$&:]�5��7�"�JK"�2K�)H

0.98 < α2 < 1.02
>L���+�%2�"kJ�.��E�O2��!������"57������%$&7��&T�,�� �;�O7 I �;�)2;:&��_qHs*����+$���$ f1

�

f2

�;�zJK���;�O'B��,�.a�����+$&"+'B_�U
jG�f7�����U�|�U {l��7�"�J��+$)���O2;"��s7�"%1�.42�:4$)�O$ 7;�O��*�"%$)�g�&SO2����+$��h�����!H!7��&����1D� I ���V>V,-�O=

$&��7;�O�yH-�O7;��,�$�"�7���1+.&"%$s@�FGFG"�,�$ 1D�)H!�N�O$)�a*;���%$&��$�_ �;���&�+���&�&���&'R$&�&��"OU�W�"�7��&_PT
��"+��"�7��O$&�&7 4

α1 = 1
6q14�9H��&�O$&_P�N�O"+$�*����+$���$�.w��$&��7��&���f�h�f7�"%1�.42�:4$)�O$&"5�f�&SO2����+$��

�����!H!7��&����1D� I ��� 4 �&S)2K���+$�:�!M���a7�����U |!U {[6M*;���+$���$&_ ��14����'B�DJ�"�T��%$&��.
6^ z�!HE��"+��"%=
7;�O$��&7��&� 7;���&��_VX

f1 = f2

U
W�7��g@%$&�&' *����+$���$)�
f2 = f1
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Θ = 1 : 1 � ��� 	7� � ��� ��� �� � � ��������	 ��������������� ���9���	�����
�	
����

���;�O7 I �;�)2;:&���&T?*����+$���$&�&T ��$��&7��&�+�y��"+��"�7��O$&�&7��r�h��$&�%.
$��+$��&���C�����!1D� 4 k = 0
6%U

�B���+.
����, |�U {s�!2�2�6^�+$�7���7�.�"+$R@+FlFG"+,�$Y�O14����'B���&T<�����!H!7�������14� I ���<J���.NH<��"+��"%=
7;�O$��&7��&�x��.-$&"+' 14�)H!�N�)$)�E*;���%$&��$�_�UdoXSO2����+$�:E�+���!H!7��&���!14� I ��� !#�;�s�!2�����,-�&�+$��
�;��7���'B"+$�7��&� ���O��1D: 4

k
6�� 7������%$&7��&T�,!� 4

α2

6]��7�"�J��+$)���O2���"+$ �+�&S&�&T � ,!2�6^� �n�!2��
�m�!1D_P, � �u7����O2�:)JL�r� *�����2��&' �&7;�O z"������AWX.N�O��,
��7�"

Θ = 1 : 1
> *�$&�x��$&��"�*;��"%$

�����!H!7��&����1D� I ���h�;�5�&�������&���&'C$&�&��"OU
*q��"e�&SO2K���%$&� �+���!H!7��&���!14� I ���C4 �;�h7�����U/|!U {�@%$&�s�&S)2K���+$��:! ! 6l����SO2�6 JL�O6^$&�Z�

7�"%3e��'B_ JK��.NH!*;���%$&��$���_qH�,-�O2;"�SN������Tg�
2��gS���"�����Tt>N��7��f,-��$&�&7�_qHf*;���+$���$&_R����7!=
I �;�92�:&��_qHn�+"���"+7;�O$&��7��&�e��"l�+�&�&�;�4JL��6^$ 4 f1 6= f2

6�U
� �O����'B�O$&7���' @+$���$a@�FGFG"�,!$ �z$&��*�,��y1D7�"������y,!�4*�"+�+$��&"������&Tx$�"��&7����hJK��FGFG"%=

7�"+� I �;�)2;:&��_qHG.
7;���&��"�����TVU&*s�&S)2K���+$���!#!L��S&7;�O1��&'h�O��$&�&,-�O2;"�SN�O$�"%2�:����&���^7�"+3g��'(�
���)2;��"%$&�Z�?��"�7�"%1D�&�;�O������_PT 4 �w��S� #"+' �%2;.
*;�O"%6�@�7��+�DJ���*�"��+,���TEJK�O.!'B"+7���_PT?$��&7t>
��$��&"�*;�O6^ #��Ty7�"+3g��'/.]JK��.NH!*;���+$���$&��_qHs,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,��!Hw,
�)2�"�SN�O����TtU
W�7��\�OH&�DJ�" �R�&SO2K���%$&: !a��1 ��SO2K���%$&� ! ! 4 � ��"�7�"+��"+*�"�����"�' S&��FG.
7�,
� I ���&�!=

��_qHC2�������T
ls
4 7�����U |�U {[6 65�;�sJ���.
'B"�7�����' $&�&7�"w7��43]JK��"+$��Z���+$�7�.
,�$�.
7;� �E�&�!=

JK"X.��+$&��T�*����&�����e� �+"�J;2;�&�&�&�+�f��7�"�JK"�2�:&��_qH I ��,!2��&��>
2�"%3]�O #�
Ha�;�#���&��"�7&H!���&�+$��
$&��7;��U \(�+$��&T�*����&_PT I ��,!2��O$&�&"+*;��"+$x7�"%3e��'/. ��14�O��'B���&T �����!H!7��&����1D� I ��� JK��.NH
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��"+��"�7��O$&�&7��&��>/H-��7���,�$&"+7���1+.���.��+$&��T�*����&��"h��"+7�����JK��*�"+��,-�&" JK�&��35"+����"a�a*;���%$&�O=
$&��T

f1 = f2

�f7�"%3e��'B"X1D�)H!�N�O$)�f*;���+$���$&_�U
*q_dpz"���,
�O1D��������"u�!2�2;6u�+$�7���7�.�"+$f7����OU-|�U ~ >N� JK"M��7�"�J��+$)���O2;"���_<��7���"�, I ���eFl�)=

1D���&_qHQ���&7�$�7�"+$��&�CJK��.
'B"+7����&�+�A$&��7;�
T 2 4 7����OU^|!U ~ > �86��Q.��+$��&T�*������&��� 4 L0

6 �
��"kJ;2��&���&����4

L∗
0

6z7�"%1D�&�;�O������_qHC��7�"�JK"�2�:&��_qH I ��,!2��&�r�;�s��"+' 4 7�����U(|!U ~ > S 6�UBou$O=
'B"+$���' �&"��+:&'(�E�&�O3e���&"a�&S&�+$��4��$&"�2�:&�%$&�&�/X $&�&7

T 2 �+.- #"+�+$&�O.&"+$C,
��,��E�&SO2K�O�+$&�
! !�$)��, � �y��SO2K���%$&�:!�� * FG��1���*�"+��,-�&' @+,-����"+7���'B"��!$&"n�s�&SO2K���%$&�Z!G'B_ �&�
JK��'
$&�)2�:&,-�e.&�%$&�&T�*����&_PTr��7�"kJK"%2;:&��_PT I ��,
2 L0

ULo^J��;��,-��@+$���$ I ��,!2y2�"%3e�!$��;�f���O=
�&"+7NH!�����+$&� JK��.
'B"�7����&���5$��&7;��>!�n'B_<@%$&�]���&,
�O35"+'PU � @+$��&T I "%2�:�6\7;�����+'B��$&7���'
��"+*�"�����"?WX.N�O��,
��7�"r�!2��&�+,-�&�+$�:&6

x = 0
,
��,YJ;2;� 7�"+3g��'(� 7����OU |�U ~ > �!>q$)��, �

7����OUK|�U ~ > S�U ��"+1+.92;:9$)�)$&_0��7�"�J��+$)���O2;"���_0�;�]7�����UK|�U |�U �B���%.!���&,s|�U |�> �f�!2�2�6u�%$&7��!=
7�.�"+$G14��'B,���.-$�.
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!M�n������7;���)2�"������E,rS&��F�.
7�,
� I ���&����_P'Q2;��������' ls

4 7����OU�|�U {[6%>K$&�n��'B"�"%$w'B"+�+$��
�%2;"�J�.
6^ #�O� ,
��7�$����;�PX/�+"�J;2;�

Q
� .-1�"%2

P
�
J�.-$r�;�y��S)2���35"+����"�>��;�hS&��FG.
7�,
�)=

I ��������_qH 2��������!H ls
�&���n�%2����&��6^$��Z�h�n�G�OHN��JK�&'A�g��SO2K���%$&: ! ! �&���n����*�"%14��6M$��

7�"%1�.42�:4$)�O$&"z��"�J�2��O=m.-1%2��&�&�&TnS&��F�.
7�,
� I ���tU �/��,���'A�&S�7;�O1D��'A7�"%3e��'/.������!H!7��&���!=
14� I ���s��$��&"�*;�O"+$a�&SO2����+$�: �+.- #"+�+$&���&�N�����!�s.&�+$��&T�*����&�&���a�s�+"�J;2����&�&��� ��7�"�JK"�2�:O=
��_qH I ��,!2��&�n�;�gJK��.
'B"�7����&'c$��&7�"�>��a7;�O1�7�.-p#"+����6 7�"+3g��'(� �����!H!7�������14� I ��� �
��"kJ;2��O= .-1+2��&�&�O�nS&��F�.
7�,
� I ���w@+$��!H I ��,!2;�&��U
jG�A�&�+���&�N�O����� �&_dpz"���1%2��435"������&���R'B�43g���Y� J�"%2K�O$�:R�%2�"kJ�.
6^ z��" �&_P�&��JK_�>

�N�O3g��_P"uJ;2;�w���&����'(�������n7�"%1�.42�:4$)�O$��&� ������2�"�J��&�N������Tt>��&�����+_P�N��"�'B_qHw�f�;���%$&�O=
�� z"�'�7��O1%JK"�2�"LX
{&U ��"+3g��'/.<��1D����'B���&T �����!H!7��&����1D� I ���Q��"+��"�7;�)$&�&7�����*�"�7�"+1x14�)H!�N�O$C*;�O�+$&�O$&_
�O$&�&"+*;��"+$f.&�%$&�&T�*����&_PTy��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,!2 >�2�"+3]�) #��Tn�;�5���&�&"+7&H����&�+$��nJK��.N=
'B"+7����&�+�f$��&7;��U~ U=� $���$y��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,!2?��"5���O2���"+$��Z� ��S&7;�O1��&'c,-�O2�"+SN������TE���E��"�7��&�&Tt> ���
�O$&�&7���Ty��1#�O14����'B��JK"+T��+$���.
6^ z�!Hr����JK�+���+$�"�'P>t�&�h�&��1D����,
��"+$ ,
��,h7�"+1+.92;:9$)�)$
�
Ha��14�O��'B��JK"�T��%$&�&�!�tU
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* 14��,!2;6u*�"+����"M@+$&�����z7��O1%JK"�2K�G��$&'B"%$&��'P>
*�$&�l��1%2��435"������O�e��_dp#" ,
�9*�"��+$��&"��
=
�;�O�G$�"��&7��!�z��1D����'B����T �+���!H!7��&���!14� I ���lJK��.NHG�+"���"+7;�O$&��7��&�u��" ��$D2;��*;��"%$&�Z�#��7����!=
I �����;�)2�:&���#��$l$&"���7���� �&_P��.-35JK"������&T��+���!H!7��&���!14� I ���t>���1%2��435"������&T�� � 2K���&" {&U
� �)1D��� I �G�+�&�+$��&��$�2���pz:��u$&��'P>&*�$&��*����+$���$)�������!H!7�������_qH�4 14�)H!�N�4*�"+����_qH/6/,
�)2�"%=
SN������T#��7��z�&_P��.-3]J�"�������T5�����!H!7�������14� I ���]�&��"+� JL�uS�.DJK"%$������&�;�9JL�)$&:X� *;���+$���$&��T
�&��"%p#��"+���5�&�O1%JK"+T��+$��&���tU���7��&'B"^$��&����>!��1%2��435"�����_PT 'B"%HN������1�'C�+���!H!7��&����14� I ���
�;�h�������&�����&'c$��&��" 4

Θ = 1 : 1
6����O2;���&�+$�:&6 �-JK"���$���*�"+�C� �%2;.
*;��6

Θ = p : q
>

� JK"
p
�
q
�s7;� I �����;�)2�:&��_P"e*�����2K��U * @%$&�&'\��2;.
*;��"e�+"�J;2;�O=m.-1+2;�&�&_P"�S&��FG.
7�,
�)=

I ���xS�.DJ�.-$w��'B"+$�:w'B"+�+$&� J;2;�xS&�O2;"�"5�%2;�93g��_qH�4 'B���&�����&SDHN��JK��_qH/6 I ��,!2�����> *�$&�
��"G��'B"+"+$���7���� I �����;�)2�:����&���]1D���9*�"������VU

� ��� �;/�1 ��� �0* 8 � $%� � "&�&% "%� � I&�3-%$7/#� $7D%�&* B / � * $"?0E "02
-&�31 / "02 "0* "0E��=I7-&� �!� ?�� "0E��=4%$ B ? � * $7*#8 �&H � * ��')132 "%"7E ,
5 �#"&�3-02�8:/�-0/��

jG�Op#"+TY14�4JL�4*�"�T�SO.4J�"+$?�!1�.
*�"�����"s�&����S&"������&�+$�"�T��+���!H!7��&���!14� I ���<.��+$��&T�*��!=
�&�&�+�w7�"+1D���;�����+���&���w��7�"kJK"%2�:����&��� I ��,!2��n�;� $&��7�"�>����&,
�O1D�����������n�;�n7�����U�|�U ~ > S�>
�&��"%p#����'c����7�'B������*�"+��,���'Q�����+�;�)2���'PU � @+$&��T I "�2�:&6 �����%2;"�J�.�"�' 7�"���, I ��6 ���!=
�+$�"�'B_ 4 |�U ~ 6^�;�a�&��"+pz����Tx��"�7�����JK��*�"+��,���T �����+�;�)2�>��&�&"kJ��r���%$&�&*�����, ����7�'B�&���!=
*�"+��,-�&���g�&��1�JK"�T��%$&�&�!�

ke sin[(2πfe)t]
�&�]��$&�&7��&"�.!7����&��"+����"l�����%$&"�'B_ 4 |�U ~ 6"� v ~ �3X

ẋ1 = y1,
ẏ1 = (m− x2

1)y1 − α2
1x1 + k(x2 − x1) + ke sin[(2πfe)t],

ẋ2 = y2,
ẏ2 = (m− x2

2)y2 − α2
2x2 + k(x1 − x2).

4 |�U |86

*q_PS&"+7�"�'<7�"%3e��'�,-�O2�"�S&������Tr���O$&�&����'B���&Th�+���+$�"�'B_ 4 |�U |86�4
ke = 0

6%>���$&��"�*;�)=
6^ z��Th��SO2K���%$&�n7�"+1��&�;������� ! 4 7�����U�|�U {[6�>�14�9JK���f1��;�4*�"������n�;��7;��'B"%$&7����

m = 0.1
>

α1 = 1
>
α2 = 1.0015

>
k = 0.02

U?� $&��'/. 7�"+3g��'/. �O$&�&"+*;��"+$].
,
�O14�O���;�O�a$&��*�,
�]���
�!2�����,-�&�+$��h�;�O7;��'B"+$�7��&�f7����OU;|�U {&U �u�O$&�&����'B�;�O�a�����+$&"+'(�fSO.4J�"+$f7�"D�92���1D���&_P�N�O$�:
7�"%3e��'C.&�%$&�&T�*����&_qHw��"�7�����JK��*�"+��,��!Hh���O$&�&,-�O2�"+SN������TtU �B'/. ��$&��"�*;��"%$g.��+$��&T�*��!=
�&_PT]��7�"kJK"%2;:&��_PT I ��,!2 L0

U-ou$&'B"+$���'P>N*�$��l�d$��&*�,��]1D7�"������]@+,-����"+7���'B"��!$)�O$&�&7���>
�;��S)2�6 JL��6M #"��+�e7�"%3e��'Y��"+7�����JK��*�"+��,��
Hh,-�O2;"�SN������Tt>;@+$��e�&S�_P*����&"X.��+$&��T�*����&��"
��"+7�����JK��*�"+��,-�&"qJK�&�!35"�����"q�q*����+$���$&�&T

f1

�#�+��"�,�$�7��&'P>O�&,!2�6^*;��6^ z��'r��"�*�"+$&��_P"
����7�'B������,��

fn = 2n + 1
4
n = 0, 1, 2, . . .

6 �s�+�!2;. ,��N�9JK7��O$&��*����&���yHN��7;��,�$�"�7;�
��"�2�����"+T����&�%$&�tUK� ��$�F �O,�$9> *�$&�a��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,!2 L0

2�"+3g��$n�;�����&��"�7&H!���&�+$��
JK��.
'B"+7����&�+�r$��&7;�y����,!�O, ��"���,
�O1�_P�N��"%$&�Z�C�yFG��1D��*�"��+,
��' @+,
�+��"�7���'B"���$�"�U oMJ;=
�;��,-��>PS��O2�"�"hJK"%$)�)2�:&��_P" ���+�%2�"kJK�&�N�������c���&,
�O14�)2;�t>P*�$&�A@+$���$YFl��,!$C���O2;��"+$&�Z�



��� � � � � � � �����
� ��� � 
�� � 
����)����	 ����������������� � �������&� � � � �

��7���� I �������)2�:&��_P'Q�r��7����&��JK�!$w,s��"���:�'(�a�%.- #"��%$&�&"+����_P'\��$D2;��*�����'Q��7��E�O�;�)=
2���1�"w@+FGFl"+,�$)�r�&��"+pz��"�TA�����
H�7��&����1D� I ���t> "���2��C7�"�*�:x�
JK"%$x�x�+���!H!7��&����14� I ���
7�"%1D�&�;�O�����������e��7�"�JK"�2�:&������� I ��,!2K�]�;� JK��.
'B"�7����&'Y$��&7�"�U
jG�y7����OU(|�U ��> ��> Ss��7�"kJK�+$)�O�O2�"���_ 14���&������'B�&�%$&�A*;���+$���$x��"+��"�7;�)$&�&7����

f1

�
f2��$ *;�O�+$&�O$&_b����"+pz��"��+�C�+�������)2K�

fe

U �u'B�!2��!$�.DJL� �����+�;�)2K� �&�O1%JK"+T��+$��&���<S&_q2K�
�&_PS&7����;�

ke = 0.025
>�*����+$���$&_

f1

�
f2

���&7�'B��7��&�N�)2;����:s�;�y*����+$���$�. ����"+pz��"%=
���h�����+�;�)2K�

fe
U �B���%.!���&, |�U ��> �w�!2�2�6^�+$�7���7�.�"+$x14���&������'B�&�%$&:y*����%2K�y��7;�O #"+�����

Θ = f1 : f2
��$g*;���+$���$&_\����"+pz��"��+���&��1�JK"�T��%$&�&�!�tUL�l�O,w�&�-JK���e�!1z�+7;��FG��,-�&��>;�;�

7����OUB|�U � I "�2�"��+�&�&S&7;�)1D���s�&_ J�"%2���$�:r�&SO2K���%$&� A > B > C �
D
>��y,-��$��&7�_qH J����;�)=

'B��,
�z�+���+$�"�'B_<,
�9*�"��+$��&"������]7;�O1+2;��*��;��U��������)2�:�1�.�"�' J;2;�e���;�92���14�l7�"+1+.42�:4$)�O$&_

������� ����� � � � �
����� 
 �����
� ��� 
�� � ��
 ��� ��� ������� � ��
���	�������	�� �
f1

� � 	 � f2

� � 	�� � ������� � � �

�� � 
������
��� � � � �����
� ���

fe

�L������� � ��	�� � ��
 ���
Θ = f1 : f2

� � 	&��� � � ������� � �

�� � 
������ ��� � � � �����
� ���
fe

��	 �
ke = 0.025
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0,145 0,15 0,155 0,16 0,165 0,17
f

-0,04

-0,03

-0,02

-0,01

0
Λ

A B

e

C D C B

Λ  −
Λ  −
Λ  −

1
2
3

A

������� � ����� � �	� �����

 � ���
����	����K��� � 	�� ��������� ��� � � ������� �&�
��� 
�� � �#���3��� ������� � �

�� � 
������ ����� � �������
�
���
fe

��	 �
ke = 0.025

7;���+*�"+$)�f����"+,�$&7��]2;����.
���&�&�+,��!H H-�O7;��,�$�"�7����%$&��*�"���,��!Hs����,!�)14�O$�"%2�"+Tt>���7�"�J��+$)���O=
2�"+����_P"z���]7�����U�|�U 0!U
*R�&SO2K�O�+$&�

A
*;���%$&��$)�]�&��"%p#��"+���g�����+�;�)2K�zJK�&�%$)�O$&�&*����f.DJL�92�"��;�]��$]*;�O�+$&�O$&_

��7�"kJK"%2;:&���&�+� I ��,!2K� f1 = f2 ≈ 0.158
U * �����%$&"+'B"n7�"D�)2��!1�.
6^$��Z�A,��N�O1D����"�7����O=

JK��*�"���,���"z,-�O2�"+SN�����!�w�l*;���%$&��$)�O'B�
fe

�
f1 = f2

U���'A��$��&"�*���"+$e�+.- #"+�+$&���&�N������"
� Fl�O1D���&�&'<��7��&�%$&7;�O���+$��&"zJK��.
'B"�7����&��� $&��7;��>t*�$��a����J�$&�&"+7N3]JL�O"+$&�Z�x�;�92���*���"+'
JK��.NH �!.92;"��&_qHC����,!�)14�O$�"%2�"+T �G����.
�����N�s�x�+��"�,!$&7�" � 
XW 4 7�����U(|!U 0A6�U \(�%2;�&�&��"
7�"%1D�&�;�O���D�

f1 = f2

�]�&SO2K���%$&�
A
"+ #"G��"G�;�O7�.-p5��"%$&�Z�tU

*c�&S)2K���+$��
B
7�"+3g��'R��1D����'B����Ty�����
H�7��&����1D� I ����4 �+'PUL7�����UV|�U {�>V|�U ~ 6 7;�O1D7!.-=

p5�O"+$&�Z�VU �G���+$���$&_
f1

�
f2

�+$)����������$��Z� 7;�O1+2;��*���_P'B�t>��y*�"+'\���&�
J�"+$&"�2�:&�%$&��.�"+$
��7���FG��,z14�O�&������'B�&�+$��#*�����2K�^�&7��O #"+�����

Θ
4 7����OUO|!U ��> � 6�U ���43]JK��"+$��Z�57�"+3g��'w,��N�)=

1D����"�7����DJ���*�"��+,��!Hx,-�O2�"+SN������Ty�z$&7�"�'/�s��"%14����������'B_P'B�s*����+$���$)��'B�
f1
>
f2
�
fe
U

�B'/.e�O$&�&"+*;��"+$5�O$�$�7;��,�$��&7a�z�&�
J�"^$&7�"%H!'B"�7����&���5$&��7;�z���;�92���*���"^$&7�"�H���.42�"+�&_qH
���&,
�O1D�O$&"�2�"�T � �+��"�,!$&7�" � 
�W 4 7�����Uq|�U 0L6%U 	z���;��'B��,
�?�+���+$�"�'B_b�E�&SO2K�O�+$&�

BJK�&�%$)�O$&��*����y��2��43e�;�!U�jl��$�7�"%H!'B"�7����&' $&��7�"g�f��1�'B"���"+����"�'\*����+$���$&_
fe

'B�&�%.
$
�&��1�����,
�O$�:e*;���%$&��*���_P"z7�"%1D�&��������_c�f���
JK"

T 2 �eJL�O3#"�HN����$���*�"��+,���" 7�"+3g��'B_�U
*[�&SO2K���%$&�

C
7�"D�)2��!1�.&"%$&�Z� ��"+7��&�&"f��1]���)2�"�����Tt>���7�"�JK�%$)���O2;��6^ z�!H?�����&S&_PT

����$�"�7�"+�LX-��'B"+"+$ 'B"��+$��l1D�)H!�N�O$GSN�)1D�&�&��T5*;���+$���$&_Y��"�7����&���G��"+��"�7��O$&�&7��l�&��"+p#����'
�������;�)2;�&'P>;��7��a,-��$&��7��&'

fe = f1

>����
f1 6= f2

U;jG�z$�7�"%H!'B"�7����&'Y$��&7�"G�&��1�����,
��"+$
7�"%1D�&�;�O�����;�)�g�%$&7�.
,�$O.
7;�z���&�
J�" JK��.
'B"�7����&���G$&�&7���>&*�$���JK��,!�)1D_P�N��"%$&�Z�f�;�)2;��*��!=
"�'yJK��.NH#��.42�"��&_qH#���&,
�O1D�O$&"�2�"�Tf������"+,�$&7�" � 
�W 4 7�����U�|�U 0L6%U ������*�"+$&_Y���&,
�O14�92��t>



�
� � � ��
��	�

�� �&� ��
 ��	�� ��
�� � � � ����������	 ��������������� ���9	�� � � 
 � ��� � � �
�

*�$��e��"+*�"�����"zWX.&����,
��7�"l�g@%$&�&'Y7�"+3g��'B"G��'B"�"%$e���
Jy1D��'B,���.-$��&Th�����N��7��;�O��$&����T
,�7����&�&TtU
jG��,-�&��" I >��X��SO2K���%$&� D 7�"D�)2��!1�.&"%$&�Z�g7�"+3g��'s���)2����&T5�+���!H!7��&���!14� I ���YX&�&��"%p =

����TE�����+�;�)2 14�)H!�N�O$�_P�N��"%$y�&S&"f*;���%$&��$�_ ��14�O��'B��JK"�T��%$&��.
6M #�!H?��"���"�7;�O$��&7��&��>��
�&_P���)2�����"%$&�Z�<.&��2��&�&��"

fe = f1 = f2

U�* �&S)2K���+$��
D
� ����"�,�$�7�" � 
�W 2���p#:

��JK���C���&,
�O1D�O$&"�2�:x���O2;��"+$&�Z�C��.42�"+�&_P'P>/�;�sFl�O1��&�&�&'[���&7!$&7�"%$&"n'B�93g���s�&�-JK"+$�:
�O$O$&7;��,!$&�&7y�]�&�-JK"G��7�"�J�"%2�:&���&��� I ��,!2K�!U

�X1+2��435"+����_P"M�&_dp#"M7�"%1�.42�:4$)�O$&_<�+�&�
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*;���%$&��$�_�U ��"��)2���1+.&"+$��Z� �+���!H!7��&���!14� I �!�<��� HN��JK�������C��"�7����DJ���*�"��+,-�&���C7�"+3g��'(�
,-�O2�"+SN������TVU
jG��SO2�6 JK��"�'B_P"^@�FGFG"�,�$�_ 1D���&���Z�!$5��$#7������%$&7��&T�,�� SN�O1��&�&_qHg*;���%$&��$�4 ��$#*����%=

2K�a�&7;�O z"����!� 6X�E�O$w�%$&"+��"���� ��14����'B�&�����!1D�yJK��.NHr�+"���"+7;�O$&��7��&��U]'q�O2;:�p5�O�x7;�O�%=
�+$�7��&T�,
��>P,-�&� JK�C��� H&��JK��_P"xSN�O1D���&_P"s*;���%$&��$�_b��$D2���*;��6^$��Z�c� ��"���,-�O2;:&,-�A7;�)1&>
��7����&��JK��$f,e$&��'/.&>�*�$��5�����
H�7��&����1+.&"+$��Z�w2��!p#:]��JK�;�#��1�S&�O1D�&��_qH�*;�O�+$&�O$]�����%$&"%=
'B_�U � ���!H!7��&����1D�&�&�O$&:w�DJ����&�&7�"+'B"������h�x��$&�&7!.!6 SN�O1��&��.
6 *;���%$&��$O.E'B�435"%$n�&SO=
2�"+��*���$�:#.
�&"%2���*�"�����"��+$&"+��"���� �����!1D��'B"%3]J�.]�+"���"+7;�O$��&7;��'B�tU �/��,-�&��_��&�����&�&��_P"
�&_P�&��JK_�U ���O2���6^$��Z� 2�� �&��� �hJK�&�+$)�)$&�&*����&TY�%$&"���"����A�&S� #��'B��� � I "%2�:�6`��$O=
�&"%$)�e�;�]���&�+$)�O�O2�"�����_PTs�&�&��7��&�G��7��&�&"kJK"�'Y������2�"�JK���N�������h�����
H�7��&����1D� I ���y,��N�)=
1D����"�7����DJ���*�"��+,��!Hx,-�O2�"+SN������Ts�z���+���O2�:�1��&�N������"�'<��"+��"�7��O$&�&7��eJ���.NH�*����+$���$&��_qH
,-�O2�"+SN������TV>K�������D�O�����&�+�g�]7;��S���$&" � v�|&� U

� �O����'B�O$&7���'A.!7����&��"+�����w��"���"�7;�O$��&7;�PX

ẋ = mx + y − xφ− dx3,
ẏ = −x,
ż = φ,

φ̇ = −γφ+ γΦ(x) − gz.

4 |�U � 6

�������)2�:�1�.O�sS&��F�.
7�,
� I ���&����.
60JK������7;�O'B'/.w�+���+$�"�'B_H4 |!U � 6�>��&_PS&"�7�"�'�1D���9*�"������
.
��7;���)2;��6M #�!H]����7;��'B"%$&7��&�G$)��,t>�*�$&�&S�_A7�"��)2���1��&�N�O$�: 7�"+3g��'r7�"+1��&�;�����+��_qHf,-�O=
2�"+SN������T � *����%2���'y�&7;�O z"����!�

Θ = 1 : 4
� @�7��+�DJ���*�"��+,��!Hz,-�O2�"�S&������T#�(SO2;��1D,���'P>

���l��7�7;� I ���&�;�92�:&��_P'x1D�;�4*�"+����"�' *����%2K�G�&7;�) #"������tU
WG��7;��'B"%$&7�_A��'B"�6M$z��2�"�J;.-=
6^ z��"d1D���9*�"������ X

m = 0.096
>
γ = 0.2

>
d = 0.001

�)F�.!��, I ��� Φ(x) = I(x)x2 U 	l2;�
1D���9*�"������

g = 0.257
���O2;.
*;��"+'<7�"+3g��'R@�7�����JK��*�"+��,-�&�+� JK�O.!'B"+7����&�+��$&�&7���>;J�2;�
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 �@��� ������� ��
 � �
f1

	K��� ����� �
� 
 ��� �	����
���� � f0

	:� ������� �
� 
���� ��� ��� 	 � � � 	 ��	�� ����
 ��� ��	 ���������������
�	������ 	�� 
 �@� �������
� ��� � �
x, y

	 � � � 	 ��� ���
�
�������
������� ��� ����������	 
 � � 
�� ���
�(��� ����� � 
���� x(t) � � � 	 ��	�� �����
���

� �9
 ��� � 
��&����	 � �:���
����� � 	������ 
 � 
�� �
f1 : f0 = 1 : 4

� � � 	 ����������	 
 � � 
������ � 	 ����� 
��	
���
��	���&
���� � �

 �:����	 �

g = 0.263
�r7�"+1D���;�����+��_PT �#$��&7 �f*�����2��&' ��7;�O #"+�����

Θ = 1 : 4
U ��"%1�.42�:4$)�O$�_

7;���+*�"+$��&�e�
2�2�6u�%$&7���7�.&"%$a7�����U�|!U { ��U
� "+��"�7�:5������2�"�J�.�"�'CJ����;��'B��,!. �����%$&"+'B_ 4 |�U � 6 �#.
,
�O1D������_qHa���#7�����U�|!U { �z7�"%=

3g��'(�)Ha��7��w�&��"+p#��"�'�����7�'B�&����*�"+��,-�&'�����1%JK"+T��+$��&���7� v �&�3X

ẋ = mx + y − xφ− dx3 + k sin(2πfe),
ẏ = −x,
ż = φ,

φ̇ = −γφ+ γΦ(x) − gz.

4 |�U 0A6

W�7��&�&"kJK"�' *����%2�"+����_P"y7�����*�"%$&_ ����,�$&7;�?,-�O2;"�SN������T���"+7�"�'B"+�����&T
x(t)

��7��
��1�'B"���"+����� *;���%$&��$�_ �&��"+pz��"��+�\�����+�;�)2K�

fe

U ��"%1�.42�:4$)�O$&_ ��7�"kJK�+$)���)2�"���_ �;�
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f1/fe

� � 	 � � � ������� �
f0

� � 	��� � ������� � � ����� ���������
�
��� � 
�� �	����� 
�� 
 
���� �������
� 
 � � ��� � 	������0��
�������
 ���0��� 	�� 
 ����	��	�
m = 0.096 �

g = 0.263 � γ = 0.2 � d = 0.001 � k = 0.01

7����OU(|�U {[0!UB�G��, �&�-JK���x��1a7����OU(|�U {%0!> �!> �r�&SO2K�O�+$&�
fe ' 0.0381 ÷ 0.0385

��'B"%=
"+$f'B"+�+$&�51D�)H!�N�O$]*;���%$&��$�_

f1

>!$9U "�U��+���!H!7��&���!14� I �!�tU *��&SO2����+$��n�+���!H!7��&����14� I ���
4 7�����U |�U {%0!> �A6�*����+$���$)�s'B�DJ;.92�� I ��� f1

1D�)H!�N�4*�"��;�y����"+pz��"�T �+�!2��&T?� �&_P���O2��!�!=
"+$��Z� .��%2��&����"

f1/fe = 1
U ��"+1�.42�:4$)�O$�_ 7�����U�|�U {[0!> Sw�+�&�
JK"%$&"�2�:&�+$���.
6^$9>B*�$��h��7��

@+$��&' *;���%$&��$)�
f0

��"M�����!H!7��&����1+.&"%$&�Z�n�&��"%p#��"+T����!2;�&TtU
�G��,e�&�-JK���z�!1u�+7;��FG��,
��>
*;���%$&��$)�

f0

,
��,r�&��"5�&S)2K���+$��E�+���!H!7��&����14� I ���E*����+$���$&_ f1

>V$)��,r�r�&��.-$&7��E��"+"�>
��7;�O,�$&��*�"���,��5��" 'B"+����"%$&�Z�V>)$9U "�U9��" 7�"D�O����7�.�"+$����M��1�'B"���"+����" *;���+$���$&_ ����"+pz��"��+�
�&��1�JK"�T��+$&�����

fe

U
W��O2������+$&:�6 �����)2��&�+��*���_P" 7�"+1+.92;:9$)�)$&_[���O2;.
*;�O6^$&�Z�h�g��2;.
*;��" �&��1%J�"�T��%$&�&���

�&��"%p#��"+���#�+�������)2K� ���l�+"���"+7;�O$&��7�� 7�"+3g��'B"^@+7�����JK��*�"��+,��!HeS&��"�����T 4 7�����U
|�U {[0A6�U
� @+$&�a��������$�����Ut�G��,y.��+$)�����&�O2�"+���a��7��r������2�"�J��&�N�������x�+���+$�"�'B_\JK��.NHs�+����1D���!=
��_qHa�+"���"+7;�O$��&7��&� *d���eJK"+7aW��O2;� 4 |�U |A6%>�����"+pz��"�"G�&��1�JK"�T��+$&����"G�&�;�4*;�)2�"�7��O1D7�.N=
p5�O"+$57�"%3e��' 7�"+1��&�;��������U���'B"+�����z@%$&�5������SO2�6 JL�O"+$&�Z�VU ��"+1D���;�����

1 : 4
�&�;�4*;�)2�"

7;�O1�7�.-p5��"%$&�Z�V> 1D�O$&"+' �+���!H!7��&����1�.�"+$&�Z�c��JK�;� ��1rS&�O1D�&��_qHY*����+$���$C4 7����OUd|�U {[0A6�U
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�B�%2��r'B_[7;�O1�7�.-p#��' 7�"%1D�&�;�O����>t��_PT
J��s��1#�&SO2K���%$&�s�+���!H!7��&���!14� I ��� Θ = 1 : 44 7�����U;|!U { ��> �86�>!$��f��7�� �&��"%p#��"+'Y�&��1�JK"�T��+$&�����wSO.4J�"+$]�����!H!7��&����1��&�N�O$�:&�Z�n$&�O2�:�,
�
��JK�;����1zSN�O1��&�&_qHh*;���+$���$9UW*c��2;.
*;��"O>V���&,
�O1D��������' ���e7����OUt|�U {[0!> ��>;$)��,-�&�&�&Ty���O=
2;��"+$&�Z�

f1

>N$)��, ,
��,e*����+$���$)�#�&��"%p#��"+���5�������;�)2��zSO2���1�,
�z��'B"������#,
f1

U �X1�'B"������
*;���%$&��$O. �&��"%p#��"+��� �+�������)2K��>B��7���SO2���1����x"�" ,

f0

>/SO.4J�"�'0�;��SO2�6 JK�O$&:x@�FGFG"�,�$
14�9H��&�O$)�g*;�O�+$&�O$&_

f0 = fe

>���7��n@+$��&'
f1

�&�%$)����"+$��Z�y��"%14�)H!�N�4*�"+�����&TVU
W�7����&"kJK"�����_P" 7�"+1�.42�:4$)�O$�_\����J�$&��"�7N3]��6M$e�&SO #��T H-��7���,�$&"+7h�&_P���DJ��&��>�,n,-�O=

$&��7�_P'['B_ ��7���pl2�� ��7��E������2�"�J��&�N������� �����%$&"�'B_ JK�O.-HE�+����1D������_qHE��"+��"�7��O$&�O=
7��&� *d����JK"�7hW��O2;�tU 	z"+T��+$��&��$&"�2�:&����>V�&SO2;��1D�w7�"+1��&�;�������

Θ = 1 : 4
>;,-�&� JK�

f1
�

*�"%$&_P7�"g7;�O14� 'B"+��:�p#"
f0

4 7;�����%$&7���T�,
�n'B"%3]J�.ySN�O1D���&_P'B�r*;���+$���$)��'B�E�&"%2���,!�A6%>
�&��"%p#��"+"r�&��1%J�"�T��%$&�&��"x��7����&��JK��$ ,<@�FGFG"�,�$O.�14�9H��&�O$)� 2���p#: ��JK����T �!1hJK��.NH
SN�O1��&�&_qHy*;���+$���$9U � ���!H!7�������1D���N�O$&:n�&S&"z*;���+$���$&_ ��"5��7�"kJK�+$)�O�O2;��"%$&�Z� �&��1D'B�43]=
��_P'PUVWG7���*�������Ty���O2;��"+$��Z�r��"z$&�)2�:&,-� �!HwS&�O2�:Op#�&"#7��O1+2���*���"�>V�����h$���$aFl��,�$9>
*�$��E�+"���"+7;�O$&��7 4 |!U � 6l��"a����1D���O2;��"%$s.
�&"%2���*���$&:E�+$�"���"+��: ��1D����'B�&�+����1�� 'B"+35J�.
JK��.
'/�Q����$��&,-�O2�"+SN�O$&"�2�:&��_P'B�c'B�DJK��'B�Q�+���+$�"�'B_�U � $)�C�O14����'B�������!1D: 14�9JL�O"+$&�Z�
�&��.-$�7�"�������'B�y�����&T��+$��N��'B�w�����%$&"�'B_ 4 |�U � 6%U

�X1+2��435"+����_P"(�&_dpz" 7�"+1�.42�:4$)�O$�_ *�����2�"������&���M'B��JK"%2���7��&�N�������G@�FGFG"�,�$)� �����!=
H!7��&���!14� I ���Y����J�$��&"�7N35JL��6^$��Z�CJL�O����_P'B�CFl�!1D��*�"+��,-�&�+� @�,-�+��"�7���'B"���$)��> ���O2;.N=
*�"+����_P'B� ���<@�2�"�,!$&7��&�����&T 'B��JK"�2�� �+"���"+7;�O$��&7;�RJ���.NH�*����+$���$&��_qH ,-�O2�"+SN������T
4 |!U � 6�U

� ��� ���31 F�?���832�8:E � B * I&�3-%$7H �#""832@?�� "0E , $0* * ? � �L/ �92 "%$ �

* @+,
�+��"�7���'B"���$�"^�����%2;"�JK�&�&�)2K���+:������!H!7�������14� I ���]��7�"kJK"%2;:&���&�+� I ��,!2K��>)��$��&"%=
*;��6M #"+���l7�"+1��&�;�����%.

1 : 3
4 7����OUN|�U {%$�> �86%U�jG�G7�����U-|�U {%$�> S���7�"kJK�+$)�O�O2�"���� @�,-�+��"�7��
=

'B"��!$)�)2�:&�;�)�a��7��&"+, I ���eJK�O.!'B"+7����&�+�#$&�&7���>�,-��$&��7�_PTa���4���O2;��"+$��Z�a��7�� �&��"%p#��"+'
�&��1�JK"�T��+$&�����s�;� I ��,!2 4 7�����UL|�U {%$�> �86P�����+�;�)2��&'R*����+$���$&_ ~ U 2g,?� I 4 �&��" �&SO2K�O�+$&�
�����!H!7��&����1D� I ���?6%U �B���+.
���&,Q|�U {%$�> � ���&�O$&�&"%$&�+$���.&"%$R��7���"�, I ���<$��&7;� � �&SO2K�O�+$&�
�����!H!7��&����1D� I ��� *����+$���$&_ f1

4
fe = 3.4

,?� I 6%U�jG�w7�����U�|�U {4v!> �!> Sa��7�"kJK�+$)�O�O2�"���_
7�"%1�.42�:4$)�O$&_ �!1D'B"�7�"�����TV>^�O�;�)2��&�+��*���_qHR7;����*�"+$)��' 7�����Ud|�U {%0!U �B���%.!���&,c|!U {9v
> �
�!2�2;6u�+$�7���7�.�"+$ @+FGFl"+,�$E�&��"+pz��"�TC�����!H!7��&����1D� I ���A*;���%$&��$�_ f1

>/�r7�����UB|!U {9v
> S
����J�$��&"�7N35JL��"+$e��"+1D���&���+��'B�&�%$&:e*����+$���$&_

f0

�+"���"+7;�O$��&7;�g�O$g*����+$���$&_ ����"+pz��"��+�
�������;�)2��

fe

� v �L� U
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� ��� � "%�&% "(')' * $ "",.-7/ "%$71 2�4%$"' B �92�1 $7I%�3-%$7/#� $7D&�&* B $(,
B /@? ���92 "%$ � �!��F ,.D029* 8 /�8 "0E H * $05 "02@?0/ H

W�7�"�J��+$)���O2;"�����_P" �&_dp#"G7�"%1�.42�:4$)�O$�_\���&�
J�"+$&"�2�:&�%$&��.
6^$a�#$��&'P>;*�$��g�+���!H!7��O=
����1D� I ���]JK��.NH!*;���%$&��$���_qHa,-�O2�"+SN������T ����"+pz����' ����7�'B������*�"+��,���'C�������;�)2;�&' �&��"
14�O�&������'B�&�+$��A��$s.��%2����&��T 7�"+1��&�;�����D�s��7��4���)2;��"%$&�Z� �y14�9H��&�O$&"a�����9*��)2K�y��JK���&T
�s14�O$�"�' 4 �&��1�'B�43e���86^��$&��7��&TrSN�O1��&�&�&Ts*;�O�+$&�O$&_ �+"���"+7;�O$&��7;�n,��N�O1D����"�7����DJ���*�"%=
��,��!Hn,-�O2�"�S&������TtU�W�7��a��"+,-��$&�&7�_qHh�����&S&_qH�.&�%2;�&�&���
H 4 S&�)2�:�p#��Tn,-�&@+FGFl� I ��"��!$
���O��1D�]�;�O7 I �;�)2;:&��_qH5���DJ������%$&"�' �!2��]SO2���1��&�+$�:GSN�O1D���&_qH#*����+$���$ 6/�&��1�'B�43e���u7�"%=
�)2��!1D�&�N�)$&:h@+FGFl"+,�$h1D�)H!�N�O$)��JK��.NHESN�O1D���&_qHr*;���%$&��$9U oMJK�;��,-�w�w�&SO #"�'c�%2;.
*;��"
@+$�����"XJK�&�%$&������"%$&�Z�VU �B�+$&"+�+$��&"������n��7�"�JK���O2��43e�!$&:�>K*�$&�e@�FGFG"�,�$g14�)H!�N�O$)�5JK��.NH
SN�O1��&�&_qHC*;�O�+$&�O$?��"+��"�7��O$&�&7�� 'B�43e���r�&S�"�����"�*���$�:?��7��A�&��"%p#��"+'0JK��.NH!*;���%$&��$)=
���&' �&�O1%JK"+T��+$��&���t>�"+�%2�� *����%2��5��7;�O #"+����� ����"+pz��"��+�f�+"���"+7;�O$��&7;�#S�.DJK"%$]SO2���1�,
�
,n*����%2�.a�&7;�O z"������n�+���!H!7��&���!1�.&"+'B�&��� �+"���"+7;�O$��&7;� � | �L� U

� �O����'B�O$&7���' �%2;.
*;�OT\�DJ����&�;����7;���O2�"+�����&�+�<�&��1%J�"�T��%$&�&���[,��N�O1D����"�7����DJ���*�"%=
��,��!H ,
�)2�"�SN�O����T#��JK�������u�+"���"+7;�O$��&7;�u�;�M��$&��7��&Tt>97;��S���$)��6^ z��Tz$)��,!35"q�M7�"+3g��'B"
,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,��!Hr,-�O2�"+SN������TVUN\u7;���&��"+�����h�����%$&"�'B_ JK��.NHw��1D����'B��JK"�T��+$&�O.-=
6^ z�!Hn��"+��"�7��O$&�&7��&� 4 |�U �86q��7��n�DJ����&�;����7;���O2�"+�����&Tw�����!1D�n��'B"�"+6^$g�&�
J]X
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 � ��� �K���

�� � ��
 ���@� ������� � f1/fe

�
� � 	 � � �
����� 
 �������@� ����������� f0

���:� � ������� � � 
�� � 
������ ��� � � �������
� ���
fe

ẋ1 = mx1 + y1 − x1φ1 − dx3
1 + kx2,

ẏ1 = −x1,
ż1 = φ1,

φ̇1 = −γφ1 + γΦ(x1) − g1z1,
ẋ2 = mx2 + y2 − x2φ2 − dx3

2,
ẏ2 = −x2,
ż2 = φ2,

φ̇2 = −γφ2 + γΦ(x2) − g2z2.

4 |�U $86

	#�����;�)�G�����%$&"�'B_ �&������_P�N�O"+$^�%2;.
*;��Tl�&��1�JK"�T��+$&�����z�O$&�&7������M��"���"�7;�O$��&7;�u��� ��"�7!=
�&_PT 4 ��2K������"+'B�&"

kx2

�5��"�7��&�&' .!7����&��"+����� 6�>;����$&"+�������&���&�%$&:e,-��$��&7��&�+�]�&��7�"kJK"%=
2;��"+$]�&"�2���*������]����7;��'B"%$&7;�

k
U !t��FG��,-����7!.&"�'C1D�;�4*�"+�����a�;�O7;��'B"+$�7��&�

m = 0.06
>

d = 0.001
>
γ = 0.2

>
g1 = 0.55

U-W�7��eFG��,-����7��&�N�������&' ����7;��'B"%$&7�"
g1 = 0.55

��"�7
=
�&_PT��+"���"+7;�O$��&7��#�O��$&�&���&'B���&'?7�"+3g��'B"^7�"D�)2��!1�.&"%$],��N�O1�����"+7�����JK��*�"+��,���"�,
�)2�"%=
SN������� ��*����%2��&'0�&7;�) #"������

Θ1 = f11/f01

4 �h����3g���!H ���
JK"�,-���)H *;���%$&��$r��"�7!=
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 ����� � � ��������	 ��������������� ���9�
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0.545 0.5475 0.55 0.5525 0.555
g

0

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

k

2

ll
l l

c
m

c
m

������� ���
� ��� � � ��� ���
������
��
	�� 
���� ��
 ����
������ � ��� �
lc
	��:�	� ���
��� � � � �

lm
	 �

m = 0.06 � γ = 0.2 � g1 = 0.55 �
d = 0.001

�N�O� I ��FG7;� 	 � �^���&��$��&"+$��+$���.&"%$�*;���%$&��$�"G��"��%.
 z"�Tt>;��"�7��N�)� I ��FG7;� 	k{ � �g*;���+$���$&"
'B��J�.42;� I ���t> ��$��&7;�O� I ��FG7;� �h���&'B"�7s�+"���"+7;�O$��&7;�86�U �G���%2��a�&7;�) #"������r��$&��7��&���
��"+��"�7��O$&�&7��

Θ2
.
��7;���O2���"+$��Z�<�h����'B�� #:&6 �;��7;�O'B"+$&7��

g2
U
* ��2;.
*;��"y�!.92;"��&�&T

���O��1D�C��7��
g1 6= g2

*�����2K�x��7;�O #"+�����CS�.DJ�.-$x��$D2���*��O$&:&�Z� X
Θ1 6= Θ2

U/WG�r�O�;�)=
2��&�+���<�s�����
H�7��&����1D� I ��"+TQ��7�"�JK"�2�:&���&�+� I ��,!2K��> ,-�&� JL� �&�&��JK��$��Z� 7;�����%$&7���T�,
�
*;���%$&��$

∆f = f1 − f2

>�'B_ S�.DJK"+'\7;�����+'(�O$&7����N�O$�:s7;�����%$&7���T�,�.E*����%2��h�&7;�O z"%=
�����

∆Θ ' g1 − g2

U !t�9JL�4*;�#�����)2���1D�z�����
H�7��&����1D� I ���n�#@+$��&'C�%2;.
*;��"u���&�%$&�&��$f�
���;�92���1D"�7�"+3g��'B�&�#,-�O2�"+SN������T �;�#�!2��&�+,-�&�+$�� JK�O.-Hg.
��7;���)2;��6M #�!Ha����7;��'B"%$&7��&�

k
�
g2

U������%2;"�������"l7�"+p#"+����"G@+$��&T 14�9JK�9*��n�
2�2�6u�%$&7���7�.&"%$ 7����OU�|�U { � >!��7�"�J��+$)���O=
2;��6^ #��Th�+$�7�.
,�$�.
7�.w�&SO2����+$�"�Th�+���!H!7��&����14� I ���tU
*q��.-$�7��AS��O2�:�pz�&��� 	 ,!2�6u�&� ���+���!H!7��&����14� I ���t>B�&�+7;������*�"����������xS&��F�.
7�,
� I �!=

�&����_P'B�e2���������'B�
lc
>
��'B"�"%$5'B"��%$&�5@+FlFG"+,�$#14�9H��&�O$)�#SN�O1��&�&_qHg*;���%$&��$5,��N�O1D����"%=

7�����JK��*�"��+,��!He,
�)2�"�SN�O����Tt>
f01 = f02

>&$9U "OU
��7��&��� H&�DJ���$5�����!H!7��&����1D� I ���e��"��%.- #�!H
*;���%$&��$9UMW�7��<@+$��&' *;���+$���$&_b'B�DJ;.92�� I ��� �&�%$)��6^$��Z�c7;�)1+2���*���_P'B�t> f11 6= f12

U
jG��SO2�6 JK��"+$��Z�A@+FGFl"+,�$x*;���%$&��*����&TA�+���!H!7��&����14� I ���A,��N�O1D����"�7����DJ���*�"��+,��!HA,-�O=
2�"+SN������TVU *q��.-$&7��A�&SO2K�O�+$&�V>B�&��7;�O����*�"+�����&TAS&��F�.
7�,
� I ���&����_P'B�C2���������'B� lm

>
7�"��)2���1+.&"+$��Z�r14�)H!�N�O$�*;���+$���$ 'B��J�.42;� I ���y�t>K������$&�&"%$&�%$&�&"+������>t*����%2K����7;�O #"+�����

Θ1 = Θ2

UP� $&��$]@+FlFG"+,�$]�!2�2�6^�+$�7���7�.�"+$g7�����U�|�U { 2�U��G��,e�&�
JK���z��1�7����%.
��,
��>��+.N=
 #"+�+$���.&"%$g,-�&��"�*��;�)�e�&S)2K���+$�:z7;�O���+$�7��&T�,������z*����%2;.f�&7��O #"+�����

∆g2

>N�z,-��$��&7��&T

Θ2/Θ1 = 1
U �G���%2��x�&7;�O z"����!�Y�+"���"+7;�O$&��7;� ~ 14�)H!�N�)$&_P�N��"%$?*����%2��E�&7;�O z"������

��"+��"�7��O$&�&7��a{�U��G��,��e�#�%2;.
*;�O"X��7�"kJK"%2�:����&��� I ��,!2K��>
p#��7����;�#�&SO2����+$���14�)H!�N�O$)�
*�����2K�g��7;�O #"+�����n7;���%$&"%$��X.
�&"%2;��*�"�����"�'R���!$&"��������&���&�+$��s�&��1%J�"�T��%$&�&���

k
U
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oX������������_P"g*����%2;"�����_P"e@�,-����"+7���'B"+��$&_ ���w����"+pz��"�T �+���!H!7��&���!14� I ���EJK��.NH
��"+��"�7��O$&�&7��&��,��N�O1�����"+7�����JK��*�"+��,��
H5,-�O2�"+SN������T ���&,
�O1D�)2��t>)*�$&�^�&SO2K�O�+$&:^14�)H!�N�O$)�
*;���%$&��$e'B��J�.42;� I ���h��"+��"�7��O$&�&7��&�f2�"%3e�!$e�&�!.
$�7��h,
2�6u�N�]�����!H!7��&����1D� I ���s��"��+.N=
 #�
Hr*;���%$&��$9U � S)2���3]�O�h1D�;�4*�"+�����s.
��7;���)2;��6M #�!Hr����7;��'B"%$&7��&�a�+"���"+7;�O$&��7��&��> �
,-�O2�"+SN�������
H��+���+$�"�'B_Q���;�4*;�)2��z��7����%.-$&�+$���.
6^$g*�"+$�_P7�"���"%14���&������'B_qH�*;���+$���$&_�>
14�)$&"�'P> ���&��2�"w1D�)H!�N�O$)� ��"��+.- z�!H�*����+$���$9> ���+$)��6M$&�Z��$�7�����"%14���&������'B_qHY*;���%$&�O=
$&_�>��n1D�O$&"+' 14�)H!�N�)$&_P�N��6M$&�Z� *����+$���$&_ 'B��J�.42;� I ���?�t>�������$&�&"%$&�%$&�&"+������>/*����%2K�
�&7;�) #"������tU

� ����� B * I&�3-%$7H �#""832@?�� "0E��N2 "02@?&$"1 � "%�&% "&� �
* $ "",.-7/ "%$71 2�4%$%$ ����F ,.D729*#8:/98 "0/95 / 5 �#"%�3-02�8:/9-72
B �92�1 $"I&�3- $0/ �!$7D%�&* B $0H * $05 "02@?0/ H

������2�"�J�.�"�' @+FGFl"+,�$&_ �&��1�JK"�T��%$&�&�!�rJK�O.-H!*;�O�+$&�O$&��_qHE,-�O2�"+SN������Tr�aFG��1D��*�"%=
��,-�&'r@+,
�+��"�7���'B"���$�"�U *q_PS�"�7�"+'x�u,!�4*�"+�+$��&"P�����
H�7��&����1+.&"�'B�����l��"���"�7;�O$��&7],��N�O1��!=
��"+7�����JK��*�"+��,��
He,-�O2;"�SN������Tt>&�&������_P�N�O"�'B_PT].!7����&��"+������'B� 4 |!U � 6�UA*q��"+p#����' �+���%=
�;�)2;�&'

F (t)
S�.DJ�.-$ ��2;.-3e�!$&: ��'B�!2���$O.DJK���O=m'B�DJ;.92;��7�.&"+'B_P"X,-�O2�"+SN�������V>N,-��$&�&7�_P"

���O2�.!*��)2����+:s�g���+���O2�:O1D�&�N�O����"�'cJK�O.-HE�+"���"+7;�O$&��7��&�s�+$)�O�
JL��7�$���_qH �+�������)2��&�y�
'B��J�.42;��$��&7;��� |80[�3X

F (t) = k[1 +Kmod sin(2πf1et)] sin(2πf0et),

0.546 0.548 0.55 0.552 0.554
g

0.98

0.99

1

1.01

1.02

Θ
  /

Θ

2

2

l

1

l l lc m m c

������� ���
� ����� 
�
 �����&� ��� � � � � ������� � ��	�� � ��
 ��� �
m = 0.06 � γ = 0.2 � g1 = 0.55 � d = 0.001 � k = 0.0003
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 � � ��
 ���

� JK"
k
�r��'B�!2���$O.DJK��_PT 'B���43g��$&"�2�:�>

Kmod

�y,-�&@�FGFG� I ��"+��$s'B��J�.42;� I ���t> f1e

�
*;���%$&��$)�C'B��J�.42;� I ���t> f0e

��*����+$���$)�A��"+�+.- #"+TtU^Wl�O7;��'B"+$�7�_b�+"���"+7;�O$��&7;�A,��N�)=
1D����"�7����DJ���*�"��+,��!H?,
�)2�"�SN�O����TxS&_q2��x�&_PS&7;����_ �%2�"kJ�.
6^ z��'B�YX

f1g = 2.82
,?� I >

f0g = 10.69
,?� I >��5,
��@�FGFG� I ��"+��$�'B��J�.42;� I ���nS&_q2y7����&"�� ' 0.3

U
!t�9JL�4JK��'a�;��7;�O'B"+$&7�_?�&��"%p#��"+���M�����+�;�)2K�

F (t)
��2�"�J�.
6M #��'B�YX

f1e = 3.06
,/� I >

f0e = 10.69
,?� I > Kmod = 0.5

�eS�.DJK"+'?��1D'B"+����$�:#�z@+,-����"+7���'B"��!$&"G��"��%.- z.
6 *;�)=
�+$���$�.

f0e

�G��7�"kJK"%2��)H
10.0 ≤ f0e ≤ 11.0

,?� I U �/��,5,
��,f�&_P�+�&,-�&*;���%$&��$��;�O�g*;���+$�:
����"�,�$�7;�?�����+�;�)2K�

F (t)
S�.DJK"+$ ���&�%$&�4��$�: ��1w$�7�"%HY����"�,�$�7;�)2�:&��_qHY2�������T

f0e

�

f0e ± f1e

>/$&�E��1D'B"+�����
f0e

>B'B_ SO.4J�"�' �!1D'B"��!��$&: *����%2;� �&7;�) #"������Y����"+pz��"��+�
,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,-�&�+� �����+�;�)2K�

Θ = f1e/f0e

U
��"%1�.42�:4$)�O$�_\��7�"�J��+$)���O2;"���_ ���#7�����U�|�U ~r� U�jG�#��7���FG��,
�)H ��1��&S&7;�)35"���_<14�O�&�!=

����'B�&�+$��#���&7�'B��7��&�N������_qHG*;���%$&��$
f0e/f0g

4 ��S&��1D���9*�"����M*�"�7���_P'B�z,�7!.
3#�&*�,
��'B� 6
�
f1g/f1e

4 $�7�"+.
���)2�:&����,�� 6M��$f*;�O�+$&�O$&_ ��"+�+.- #"+T
f0e

U
�G��,5�&�
J�������1 ��7���FG��,-�&��>&�&���9*��)2�"P�&�%.
 z"��%$&�O2;��"+$��Z�e14�9H��&�O$G��"��%.- #"�Tg*;���%$&�O=

$&_<�+"���"+7;�O$&��7;��4
f0g

6(��"��%.- #"�Ta*;�O�+$&�O$&�&T �&��"+p#��"����5�+�������)2K��4
f0e

6%U
W��9���O2;��"+$&�Z�
�&SO2����+$�:x�r���!$&"�7��N�)2�"a*;���%$&��$

10.5 < f0e < 10.85
>��r,-��$��&7��&T

f0g = f0e
U�!t�)=

$&"+'c��'B"+"+$w'B"��%$&�n@�FGFG"�,�$n14�)H!�N�)$)�n*;�O�+$&�O$&_ 'B��J�.42;� I ���t> ,-��$��&7��&'/.s�O$&�&"+*;��"+$
14�O'B"+$&��� 'B"+��:�p#��Tg���!$&"�7��N�)2e*;���+$���$ 4

10.65 < f0e < 10.77
6�U ��'B"������G�l@%$&�&T]�&S)=

2K���%$&�x�&S&"5*;�O�+$&�O$&_ �+"���"+7;�O$&��7;�
f0g

�
f1g

�&,
�O1�_P�N��6^$��Z�r14�)H!�N�4*�"+��_ �&��"+p#����'
�������;�)2;�&'

F (t)
U ��"��)2���1+.&"+$��Z�s@�FGFG"�,!$g1D�)H!�N�O$)�g*����%2K�]�&7;�) #"������tU
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� ����� �;E �9/ � E

W�7�"�J��+$)���O2;"�����_P" 7�"+1+.42�:4$)�O$&_ �����)2���1D�d�����!H!7�������14� I ���GJ���.NH�*����+$���$&��_qH ,��&�)=
1D����"�7����DJ���*�"��+,��!Hc,-�O2�"�S&������T ����1��&�O2;��6^$C�&S&�&�+���&�N�O����� � JK"%2��O$&:A�%2�"kJ�.
6^ #��"
�&_P�&��JK_�Uq���N�O1D����"�7����DJ���*�"��+,���"x����$��&,-�O2�"+SN�������Y�nJK��.
'/�Y��"+1D���&���+��'B_P'B�<*;�)=
�+$���$)��'B�C���O2;��6^$��Z�A7�"+1�.42�:4$)�O$��&' ��1D����'B��JK"+T��+$��&��� JK��.NH ��"�2�����"+T���_qHA��,�$����O=
��_qHz�&� I �!2�2;�!$&�&7�����>O,
�O35JK_PT#�!1q,-��$��&7�_qHzHN��7;��,!$&"�7���1�.�"+$&�Z�g����S&�+$��&"������&T#��"%14�)=
�&���+��'B�&T<SN�O1��&�&�&TY*;���+$���$&��TQ�O��$&�&,-�O2;"�SN������TtU � 2;.
*;�O�Q7�"%1D�&������������>q��$��&"�*���6M=
 #��" 	m��1�_P,!�O' �^7����O2;:)JL� �Z>V������$&�&"%$&�%$&��.
6^$h@�FGFG"�,�$)�O'c��1D����'B���&Ts�+���!H!7��&����14�)=
I ���V>
,-�&� JK� �&�%.
 z"��%$&�O2;��"+$��Z�a��14����'B��14�)H!�N�)$zSN�)1D�&�&_qHf*����+$���$9U
jG"+��'B��$�7N���;��$&��$
Fl��,�$9>!*�$&�#FG�&7�'(�)2�:&��� 7�"+1��&�;�����D��' ��$��&"�*;�O6^$57�"%3e��'B_�.&�+$��&T�*����&_qHa��"+7�����JK�!=
*�"+��,��!H5,
�)2�"�SN�O����Tf�d��"�,-��$��&7��&Tf*;���%$&��$��&Tf�����!H!7�������14� I ���t>N�PFG��1���*�"��+,-�&Tf$��&*!=
,�� 1D7�"������n�5�+���+$�"�'B"G��7���JK�O2�3]��6^$f�%.
 z"��%$&�&�&�&�O$&:#JK�&"�SN�)1D�&�&_P"�'B��JK_ ,-�O2�"+SN�)=
����TVU&W�7��#������_d$&,-"P�����!H!7��&����1��&�N�O$�:G7�"+1��&�;�����+��_PT]��7�"kJK"%2�:���_PT I ��,!2f�+���+$�"�'B_
�&��"%p#����'R����7�'B�&����*�"��+,���'<�����+�;�)2���'P>L7�"%3e��'B_ 7�"+1��&�;�������&�g7;�O1D7!.
p#��6^$��Z�r�h�
�����+$&"+'B"s�&��1�����,
��6^$ $&7�"�H�*����+$���$&��_P"r,-�O2�"+SN�����!�tU��qFlFG"+,�$ �����!H!7��&����1D� I ���<�
@+$��&' ��2;.
*;��"eSO.4J�"+$w�;��SO2�6 JK�O$&:&�Z�rJ;2;�x,
�O35JK�&Tx��1f�+.- #"+�+$&�O.!6M #�!H 'B�DJ?��"%14�)=
�&���+��'B��U?* �;�4*;�)2�"�7�"��)2���1+.&"%$&�Z�w@�FGFG"�,�$51D�)H!�N�O$)�5��JK���&Ta��1^J���.NH ��"%14���&������'B_qH
*;���%$&��$9>�1D�O$&"+'Y��$��&7��&TVU;���&��,�7�"%$&��_P"G.&��2��&�&�!�a�����!H!7�������14� I ���nS�.DJ�.-$f1D���&���+"+$�:
��$a*����%2K���&7��O #"+����� 4 �O$a��"�7����&�;�4*;�)2�:����&Ts7;���+�+$�7��&T�,��xSN�O1��&�&_qHh*;���%$&��$n��1D���!=
'B��JK"�T��+$&�O.!6M #�!Hh�&� I �!2�2;�!$&�&7��&� 6P�n�O$g�%$&"+��"����h�!Ha��1D����'B�&�+����1��tU
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W�"�7����DJ���*�"��+,���"f�r,��N�O1�����"�7�����JK��*�"+��,���"e,
�)2�"�SN�O�����r�����+$)���O2���6^$a2���pz:a��"%=
S&�O2;:�pz.
6<J��O2�6 �&��1D'B�43g��_qHf,-�O2�"+SN�O$&"�2�:&��_qHe7�"%3e��'B����JK���;��'B��*�"+��,��
H��+���+$�"�'
��7;�O1�'B"�7����&�+$�:&6 Fl�O1��&�&�&�+�5��7��&�%$&7;�O���+$��N�

N ≥ 3
U/*R�����!1D�a��7;�O1��&��$���"�'A��"%2��
=

��"+T����&ThJK������'B��,��r�s$&"+�&7����hJK������'B��*�"+��,-�&��� H-�O�&�D� ��"+��1DS&"%3e��� �&�+$)�)2E�&����7��&�
�h�+���!H!7��&����14� I ���?H-����$���*�"+��,��!H ����$��&,-�O2�"�S&������TtU ' .DJ�.
*��?F�.
�
JL�O'B"���$)�)2;:&��_P'
�����&T��+$��&�&' �O��$&�&,-�O2;"�SN�O$�"%2�:���_qHA�����%$&"�'P> �����!H!7��&����1D� I ��� JK�O2�3e�;�s�r$&�&TC�!2��
������TEFG�&7�'B"5����SO2�6 JL�)$&:&�Z�E�E�a7�"%3e��'B" JK���;��'B��*�"��+,
�����nHN���&����U 
����O$&��*�"+��,���"
����$��&,-�O2�"+SN�������z��$D2���*���6^$��Z�]��$X��"+7�����JK��*�"���,��!H5� ,��N�O1�����"�7�����JK��*�"+��,��!H5��7�"+3]=
JK"(�&�+"���� $&"+'P>9*�$&�M��'B"�6M$u�+�!2���pz���&Tl����"+,�$&7V>O�;�O���&'B���;�O6^ #��Tz��� FG�&7�'B"B�+��"�,�$�7
I �&"%$&�������]pz.
'(��U�W��]@+$&��Tw��7���*�����"uJ;2���H-����$���*�"+��,��!Hw,-�O2�"+SN������Tw��"+�&��1�'B�93g���
�&�&"+�+$��E�%$&7��&�+��Tr��"�7�����J �s��JK���O1D�;�4*����a�&��7�"�JK"�2���$�:wFl�O1+.h,-�O2�"+SN������Tt> ������"�,!=
$&7��)2�:&��_P"M2�������� 4 "���2����&���e�&_ JK"�2;��6M$&�Z� �l����"�,�$�7�"�'B�� #���&�+$��gH-�����D� ��� FG�&��"
���
2���p#���&Th,-�&'B�;�O��"���$�_ 6M��'B"+6^$g,-�&��"�*���.
60pz��7�����.�U

�X1D�&"+�+$����y��"+��,-�O2�:&,-�y����7�"�J�"%2�"+����T?�+���!H!7��&���!14� I ��� H-���&����U�oMJK���&TE��1e��"�7!=
�&_qHrS�_q2K� ,
��� I "�� I ���t> �+�&� 2K���+���a,-��$&�&7��&TE�+���!H!7��&����14� I ���sH-���&��� ���&����'(�92K����:
,
��,a���O2�"+����"G.&�%$)�����&�O2;"������h��"�7�����JK��*�"+��,-�&���e7�"+3g��'(�5����Js�)2���������"�'�����"+pz��"%=
��� ����7�'B�&����*�"��+,
����� �&��1�JK"�T��+$&�����R�;� �+���+$�"�'/.A�?7�"%3e��'B" H-�O��$&��*�"���,��!H ����$��O=
,-�O2�"+SN������TVUBW�"�7�"�HN��JR�O$hH-���O$&��*�"+��,��
HC, 7�"��%.92���7���_P' ,-�O2�"�S&��������'0��7�� @+$&��'
�;��S)2�6 JL��"%$&�Z�n��7��eJK�&�%$)�O$&��*����f�&_P���&,-�&Ta���!$&"��������&���&�+$��y�&��1�JK"�T��%$&�&�!�t>�$��f"+�+$�:
��'B"+"+$&�Z�h��"�,���Th����7��&�������!H!7��&����1D� I ��� � |A2!> vA0!> vL$&� U

	z7�.
���&T5$����]�����!H!7�������14� I ���fHN���&���G��'B"�"+$l'B"+�+$&�G��7��f�O14����'B��JK"+T��+$��&���5JK��.NH
��JK���;�O,
���&_qHwHN����$���*�"��+,��!Hr�+���+$�"�'PU � .!��"%2���*�"�����"+'Q,-�&@+FGFl� I ��"��!$)�a�+����1��y,-�O=
2�"+SN�������f�XJK��.NH]��1D����'B��JK"+T��+$���.
6^ #�
H��+���+$�"�'(�)Hg�+$)�O���&���!$&�Z�g���O2������+$&:�6Q�
J�"��!=
$&��*���_P'B�YX��&7�"�'B"�����_P" 7�"D�)2;��14� I ���[���&��$��&"+$��+$���.
6^ #�
H[J����;��'B��*�"���,��!H[��"+7�"%=
'B"�����_qH#��S&�&�!HG���DJ������%$&"�'r���)2����&�%$&:&6A���&��$��&7N��6^$ JK7�.
�(J�7�.
����� |L$�> � � > ��{&> v�v!> v � � U
� $&�O$e$&���w�+���!H!7��&���!14� I ���y��7����!��$&�f�;�O1�_P�N�O$�:�� M ( < M�� GEI?<1JLKNM%<?IPO.Q S I D��;U
��7��&'B"]$&�&�+��>�,!2K���+����*�"+��,���" ��7�"�J��+$)���O2;"������ �h�����!H!7�������14� I ��� ,
��,?�&Sw@�FX=

FG"�,�$)�9Hw1D�)H!�N�O$)�f�!2��h���DJK���O2�"+�����w*;���+$���$&_cJK����.&�+,!�O6^$���S&�&S� z"�����"l�;�]�%2;.
*;�OT
H-�O��$&��*�"���,��!HR,-�O2�"+SN������TtU9�/��,-�&T ����J;H&�DJ<,Y��7���SO2�"�'B"n�����!H!7��&����1D� I ���CH-���&����>
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�;�y�;�)p ��1D� 2;�-J�> ���O2;��"%$&�Z� �;�O��S&�O2�"+"����&��2�"�J��&�N�O$�"%2�:&��_P'PU � �&��$&��"+$&�%$&��.
6M #��T
$&���Y�����!H!7��&����1D� I ���A���O2;.
*��
2��;�)1D�N������"�� QLG�� M � < M%R��(Q[O&M[9LM��E�+���!H!7��&����14� I ���
H-�O�&�D��U/�G��� I "�� I ��� *;���%$&��$����O=mF �)1D�&�&��TC�+���!H!7��&����14� I ��� HN����$���*�"��+,��!HY����$��&,-�O=
2�"+SN������Tx��$�7;�O35"+�;�n�a7N�
J�"f�%$)�O$&"+TYX
� | � > � ~ ��� ��> vL2�> �h� �/�yJ�7tU >���$)��,!35"]�n'B�����O=
��7���FG���!H,� {4|!>m{ �L� UNoMJK�;�O,
��*����+$���$&���)= Fl�O1D���N�O�]�����!H!7��&����1D� I ���f�;�OSO2�6 JL��"%$&�Z�f��"
J;2;��2;6uS&_qHgH-����$���*�"+��,��!Hw�O��$&�&�+"���"+7;�O$��&7��&��>��z$&�O2�:�,
�zJ;2��a����$��&��"+��"�7;�)$&�&7����g�
7�"%3e��'B"�$)��,w�;�O1�_P�N��"�'B�����f������7��)2�:&�������g�O$�$�7;��,�$��&7;� � {4|�> � { � � |.� U
W��&'B��'B�n.!,
�O1D������_qH �&_dpz"g$&�����&�y�+���!H!7��&���!14� I ��� H-���&���h7;���+��'(�O$�7����N�O6^$O=

�Z�n�w��"�,-��$&��7�_P"GJK7!.!�+��"l@�FGFG"�,�$�_\*;���+$���*�����Th�����!H!7��&����1D� I ���V>L�&�O1D����,
��6M #��"
��7��x��1D����'B��JK"�T��+$&�����?��"+�
JK"��!$&��*���_qHEHN����$&��*�"��+,��!HE�����%$&"+' X�,r����'Q��$&���&�Z��$��Z�
O.Q �?Q[O.B[; 9&QLF � Q���G I?<1JAK M[<?IPO.Q S I�� 4��
	��O=�
���� ��������������	�������� 6 ��M �.M!� � D <?<?Q ��GEI?<1JLKNM%R
<?IPO.Q S I��;U !t���;�)1%JK_P�N�O6^ 5�)�a�����!H!7�������14� I ���w�;��SO2�6 JK��"+$��Z�h��7��w�+�!2�:&����'Y��1D���!=
'B��JK"�T��+$&�����AH-�O��$&��*�"���,��!H��+���+$�"�' �a��"%1D�;�4*���$�"%2�:����&T�7;�O���+$�7��&T�,-�&TY�;��7;��'B"%$O=
7��&��U�W��5���&����'?H-��7;�O,�$&"+7����+$���,
��'R�&�;�#S)2���1D,
�5,a���O2����&T �����
H�7��&����1D� I ���YX��&7�"%=
'B"�����_P"G7�"D�)2;��14� I ���a���&��$��&"+$��+$���.
6^ #�
HaJ����;��'B��*�"���,��!Hn��"�7�"�'B"�����_qHeJK��.NH����!=
�+$�"�' ���&��$&��7-��6^$�JK7�.
�#JK7�.
���a�f��"�,-��$&��7�_P'c14�O�;�O1%J�_P�N������"+'c�&�a�&7�"�'B"������ � 0.� U
oXS&�&S� z"������O�s�����!H!7��&����1D� I ���yHN���&������1D�;�4*;�O"+$a�&��1�����,����&�&"�����"5F�.!��, I ���&���)2�:O=
���&T<��1D����'B�&�+����1��R'B"+35J�.�'B�+���&�&"+����_P'B�<�����+$&�4��������'B� ��1D����'B��JK"�T��+$&�O.!6M #�!H
H-�O��$&��*�"���,��!Hy�+���+$�"�' � �8$�> � ��> � 0.� U

� ��$#">29* 8 /�8 "0/%$ M 291 /�� 2@'+* $%"(,.-0/ " $7132�4 $"'+, 29/�8 $"D&�&* B $",
2���8 / B /@? ���92 "%$ �

��"%3e��' ������7��)2�:&�������5�O$O$&7;�O,�$&�&7��#'B�93g��� �;�O1D�&�O$&:#Fl�O1��O= ,-�&�+"�7�"+��$&��_P' HN���O=
����' � {4|&� U 	z"+T��+$��&��$&"�2�:&����>�H-����$���*�"+��,���" ����$��&,-�O2�"+SN�������a�z@+$&��'A��2;.
*;��"uH-�O7;��,!=
$&"+7���1+.!6M$&�Z�R���)2���*���"�' ��7�,-�E�&_P7��O35"������&TC����"+,�$&7;�92�:&���&T 2��������A�;�r��"+,
�O$&�O=
7��&TnSN�O1��&�&�&Ta*;�O�+$&�O$&"

ω0

>;,-��$��&7;�O�n�+�&��$&��"+$&�%$&��.�"+$a�+7�"�JK��"�Ty*;�O�+$&�O$&"z��7;�O #"+�����
Fl�O1D���&_qH]$&7;�O"�,�$��&7���T����&,�7�.
�M���&�%$&�4�����!�e7;�O�&���&�&"+�����f�l���&�O$&�&"%$&�+$���.
6^ z��' �&SO=
7;�O1��&' �&_PS&7;�������&Tr��7��&"+, I ���VUW'd�O1��&�N�O�s*����+$���$)� HN����$���*�"��+,��!H ����$��&,-�O2�"+SN������T
'B�435"+$ S�_d$&: 14�)H!�N�4*�"+�;� �!2��R����JL�O�O2�"����?��7��<��14�O��'B��JK"�T��%$&�&���Q�+"���"+7;�O$&��7��&��>
����JK�&S����a*;���+$���$&"f,��N�)1D������7�'B�&����*�"+��,��
H?�O��$&�&,-�O2;"�SN������TtU ��7��&'B"5$��&����>V'B�93g���
�&��7�"�JK"�2�"�����_P'R�&S&7;�O1��&'C�&�&"��%$&�w'B�����&��"�����.
6[Fl�O1�.gH-����$���*�"+��,��!Hy����$��&,-�O2�"+SN�)=
����Te�e�;��S)2�6 JL�O$�:#@�FGFG"�,�$zFl�O1D�&���&���G14�)H!�N�)$)��U � ���!H!7��&����1D� I ���gH-���&���z�G$)��,-�&'
���&����'(�������s����SO2�6 JL�O"+$&�Z�r�gp#��7���,
��'Q,!2������+"lJK���;�O'B��*�"��+,��!Hr�+���+$�"�'P>t�e,
�O$&�O=
7�_qHC��'B"+"+$ 'B"��+$�� 7�"%3e��' �+����7;�)2;:&���&�+�?�O$O$&7;��,!$&�&7;�!U�* ��1D'B�43g�;�x,
��,C��1D����' =
�;�O�V> $)��, � �&_P��.-35JK"������O� �����
H�7��&����1D� I ���CFl�O1D�)= ,-�&��"+7�"��!$&���&�+�rHN���&����>/�y$&��'
*�����2�"X��7�����"�7�����JK��*�"+��,-�&'C�&��1%J�"�T��%$&�&���VU 
X��$4�e������7;�)2�:&��_PTa�O$�$�7;��,�$��&7����O2��!=
"+$��Z�e*����+$���_P' ��2;.
*;��"�'rH-���O$&��*�"+��,-�&�+�#�O$O$&7;��,!$&�&7;�!>
���57�"D�)2;��1�.�"+$&�Z�e�&��'B���&�+�!H



� � � � ������� �

�� � 
 � ���	� � � ����
���	�� 
 ��� � 
����@� � ��� ��������� ��� �	��������� ����� � 
���� �
�

JK������'B��*�"+��,��!Hn�+���+$�"�'(�)HL>��],-��$&�&7�_qHa��'B"�"%$&�Z�w��"+$D2��w�+"��;�O7;�O$&7�����_ �+�&�+$��4�������
7;�������&�&"+�����s$����;�a��"�J�2��O= FG�&,!.&��U�W��&@%$&�&'/.s*����+$���$&���)= Fl�O1D���N�O�r�����!H!7��&����1D� I ���
H-�O�&�D�f��"����O2;��"+$��Z�y*�"+' =m$&�f���+,!2�6u*���$&"�2�:&��_P'P> �]��7�"kJK�+$)�O�O2;��"%$ ����S&�&Tap#��7���,
�
7;���+��7��&�%$&7;�O��"������&" ���O2�"�����"�U

� �O����'B�O$&7���'R7�"+3g��'�������7;�)2�:����&���e�O$�$�7;��,�$��&7;�e�5HN��7���p#�g��1D��"��+$����&TwJK���;�)=
'B��*�"+��,-�&Tw�����%$&"�'B" ���+���%2;"�7;�	� � $&� X

ẋ = −y − z, ẏ = x+ αy, ż = β + z(x− µ).
4 ��U {%6

W�7��&"+, I ���[Fl�O1��&�&�&Tc$�7;��"+,�$&�&7���� ���Y�!2��&�+,-�&�+$�:Q��"+7�"�'B"+����_qH (x, y)
�\�+��"�,!=

$&7��)2�:&�;�)�`�!2���$����&�%$&: 'B�� z���&�+$��
Sx(ω)

,-�O2�"+SN������T
x(t)

��7�"�JK�%$)���O2�"+��_ ���
7����OU ��U {&U �l�O,��&�
JK��� ��1s7����%.
��,
��>P�?��7���"�, I ��� 4 7����OU���U {&> �86]$�7;��"�,!$&�&7��!�Q�+�O=
�&"+7�p5��"%$a�&7;�O #�O$&"�2�:&��_P" J��&��35"+�����s�&��,�7�.
�z��.42;�y,
���&7�JK���;�O$9>V�e����"�,�$�7

Sx(ω)�;� FG�&��"r���!2;��p#����������:�"�JK"+�+$)�)2K�C��'B"�"%$CJK���+$)�O$��&*����Y.-1�,
�����O2��&�+��_PT ����,Q�;�
��"+,
�O$&�&7���Th*;���%$&��$�"

ω = ω0

4 7����OU ��U {&> S86%U
� ����7��)2�:&��_P" �O$�$�7;��,�$��&7�_ $&���;�Y7����OU ��U {&> � �&��1D����,
��6^$Y�A7�"%1�.42�:4$)�O$�" ���O=

�%2;"�JK�&�&�O$&"�2�:&���&�%$&� S&��FG.
7�,
� I ��Tx.DJK���&"����!�E��"�7�����JL�n��7�"kJK"%2�:����&��� I ��,!2���U ���%=
HN��JK��_PT<.��+$��&T�*�����_PTQ��7�"�JK"�2�:&��_PT I ��,
2 �+$)�������&��$&�Z� ��"%.&�%$&�&T�*����&_P'�4 ��"kJ;2��O=
�&_P'
6�>t���e$�7;��"�,!$&�&7���� �;���+����7;�)2;:&���&' �O$O$&7;��,!$&�&7�"f�&7;�) 5��6M$&�Z�r�&SO2;��1D�s@%$&�&�+�
��"kJ;2��&���&��� I ��,
2K�n�5��_P���&,-�&Tr�+$�"���"+��:&6 7�"��%.42;��7����&�+$��tU �(��2��r�aF �)1D�&�&��' ��7��O=
�+$�7;�����%$&�&"s���&"��%$&���+"�,�.- z.
6 ���&�&"�7&H!���&�%$&:�> ,-��$&�&7!.!6 $&7;�O"�,�$��&7����R��"�7�"+��"�,
��"%$
�&�+6 J�.r$&7;�������&"+7��D�)2;:&��� 4 ������7���'B"+7t>��!2��&�+,
���+$&:

y = 0
6�>�� 7;���+��*��!$)�O$&:s�����%2�"�=

JK�&�&�O$&"�2�:&���&�%$&: ���!$&"�7��N�)2��&� ��7�"�'B"+���
Ti

'B"+35J�.a��"+7�"��+"�*�"+������'B�r$&7���"�,�$��&7���"+T
@+$��&T?�����&"�7&H!���&�%$&� �w��JK���&' � $��&'c35"f�;����7����O2�"+�����t>�$&�y'B�43g���a.!S�"�JK��$�:&�Z� �
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�

Sx(ω)
��� ����� � 
����

x(t)
� � 	 ��������� � 
 � � � � � 	 ��	 � α = β = 0.2 � µ = 6.5



�Z� � ��� � 
��
	��	
���� ��
 ����� � � � �

�%2;"�J�.
6^ z"�'PU ��������7�"�JK"�2�"�����"5����$�"�7��N�92��&���&7�"�'B"����
p(Ti)

4 �+'PUK7�����U ��U ~ 6 ��'B"�"+$
��7�,
�a�&_P7��O35"�����_PTr'(��,-����'/.
'c��7��

T = T0

>V*�$&�a�����
JK"+$�"%2�:��+$&�O.&"+$y� SO2���1�,
��'
, 7�"+�+.42;��7����&'/.���7;�O #"+����� �X���&*�$&� ���&�+$��9������_P'C��"�7�����JK�&'PU;W��#@%$&�&T ��7���*�����"
JL������_PTf$����fHN���&���G���O1D_P�N�O6^$ F �)1D�O=m,
����"�7�"���$���_P'PU � 2�"�JK�%$&�&��"�' 7�"+�+.42;��7����&�+$��
�&7;�) #"������hFl�O1��&�&_qHe$&7;��"+,�$&��7���Th���O2;��"%$&�Z�w�;�)2���*���"G�]����"+,�$&7�" 'B�� #���&�+$��w.-1+=
,-�&T ����"�,�$�7;�)2�:&���&T?2�������� �e'(��,-����'/.
'B�&'[�;�h*����+$���$&"

ω0 = 2π/T0

U�� ��7������
@+$��&T52��������f,-�&��"+*��;��>N���G'(�)2��PX

∆ω/ω0 � 1
U �/��,���'x��S&7;�O1��&'P>&S&"%1P.!*�"+$)�lpz��7��O=

,-�&����>4���^����1D,-�&�+�^��:�"�JK"+�+$)�)2K��4 �;�d.
7��&�&��"B= 0 � JK" I ��S&"%2N6 �+"���"+7;�O$��&7#������7;�)2�:����&���
H-�O�&�D�]����JK�&S&"+�n1D�Opz.
' 2�"+�����&'/.n�+"���"+7;�O$&��7�.n��"�7����DJ���*�"��+,��!Hw,-�O2�"+SN������TVU
* 7;��S���$)�)H:� � ~ > �N|�> �h� � �&��"+7��&_P"5S&_q2x.&�%$)�����&�)2�"��x@�FGFG"�,�$a1D�)H!�N�O$)� SN�O1��&�&�&T

*;���%$&��$�_bH-���O$&��*�"+��,��
H\���O$&�&,-�O2�"+SN������TQ� ���&,
�O1D�����C�+.- #"+�+$&���&�N������"?�&SO2K�O�+$&�
14�9H��&�O$)� 4 ��SO2K���%$&�y�+���!H!7��&�����&���gHN���&���86 �f��7����+$&7������+$��&"5�;��7���'B"+$�7��&��U+� $&�h7�"%=
1�.42�:4$)�O$�_ ���O2��43g�!2�� ���9*��)2��nFl��7�'B��7��&�&������6 ��7�"kJK�+$)�O�O2�"�����T �w�+���!H!7��&����14�)=
I ���5H-�O�&�D�G�;���&�����&�&"P,!2K�O������*�"��+,
��Te$&"+�&7����f,-�O2�"�S&������TtU *?.
,
�O14�O����_qHg7;��S&�O$)�)H
���)2�"�����"e�����!H!7��&����1D� I ��� HN���&���h������2�"�J��&�N�)2�����:nJ;2�� �+"���"+7;�O$&��7;�h�e����"�7 I ���&�!=
���&TC��"�2�����"+T����&�%$&:&6 4 � �Gj�6%�u���� z"���,-�O= �u�%$)�)HN�&�&��U)!�J�"���:r'B_ ��7��&�!2�2�6u�%$&7��!=
7�.�"�'Y�
Ha�;�5��7���'B"+7�"l�O$�$�7;��,�$��&7;� ���+���%2;"�7;��UN*q��"�JK"+'Y�&��"%p#��"+"G����7�'B�&����*�"��+,
��"
�&��1�JK"�T��+$&����"z�]�����+$&"+'/.74 ��U {[6

ẋ = −y − z + b sin(ω1t), ẏ = x + αy, ż = β + z(x− µ).
4 ��U ~ 6

!�JK"+��:
b
>
ω1

� ��'B�!2��!$�.DJL�?��,�7!.!�+�&�N�O�Y*;���%$&��$)� �&��"%p#��"+��� �&�O1%JK"+T��+$��&���tU.!t�)=
FG��,-����7!.&"�' 1D�;�4*�"+�����<�;�O7;��'B"+$�7��&�

α = β = 0.2
>
µ = 6.5

U�* @+$&��' ��2;.
*;��"
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1D���9*�"�����" SN�)1D�&�&��T *;���%$&��$�_ ������7;�)2�:����&��� �O$O$&7;�O,�$&�&7�� �R��$��+.-$&�%$&�&��� �&��"%p =
��"+T ���!2;_ S�.DJK"+$

ω0 = 1.0683 ± 10−4 4 ��'PU 7�����U ��U {�> S 6�U *q_PS&"+7�"�'`1D���9*�"�����"
��'B�!2;��$�.DJK_

b = 0.05
�<S�.DJK"+' ���+�%2�"kJK�&�N�O$�:A@+�&�O2�6 I ��6 ����"�,�$�7;�A'B�� z���&�%$&�

Sx(ω)
��"�7�"�'B"������&T

x(t)
��7��e��1�'B"���"+������*����+$���$&_R�&�O1%JK"+T��+$��&���

ω1

� ����$&"+7��N�)2�"

1.060 ≤ ω1 ≤ 1.065
U ��"+1�.42�:4$)�O$�_ 7;���+*�"+$)�y�+��"�,!$&7��&�hJ;2�� $&7�"%HE1D�;�4*�"+����T

ωex��7�"kJK�+$)�O�O2�"���_0���]7�����U ��U |�U
�G��, �&�
J����r��1eJL������_qHV>B��7�"�JK�%$)���O2�"+����_qHA�;�s7����OU ��U |�>�J;2�� ��$&���&����$�"%2�:����

S&�O2;:�p#�&Tw7;���+�+$&7��&T�,��r*;���%$&��$�_[�&��1%J�"�T��%$&�&���h�ySN�O1��&�&�&Tn*;���%$&��$�_0����$&�����&'B���&T
�����+$&"+'B_R�G����"+,�$&7�"M,-�O2�"+SN������T 4 ,�7����N�O�a{%6���7����%.-$&�+$���.
6^$#2��������]�������;�)2��l�&�O1+=
JK"+T��+$��&���

ω1

�a2;�������wSN�O1��&�&�&Ta*;���%$&��$�_
ω0

U � .
'B"���:Op#"�����"�'R7;�O���+$�7��&T�,��y@+$��
2��������r��SO2��!3]��6^$��Z� 4 ,�7����N�O� ~ 6^�t>L�;��,-�&��" I >t��7������ HN��JK��$a1D�)H!�N�O$aSN�O1��&�&�&Th*;�)=
�+$���$&_ H-����$���*�"+��,��!HQ�O��$&�&,-�O2;"�SN������T<�&��"+pz����' �����+�;�)2��&' X

ω0 = ω1

4 ,�7����N�O�
|86�U �n�&'B"���$O.E1D�)H!�N�O$)�h�O$&�&"+*;��"+$h1D�;�4*�"+����"e*����+$���$&_ �&��1�JK"�T��+$&�����

ω1 = 1.065
>

��"n7;���&���&"a��� HN��JK����TR�&"%2���*�����"
ω0 = 1.0683

U�� ��,���'0�&S&7��O1D�&'P>B�x7�"%1�.42�:4$)�O$&"
14�9H��&�O$)�f�+��"�,!$&7;�)2;:&�;�O� 2��������aSN�O1��&�&�&T *;�O�+$&�O$&_ HN����$���*�"��+,��!Hh����$��&,-�O2�"+SN������T
��'B"+�+$��!2K���+:A�R�%$)�)2K� 7;���&���&TR*;���%$&��$�"s�&��"+pz��"��+�A����1%JK"+T��+$��&���VU ��'B"�"+$ 'B"+�+$��
���O2;�;�O�e���;�)2��������e�^@+FlFG"+,�$&�&'?1D�)H!�N�O$)�z*����+$���$&_<�z,
2K�����+��*�"+��,-�&T $&"+�&7������+���!=
H!7��&���!14� I ���x��7�"�JK"�2�:&������� I ��,!2���U 	#�)2�:���"�T�pz��"#���+�%2�"kJK�&�N�O�����r���&,
�O1D�)2��t>L*�$&�
@+$)�n���;�92��&���!�r��'B"�"%$wF�.
�
JL�O'B"���$)�)2;:&��_PTxHN��7;��,!$&"�7VU 	l2;�r�+����7;�92�:&���&�+��H-���&����>
,
��, �xJ;2��?��7�"kJK"%2;:&���&�+� I ��,!2K�!>�'B�43g���y�����&�&7���$�:y�&Sw@�FGFG"�,�$)�)H 14�)H!�N�)$)�y*;�)=

1.055 1.065 1.075
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x(t)
��	 �

ω1 = 1.06
� ��	 � � � �L� 	 � ω1 = 1.064

� ��	 � � � �u� 	 �
ω1 = 1.065

� ��	 ��� � �
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���� ��
 ����� � � � �

�+$���$&_0�hFl�O1�_�UtoMJK����,-��>L*!$&�&S&_\��7���'B"�����$&: Fl�O1��&�&_PTy����J;H&��Jx$&7�"+S�.&"%$&�Z�x,-�&7!=
7�"+,�$&���g�&��7�"kJK"%2;��$&:�'B�+���&�&"+����.
60F �)1�.eHN����$&��*�"��+,��!Hh����$��&,-�O2�"�S&������TtU
*q_P�+�&,
�O�r�+$�"���"+��:w7�"��+.42;��7����&�%$&�x�&7;�O z"����!�rF �)1D�&�&��Th$&7;�O"�,�$��&7���� �O$�$�7;��,!=

$&��7;� � ���+�%2�"+7;��>-����1��&�O2;��"+$l��7�"kJK�+$)������$&:#,-�O2;"�SN�������
x(t)

�
y(t)

��$��&'E35"P���
JK"�>
,-��$&��7�_PTa�������)2�:�1D���N�)2��Z�e7;����"+"X��7�� �O�;�)2���1�"u�+���!H!7��&���!14� I ���n�+"���"+7;�O$��&7;� *d���
JK"+7yW��O2;� X

x(t) = ρ(t) cosΦ(t), y(t) = ρ(t) sinΦ(t).
4 ��U |86

!t��'B"+�;����"�7�"�'B"�����_qH 4 ��U |86 ��1D���9*���"+$a��2�"�J�.
6M #"�"OU�jG�e�!2��&�+,-�&�+$��E��"+7�"�'B"+����_qH
(x, y)

4 7�����U ��U {�> �86B��1��&S&7;�O35��6^ z"�T�$&��*�,-"X�;� $�7;��"�,!$&�&7����n�+�&���&�%$)���O2;��"+$��Z�w��"�,!=
$&��7��w���9*��)2��&' � �����+$&�4��������7;�O�&���&�&"+�����VU�	l2;�Y�+���+$�"�'B_ ���+����2�"�7;�?��7��A1��;�)=
*�"+�����!Hf����7;��'B"%$&7��&��>N���&��$��&"+$��+$���.
6^ #�
H ������7;�)2�:����&'/.f�O$O$&7;��,!$&�&7�.�>!�+�&�+$��4������"
7;�������&�&"+�����z7;�������O2��435"�������7;��,�$���*�"+��,��]�u���9*��)2�"d,-�&�&7�JK���;�O$9U � ��,���'s��S&7;�O1��&'P>
�;�4*;�)2;�f7������+'(�O$&7����N��"�'B�����]�&"�,!$&�&7;�5'B�43g���#�����&'B"��%$&��$�:g�u$��&*�,-�&T

(0, 0)
U�	l2��!=

�;�n�&"�,�$��&7;�h��7�"�JK�%$)���O2;��"+$r�+�&S&�&TE'B�����&��"�����.
6`�O'B�!2���$O.4J;. ,-�O2�"+SN������T
ρ(t)

> �
.
���O2y���&�&��7���$)�]�&"�,�$��&7;�]��$&���&����$�"%2�:������&�+�h��S�� I ���+�G= 'B�+���&�&"+����.
60F �)1�. Φ(t)

U
W��O2��43g��$&"�2�:&��_PTR.
���O2 �+�&��$��&"+$��+$&�O.&"+$Y�&7;�O z"�����6 ��7���$���� *;���+�&�&�&T��%$&7�"�2�,��tU
��'B"������e$)��,y�&7��O 5��"%$&�Z�s�!1D�&S&7��O3]��6M 5�O�n$&�&*�,!���g�!2��&�+,-�&�+$��

(x, y)
�e�����+$&"+'B"

���+����2�"�7;�!U+*���2;.
*;��"O>;,
��� JL�5�&7;�O z"�����"G��1��&S&7;�)3]��6^ z"�T $&��*�,��n�57;�����+'(�O$&7����N�)=
"�'B��TA��7��&"�, I ������7������ HN��JK��$ ���x*;�������&�&TC�+$&7�"%2�,-"Z4 ,
��,t>B�;����7���'B"�7V> � � �Gj�6�>
�%2;"�J�.�"+$s�&�n��$��&7��&' .!7����&��"+�����T4 ��U |A6u��"�7�"kJC������.&�+�&'\���&�%$)���&��$�:w1D����, 	 = �kU&!t�)=
'B"����l��"+7�"�'B"+����_qH 4 ��U |86 ��1��;�4*;��"%$z��"+7�"%H&��Jn�;���!2��&�+,-�&�+$��fJK���;�O'B��*�"��+,��!Hg��"+7�"%=
'B"�����_qH

(x, y)
,s���O2;��7����&Ts�+���+$�"�'B"]��$���*�"%$)��U��/��,���'R�&S&7;�O1��&'P>L1��;�O�y$�"�,�.- z��"

1D���9*�"������
x
�
y
>!2�"+��,-�g����T�$&�w'B�������&"�����_P"l1��;�4*�"����!�y��'B�
2���$�.DJK_c�wFl�O1�_VX

ρ(t) =
√

x2(t) + y2(t),

Φ(t) = arctg
y(t)

x(t)
± πk, k = 0, 1, 2, . . .

4 ��U � 6

	z�&SN���)2�"�����"��!2�� �&_P*���$)������" I "�2��&�+�s*����%2��r���&�&�&7��O$&�&�y���w.
���O2 π ��"+�&SDHN��JK�!='B��> *�$��&S&_�	 JK�&�%$&7��&�!$&: �]Fl�O1+.wJK�n���O2����&���a.
� 2K�w�&7��O #"+�����tU�W�7��x@+$��&'c1��;�4*�"%=
����" I "%2��&*����%2�"+�����&Ta��"+7�"�'B"+�����&T k �&��7�"�JK"�2;��"%$&�Z�n��1X.��%2����&���a��"+��7�"�7�_P�&���&�%$&�F�.
��, I ��� Φ(t)

U!W��O2;.
*�"����;�O��$)��,���'A��S&7;�O1��&'?'B�����&�&"����;�O� Fl�O1D�
Φ(t)

���O2���"+$��Z�
���O2;���&ThFl�O1��&Tt>�����7�"�J�"%2�"+�����&Ty�fS&"+��,-�&��"+*����&'�����$&"+7��N�)2�"&X

Φ(t) ∈ [−∞, +∞]
U

��7��&'B" $&������>/�����&� JL�r�&��1�����,
��"+$E��"+�&SDHN��JK��'B�&�%$&:E7;�����+'B��$&7�"+$&:EFl�O1�.�>B�&��7�"kJK"%=
2�"+����.
6b�x�&��7�������*�"+�����&' ����$&"+7��N�)2;"LX

Φ̃(t) ∈ [−π, +π]
�!2��

Φ̃(t) ∈ [0, 2π]
U

oX*�"����
JK����>;*!$&�
Φ(t) = Φ̃(t) ±mπ

>;� JK"
m
�e��"+,-��$&�&7��&" I "�2��&"G*�����2���U

� �O����'B�O$&7�"+�����&" �;��'B�z�&��7�"kJK"%2�"+����"P'B�+���&�&"+����_qH]�O'B�!2���$O.4J�_C�zF �)1D_ ��" ���O=
2;��"+$&�Z�f"kJK�����%$&�&"+����_P' � {4|�> �h� � UL* 'B"��+$��uJK���;��'B��*�"��+,��!H]��"+7�"�'B"+����_qH

x(t)
�
y(t)�Z4 ��U |86X'B�&�+.-$sS&_d$�:h���+���O2�:O1D�&�N�O��_ �rJK7!.!�+��"��;�O7�_ ��"+7�"�'B"+����_qHLUBW�7�� ��_PS&�O=

7�" $)��,��!Hg��"+7�"�'B"+����_qHe� 2K���&���&" =���S&"��+��"�*��!$&:#7�"+�+.42;��7����&"^�&7;�O z"�����"M��7���"�, I ���
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Fl�O1D���&�&TR$&7;�O"�,�$��&7����Q�&�&,�7�.
�r��"+,
�O$&�&7���T $��&*�,��t>P,-��$��&7;�O� S&"+7�"+$��Z�Q1D� �;�4*;�)=
2��a7;�9J���.&��= �&"+,�$&�&7���U�W��DJ�HN��J��� z��'B�x��"�7�"+'B"�����_P'B�E'B�&�%.-$wS�_d$&:a��7��&�!1D�&��JK��_P"

dx/dt
�

dy/dt
� � 2.�/�!2��r��"+7�"�'B"+����_P"

x(t)
�
xH(t)

>V� JK"
xH(t)

�w���&��7-�!35"�����_PT
��� � �!2�:&S&"+7�$�.a��7�� I "+��� xH(t)

� {4|!> � �L� X

xH(t) =
1

π

∫ ∞

−∞

x(θ)

t− θ
dθ.

4 ��U 0A6

��7��&'B"�$&������>;'B�43g���]�&�&"��%$&�wF �)1�.&>;�������O2;:�1�.O�h�����%2�"kJK�&�N�O$�"%2�:����&�+$�:�'B�&'B"+��$&�&�
�&7�"+'B"����

ti
>V������$&�&"%$&�%$&��.
6^ z�!HE��"�7�"���"+*�"�������' $&7;��"+,�$&��7���"�Tx��"+,�.- #"+TE�!2;�&��,-�O=

�+$�� � {4|&�(�w1D�9JL�������&'c������7;���)2�"������tU W�7��E,�.&�+�&*����a2�����"+T����&T?������7���,
�+��'(� I ���
Fl�O14�]�]��7��&�!1D�&�O2;:&��_PTn'B�&'B"���$g�&7�"+'B"����n�&��7�"�JK"�2;��"%$&�Z�s,
��,

Φ(t) = 2π
t− ti
ti+1 − ti

± 2πi, i = 0, 1, 2, . . . .
4 ��U $A6

!�JK"+��:
i
�l*����%2�����"�7�"+��"�*�"�����Tf�u1D�9JL�������&'s�;����7����O2�"+�����514�u��7�"�'/�z�;��SO2�6 J�"������

t− t0
U

�X1C2;6uS&�&�+�c�&��7�"�JK"�2�"������ 'B�+���&�&"+�����&T Fl�O1�_
Φ(t)

��2�"�J�.�"+$[�&��7�"�JK"�2�"�����"
'B�����&�&"������&Th�a�+7�"�JK��"�Ty*;�O�+$&�O$e,-�O2�"+SN������TYX

ω(t) =
dΦ(t)

dt
, ω

�
=

〈

dΦ(t)

dt

〉

= 〈ω(t)〉. 4 ��U vA6

!�JK"+��:��+,
��S&,�� 〈. . .〉 'B�&�+.-$R�O1D�;�4*;�O$�:R,
��,c.&�+7�"�J���"�����"C������������'BSO2�6 >M$)�O,\�.&�+7�"�J���"�����"Y���R�&7�"�'B"����t>X���&�+,-�O2�:&,�.c��7�� I "���� ω(t)
>M,
��,[��7;���&�
2��R�&SO2K�4JL��"+$

�����&T��+$��&�&' @�7��+��JK��*������+$&�VU � ���+��'(�O$�7����N�O�s.���7�"kJK��"+����"]��� �&7�"+'B"����V>K2�"+��,-�a���O=
2;.
*���$�:

ω
�
= lim

T→∞

Φ(t0 + T ) − Φ(t0)

T
.

4 ��U � 6
oX*�"����
JK����> *!$&�h'B�+���&�&"+����_P"]1D�;�4*�"+����� ��'B�!2��!$�.DJK_�>�Fl�O1D_ �E*;�O�+$&�O$&_ ��7��

7;�O1%2���*���_qHl�����&�+�&SN�)H��&�&"�J�"������ ��'B�
2���$�.DJK_E� Fl�O1�_ESO.4J;.
$M7;�)1+2���*���_�UOo^J��;��,-��>
*�$��&S&_C��'B�!2��!$�.DJK���O=mFl�O1D�&���&"q��7�"�JK�%$)���O2�"+����"qJK���;�O'B��,��zH-�O��$&��*�"���,-�&T]�+���+$�"�'B_
��'B"�2��^�+'B_P�%2�>9��"+�&SDHN��JK��'B��>)*!$&�&S&_E�+$)�O$����+$���*�"+��,���"qHN��7;��,!$&"�7����+$���,���4 ���^,�7���T!=
��"+Tn'B"+7�"X$&"O>�,-��$&��7�_P"G�����!14����_ �X�;�OSO2�6 JL��"+'B_P'B�w��"%2���*����;��'B�a�����)2�"����!��'B� 6
��"X1D���&���+"%2��n��$]��7�������$��&���]14�#�&�+���&��.e�&��7�"kJK"%2;"������wFl�O1D_�U�jG"+�&SDHN��JK��'B�]��$�'B"%=
$&�!$&:r�%2�"kJ�.
6^ z"�"LX(��7�� ������2�"�JK���N������� Fl�O1��&�&�&T?�+���!H!7��&����14� I ���?H-����$���*�"+��,��!H
����$��&,-�O2�"+SN������Tz�&*�"���:^�N�)3e����>4*�$&�&S�_?'B�������&"������O�zFl�O1D�MS�_q2K�^�&��7�"�JK"�2�"����u,-�&7!=
7�"+,�$&����U-�G7���$&"+7���"�'x,-�&7�7�"+,�$&���&�+$��e�&��7�"�JK"�2�"����!�]'B�����&��"�������TfFl�O1�_ �X7�"+3g��'B"
������7;�)2�:����&��� �O$O$&7;��,!$&�&7;�l�%2;.-3g��$ ���&�&���9JK"�����" ��7�"kJK��"�Tg*;���%$&��$�_

ω
�
4 ��U � 6 �PSN�)=

1D���&�&Tn*;���+$���$&��Th,-�O2�"+SN������T
ω0

� � v!> �f� � U
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W�7��&��1��&"�J;�n1D��'B"��!. ��"�7�"�'B"�����_qH 4 ��U |86q�].!7����&��"+�����!H 4 ��U ~ 6%>����O2;.
*���'A.!7����O=
��"+�����w�����%$&"�'B_ � ���+�%2�"+7;�g�]�&�
J�"LX

ρ̇ =
1

2
αρ− 1

2
αρ cos 2Φ− z cosΦ+ b cosΦ sin(ω1t),

Φ̇ = 1 +
1

2
α sin 2Φ+

1

ρ
z sinΦ− 1

ρ
b sinΦ sin(ω1t),

4 ��U 286

ż = β + z(ρ cosΦ− µ).

!t��FG��,-����7��&�N���^1D�;�4*�"+�����]�;��7���'B"+$�7��&�
α = β = 0.2

>
µ = 6.5

�
b = 0.05

>)��7��&���!=
$&"+��7���7�.&"+'Y�����+$&"+'/. 4 ��U 286(*����%2�"+������>
��1�'B"����!��*;���%$&��$O.e����"+pz��"��+�5�&��1%J�"�T��%$&�&���
ω1

U �G�+���O2�:O1�.�� ���O2;.
*�"+����_P"gJL�O����_P"fJ;2��
Φ(t)

>��&_P*�����2���'\�+�&��$&��"+$&�%$&��.
6M #��"
1D���9*�"������Y��7�"kJK��"+T�*;���%$&��$�_

ω
�
4 ��U � 6%U(jG�s7����OU ��U �x��7�"kJK�+$)�O�O2�"���_ 1D���&���+��'B�O=

�+$��r��$&���Op#"�����TE*����+$���$
Θ

�
= ω � /ω1

4 ,�7����&�O�?{[6M�
Θ0 = ω0/ω1

4 ,�7����N�O� ~ 6M��$
*;���%$&��$�_\�����+�;�)2K�]�&��1�JK"�T��+$&�����

ω1

U
�G��,n�&�
JK���g��1 ��7;��FG��,-�&��>K��'B"�"+$�'B"��+$��e14�9H��&�O$e�+7�"�J���"�Ty*����+$���$&_

ω �

�&��"%p =
����' �����+�;�)2���' �r,-�&��"+*����&T �&SO2����+$��A*;�O�+$&�O$

1.065 ≤ ω1 ≤ 1.078
U/W�7�� @%$&�&'

7;���+��*��!$)������_P"�1��;�4*�"����!�?��7�"�JK��"+T *;���%$&��$�_
ω �

� SN�O1��&�&�&Tx*;���%$&��$�_
ω0

���&���;�)=
JL��6M$e�]��7�"�JK"�2K�)Hn��pz��S&,��n�&_P*�����2�"�����TtU

�������)2�:�1�.O�AJL������_P"y7;���+*�"+$��&� 'B�����&�&"������&TRFl�O1D_
Φ(t)

> ���&�%$&7�����' �+7;��FG�!=
,���1D���&���+��'B�&�+$��Q'B�+���&�&"+�����&TR7��O1D�����+$&� Fl�O1s�O��$&�&,-�O2;"�SN������T<�R�&��1%J�"�T��%$&�&���

∆Φ(t) = Φ(t) − ω1t
�w14�O�&������'B�&�+$��C�O$y�&7�"+'B"����VU/jG�w7�����U ��U 0a��7�"�J��+$)���O2;"���_

1.060 1.065 1.070 1.075 1.080 1.085
ω1

0.99

1.00

1.01

Θc,Θ0

1
2

������� � ����� � �	� �����

 �����
�)���

�� � ��
����.� ��������� Θ � = ω � /ω1

� ��	 ��� ���"� 	 �
Θ0 = ω0/ω1

� ��	 � � � �d� 	 ���
� ������� � � ����� � �������
�
���

ω1 �
	�� ���������
� 
�

� � �����9������� � 
 � � � � � 	
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$)��,���"X14���&������'B�&�%$&�t>!���O2;.
*�"+����_P"uJ;2;�g$&7�"�He1��;�4*�"�����Ta*;���+$���$&_ �&��"%p#��"+���5�+���%=
�;�)2���U
�G��,l�&�
JK���^��1 ��7;��FG��,
��>9�^�&SO2K���%$&� �����!H!7�������14� I ����4 ,�7����N�O�z|86t��'B"+"+$X'B"+�+$��

@�FGFG"�,!$y14�)H!�N�)$)�hFl�O1D_ �+"���"+7;�O$&��7;� ��"+����2�"�7;�s�&��"+p#����'\�����+�;�)2���' X ��S����O2�6M$O=
�;�O�w�&"�2���*�������7;�O1D���&�+$��yFl�O1 |∆Φ| ��"l7;���%$&"+$a���e�&7�"+'B"����V>V�f�&�+$)��"%$&�Z�r�&S)2���1D������&"��+�g��"+7��&�&���9*��)2�:&�������]1D�;�4*�"+�����w�f'B��'B"���$g�&7�"+'B"����

t0
U

�^JK"+� Fl�O1��&�&�&�+�C�������D�O����� �����
H�7��&����1D� I ��� ,-�&�+"�7�"+��$&���&���AHN���&���C�&��"�7��&_P"
S&_q2K�5��7�"�J;2��435"+�;�5�#7;��S���$&" � � �L� U � �&� 2��������],-�&� I "�� I ���wFl�O1��&�&�&T��+���!H!7��&����14�)=
I ���lH-����$���*�"+��,��!H5����$��&,-�O2�"�S&������T � {4|!> � �&�!,
2K�����+��*�"+��,-�&"d�&��7�"�JK"�2�"�����"d@�FGFG"�,!$)�
Fl�O1D���&�&���51D�)H!�N�O$)�	4 {[6(JK�O2�3e���]S&_d$�:g��7�"��&S�7;�O1D���N�����]�%2;"�J�.
6^ z��'R�&S&7��O1D�&' X

|mΦ1(t) − nΦ2(t)| ≤ K,
4 ��U { � 6

� JK"
K
�y����7;������*�"����;�O�r,-�&���%$)����$)��>�14�������Z�� #�O�r��$a�;�4*;�)2;:&���&Tr7;�O1����&�%$&�xF �)1&>

m
�
n
� I "�2�_P"e*����%2K�!U * �O$D2���*���"e��$y�+���!H!7��&���!14� I ��� ��"�7����DJ���*�"��+,��!H?,
�)2�"%=

SN������Tt>��w��2;.
*;��"]14�)H!�N�)$)�wFl�O15H-���O$&��*�"+��,��
H ���O$&�&�+"���"+7;�O$&��7��&��>�7;�O1����&�+$�:hFl�O1
��"5���)2;��"%$&�Z�E,
�����+$)���!$&�&TtU�oX�;� FX2;.
,�$�.
��7!.&"+$r���n��7�"�'B"+���t> ���a" �]��$�,!2��&��"������
��$E��"�7��&�&�;�4*;�)2;:&���&�+�E1D���9*�"������A�+$�7��&�+�?�&��7�������*�"+��_�U��uS&�+�O2�6^$��;�O�A�&"%2;��*����;�
$)��,��
H ��$�,!2��&��"+����T ��"fJ��O2;3g�;�h��7�"+�&_dp5�)$&:

2π
U �l"��+,
�s���
JK"+$�:�>/*�$��s��1�.��%2��O=

�&��� Fl�O1��&�&�&�+�h14�9H��&�O$)��4 ��U { � 6 ��2�"�J�.�"+$E7;� I ���&�;�)2�:����&" ������$&���Op#"�����"w�+7�"�J����!H
*;���%$&��$PX
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∆Φ(t) = Φ(t) − ω1t

� � �	� �����
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ω1 = 1.06
� ��	 ��� � �7� 	 � ω1 = 1.064

� ��	 ��� � �
� 	 �

ω1 = 1.065
� ��	 � � ����� 	
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mωc1 = nωc2,
� JK"

ωc1 =

〈

dΦ1(t)

dt

〉

, ωc2 =

〈

dΦ2(t)

dt

〉

.
4 ��U {&{[6

W��&��,-�O2;:&,�.x�h7�"%3e��'B"g�+����7;�)2;:&���&�+�s�O$�$�7;��,�$��&7;�ySN�)1D�&�&_P"f*;���%$&��$�_ ����"+,�$&7����
�;��7 I �;�)2�:���_qHA��"���"�7;�O$��&7��&�E���&���;�9JL��6M$ �n������$&�&"%$&�%$&��.
6^ z��'B�<��7�"kJK����'B�Y*;�)=
�+$���$)��'B�t>�$&�n7;����"����%$&�&�74 ��U {&{[6 J��O2;3g��� �&_P���O2;����$�:&�Z� �yJ;2;�rS&�O1D�&��_qHr*;���%$&��$9U
�/�O,���'0�&S&7;�O1��&'P>B*;���%$&��$��;�O�A� F �)1D�&�N�)� �����!H!7�������14� I ��� H-���&���x��"a���O2;��6^$&�Z�
JK��.
'/�Y7;�O1+2;��*���_P'B�R@+FlFG"+,�$)��'B�t>q�E$)��,Y35"w,
��,��Y�E,!2K���+����*�"���,-�&' �%2�.!*���"�>
��7�"kJK�+$)�O�O2;��6M$f���&S&��TfJK�&"X�%$&�&7��&��_ �DJ����&��� ���O2�"+����� �]*;���+$���$&���O= Fl�O1��&�&�&T��+���!=
H!7��&���!14� I ���tU
� ���!H!7�������14� I ��� H-���O$&��*�"+��,-�&�+������$��&��"+��"�7��O$&�&7��f�;�OSO2�6 JL��"%$&�Z�n�5��"+,
�O$&�&7���T

�&SO2����+$�� 1��;�4*�"�����T .!��7;���O2;��6^ z�!H �;��7���'B"+$�7��&��>/���O1D_P�N�O"�'B�&TTM � ( QAG����8F GEI?<?R
JLKNM%<?IPO.Q S I?I;U � �O����'B�O$&7���' �����%$&"�'B_�4 ��U ~ 6%> 4 ��U 286 ��7��

α = β = 0.2
>
µ = 6.5

U
' .DJK"+' 'B"+����$�: �;��7;�O'B"+$&7�_ ����"+pz��"��+�C����1%JK"+T��+$��&��� X

ω1

�
b
�����&�%$&7�����' �&SO=

2K���%$&:?�+���!H!7��&����_qHA7�"+3g��'B�&�x�;�E�
2��&��,-�&�%$&� 4
ω1, b

6%>(���+���O2�:�1+.�� J;2;� JK�;���+���O=
�+$���,�� �����
H�7��&����1D� I ���RH-�����D� 7;���+��'B��$�7�"�����_P"E�&_dpz"s,�7���$�"�7����tU ��"+1+.42�:4$)�O$&_
7;���+*�"+$��&�e��7����&"kJK"���_c�;�f7�����U ��U $�U

1.064 1.066 1.068 1.070 1.072 1.074 1.076 1.078
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0.04

0.05

3

1

2

ω1

b
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oXSO2K���%$&:�> ���&'B"+*�"����;�O�A�;�sJK������7;�O'B'B" I ��FG7���T {&>(��$&��"�*;��"%$ 7�"%3e��'/. �+���!=
H!7��&�����&��� H-�����D��UW*\@%$&�&Tx�&SO2K�O�+$&�x��'B"+"+$n'B"��%$&�h@+FGFl"+,�$a14�)H!�N�)$)�nSN�)1D�&�&��Ts*;�)=
�+$���$&_ H-�O��$&��*�"���,-�&�+�r�O$�$�7;��,�$��&7;�

ω0

�&��"+p#����'\�����+�;�)2���'\�;�w�&�+���&�&���&'c$&����"�>

ω � = ω1

U&oMJK���&�&7�"�'B"������G��@+$&��Tf��SO2K���%$&�]��7��&��� HN��JK��$l14�)H!�N�)$GF �)1D_C�q.&��2��&�&��"+'

|∆Φ| = |Φ(t)−ω1t| ≤ K
U&W�"�7�"�HN��J���1P�&SO2����+$��n{q���&SO2K���%$&: ~ ��1��;�4*;��"%$G��"�7�"�HN��J

��$ �+���!H!7��&�����&����HN���&�D��,s��"������!H!7��&����'/.wH-���&�%.&>L*�"�'/.h���&��$��&"+$��+$���.&"%$h�;�O7�.-p#"%=
����"u7�"+3g��'(� 1D�)H!�N�O$)�#*;���%$&��$�_Q�eF �)1D_�U�W��&�+,-�O2�:&,�.f�#�+��"�,!$&7�"G��"+�����!H!7��������&�+�
H-�O�&�D� 4 �&SO2K�O�+$&: ~ 6%>9,�7���'B" pz��7��&,-�&���)2��&�����&������:�"�JK"+�+$)�)2K�!>���7����+.-$&�%$&��.
6^$ ����"�,!=
$&7��)2�:&��_P"52��������hJK��.NHrSN�O1��&�&_qHy*;���+$���$/X

ω0
�
ω1
>t"��+�a�;�O1D_P�&��6^$ � M KNM%I?B[Q ( �8R

<?;]U J?QAM[GEM U �
2�� � M K R J?QAM[G�M U�U * �&SO2K�O�+$&�?|w�+.- z"��+$���.
6^$r.&�%$&�&T�*����&_P" ��"+7��!=
��JK��*�"+��,���"f,-�O2;"�SN�������:4 ��7�"�J�"%2�:&��_PT I ��,!2+6M��"�7�����JL� T = 4

2π

ω0

� 14�9H��&�9*�"�������T

�&�+���&�&����T#*;���%$&��$��&TYX
ω0 = ω1

�#�%.!S�����7�'B�&����,!�O'B� ω1

2

� ω1

4

U � ��,���'y��S&7;�O1��&'P>9�&SO=
2K���%$&:^�����!H!7�������14� I ���t>)��7�"kJK�+$)���)2�"������O�#�;�P7�����U ��U $�>D�����+$&����$X��1/JK�O.-H��&SO2K���%$&"+T
�M7;�O1+2;��*���_P'EHN��7;��,!$&"�7��&' �����
H�7��&����_qHe,-�O2�"�S&������TYX-�&S)2K���+$��e�+���!H!7��&�����&���GH-�)=
�&���,4 {[6(���&SO2����+$��������
H�7��&����_qHa��"�7�����JK��*�"��+,��!H ,-�O2;"�SN������T 4 |86�UP*A�&S� #"+' �%2;.N=
*;��" .&�%$&7���T��+$��&�]�&SO2K���%$&�g�����!H!7�������14� I ���eH-�O��$&��*�"���,��!Ha���O$&�&,-�O2�"+SN������T�'B�435"+$
S&_d$�:h�&*�"+��:h��2��43e��_P'c� ��,!2�6u*��O$&:w'B���435"��%$&�&�w�&SO2K���%$&"+Tt>����&��$��&"+$��+$���.
6^ #�
H
7;�O1%2���*���_P'AH-���O$&��*�"+��,���'R�w��"+7�����JK��*�"���,���'<�O$�$�7;��,�$��&7;��' � �N|�> �f� > 2 � > 2�{E� U

�B�%2��]�&�+7;������*���$&:��Z�]'(�)2�_P'B�51D�;�4*�"+������'B�g�O'B�!2���$O.4J�_Y�&��1�JK"�T��+$&������4 ��7;�O�%=
��'(�)$&7����&��"�'B�&'c�%2;.
*;��"

b ≤ 0.34
6%>t$��w,
��7�$����;�nS�.DJK"+$h��7;��������$&"�2�:&���w��7��&�%$&�&T X

��'B"+"+$A'B"��+$��CHN��7;��,�$�"�7����O� �&SO2K���%$&:C�����
H�7��&����1D� I ���<H-���&���C� �&�-JK" 	 ,!2;6u�N� �Z>
,
��,��5J;2;�g�%2;.
*;�O�e��"�7�����JK��*�"+��,��!H ����$��&,-�O2�"�S&������TtU!ou$D2���*���"X� $��&'P>
*�$&� ,!2�6u�
�����!H!7��&����1D� I ���fH-���&���l��"M������7;��"%$&�Z�g�;�G�&��:l��S&� I ���+��>N������$&�&"%$&�%$&��.
6^ .
6\��.42�"%=
�&�&Tf��'B�
2���$�.DJK"M�&��1�JK"�T��+$&�����tU 	l2;�5$&������>-*�$��&S&_YFl�O1��&�&_PT514�9H��&�O$�H-����$���*�"+��,��!H
����$��&,-�O2�"+SN������Ta�%$)�)2w�&��1D'B�435"+�t>���"��&SDHN��JK��'B��>�*�$��&S&_Q��'B�!2���$O.DJL�5�&��1%J�"�T��%$&�&���
4 �
2������O��1D:�>
��7�����1D����'B���&Tg�����
H�7��&����1D� I ��� 6 ��7�"���_P���!2K�#��"�,-��$&��7��&"X����7��&�����&�&"
1D���9*�"�����" � {4|�>%vL2�> 2 ~ � U/WG7���*����;�r�+.- z"��+$��&�&�N�O�����A���&7��&���y$�"������ ���O��14�O�;�s� S&�!=
F�.
7�,
� I ���&����_P' 'B"%HN������1�'B�&' *;���%$&��$����O= Fl�O1��&�&�&Tf�����!H!7��&����1D� I ���fH-���&����U � $&��$
'B"%HN������1�'r�&��" "+ #" ��"(J��&�+$)�O$��&*������!1�.
*�"��V>���JK�;��,-�M��������>O*!$&�u��7���� I �����;�)2�:���.
6
7��O2;:u�u��"�'s���+7;��6^$u��"kJ;2��&�&_P" ��7�"kJK"%2�:���_P" I ��,
2�_�>��&�%$&7���"�����_P"q�MH-�O��$&��*�"���,���T
�O$O$&7;��,!$&�&7tU:�/��,x� � �N|!> �h� � S&_q2;�w����,!�)14������>�*!$&�y�;�a�!2�����,-�&�+$��?.
��7;���O2���6^ z�!H
�;��7���'B"+$�7��&�f2;�������w,!�O�D�O$�"%2�:&��_qHhS���F�.!7�,!� I ��Th�+"�J;2;�&�&_qH I ��,
2��&�e7��O1+2���*���_qH
��"+7�����JK�&�x�;��,
���!2;���N��6M$&�Z�C, ��7;����� I "n�����!H!7�������14� I ���CHN���&����U � ��'(�s��7������ I �
H-�O��$&��*�"���,-�&T0�����!H!7��&����1D� I ���[��7�"�JK�%$)���O2;��"+$Q���&S&��T ,�7���$���*�"+��,�.
6 2�������6z>u,
,-��$&��7��&TR� HN��J��!$&�Z�R$��&*�,��R,
�����O$&"�2�:&��_qH<S���F�.!7�,!� I ��TAJ;2;� I ��,!2;�&�?�h����1D7;�O�%=
$)��6M #��'B�y��"�7�����JL�O'B�tU
�u���)2��&�+��*��;�O�h����$�"�7���7�"+$)� I �!� 'B"�H-�����!1D'(�������!H!7��&����1D� I ���sH-�O�&�D�e7��O1D�&���N�)=

"+$��Z� � 7;��S&��$)�9H � vL2�>&2 ~ � U 	l2;� ���;�)2��!14�RJK�������&T ��7��&S)2�"�'B_8�&���DJ���$&�Z� ��"�,-�O=



��� � ��� � 
��
	��	
���� ��
 ����� � � � �

$&��7��&"����+,�.&�+�+$��&"������ ��,-�&���+$&7!.!��7��&�N�������&"AJK��.
'B"+7����&"R��"+�&S&7;�)$&��'B�&"Y��$&�&S�7;�)=
35"+����"�>�'B��JK"%2;��7�.
6^ z"�" �����!H!7��&����1D� I ��6 H-����$���*�"+��,-�&���s�+"���"+7;�O$��&7;�y��"+7�����JK�!=
*�"+��,-�&T �&��"+p#��"�T �+�!2��&TVU � "kJ;2��&��_P" I ��,!2�_�>]���O2;��6^ z��"��Z� ,
��, S�_ i+�+,
"�2�"%=
$&��'Mi+�����
H�7��&�����&�+�uH-���O$&��*�"+��,-�&�+� �)$�$&7���,�$&��7;��>���7�"+$�"�7���"+�N��6M$G,!�O�D�O$�"%2�:&��_P"PS&�!=
F�.
7�,
� I ���s�g�;��7�" �z������$&�&"%$&�%$&��.
6^ z��'B�x��"�7����DJ���*�"��+,���'B�r7�"+��"%2�2;"�7;��'B�VUtW��O=
�%2;"�JK����" �+�&�+$)���)2;��6M$e�+,
"�2�"+$fH-���O$&��*�"+��,-�&�+�e7�"+��"%2�2;"�7;��>�,-��$��&7�_PTn,!�O�D��"%$&�Z�aH-�)=
��$���*�"��+,-�&���l�O$O$&7;��,!$&�&7;���X�O$�JK"%2�:���_qH5$&��*�,
�)HL>&�u��'B"+������>O�u$&��*�,
�)H5�+"�J;2����&_qH#�
7�"+��"%2�2;"�7���_qH I ��,!2��&�5�5'B�&'B"+��$]�!H��%2���������� � U;�G�O3]JK�O���;�O7;�#��,-"%2;"+$&��_qH I ��,!=
2��&�s��7����;�9J�2�"+3g��$x��"+.��+$��&T�*������&TA�����N��7�������$&���&T ,�7����&��T 4 ������$&�&"%$&�%$&��.
6^ z"�T
��"kJ;2��&���&'/.c$��&7�. ����$&�&,-�&���&T\�����%$&"+'B_ 6%U)* 7�"%1�.42�:4$)�O$&"C,
���D�)$&"%2;:&���&T[S&��F�.
7!=
,
� I ���AJ��&��35"+����"h��� �����N�O7��;����$����&T�,�7����&�&TY�+$)�������&��$&�Z�<@+7�����JK��*�"��+,���'P>q$9U "�U
�&��1�����,
��"%$]�;����7;�O�O2�"�����"�>����5,
�O$&�&7���'/.e��1��&S&7;�)3]��6^ #�O��$��&*�,
�z.NHN��JK��$f��$5�+���!=
H!7��&�����&���e�O$�$�7;��,�$��&7;�g�V>;� JK"%2K�O�e�&S&��7���$f�)JK�O2;:f�����N��7�������$&���&Th,�7����&�&Tt>;�����&�&:
�&��1��&7;�O #��"+$��Z�tUKW�7��n@+$&��'��;��SO2;6 JL��"+$��Z�h�+,
�9*��&,w7��O1D�����+$&�wFl�O1l�;�

2π
U

*<���&��$��&"+$��+$��&���s�G,-�&� I "+� I ��"+Tt>L�!1+2��435"+�����&Tw� � vL2�> 2 ~ � >��%.- #"��%$&�&���N������"z���O=
7��&���f�����
H�7��&����1D� I ���hHN���&�D�]��'B"+"+$���*�"��&�-JK���&"l�&S �

������"+����"LX��+,
"�2�"+$���_P" I ��,
2�_
H-�O��$&��*�"���,-�&�+�y�O$O$&7;�O,�$&�&7��w��'B"+6^$nSO2���1�,���"O> ���a�&� ��=m35"#��"���,-�O2;:&,-�w7;�)1+2���*���6M=
 #��"��Z�n�&�����&�&��_P"�*;�O�+$&�O$&_ 4 $9U "OU;�!H ��"�7�����JK_ ��"X���O2;��6M$&�Z�a�%$&7��&�+�g,�7;�O$&��_P'B� 6%U
�G�O35JK_PTR$)��,-�&T I ��,!2Q��'B"�"%$C���&�&T<,!2;6u� �����
H�7��&����1D� I ���t> �+7;����� I ��'B�<,
�O$&�O=
7��&�+�w��2;.-3]�O$a2�������� ��"kJ;2��O=m7�"���"%2�2�"+7���_qH S&��F�.
7�,
� I ��TVU��u2�6^�&_ �+���!H!7��&����14�)=
I ���Y7;�O1+2;��*���_qH I ��,!2;�&� �&����7;��6M$&�Z�R�;�x7;�O1%2���*���_P"n$&�&*�,����&�+�R��S&� I �����O> �+�O=
��$��&"+$��+$&�O.!6M #"+TA��.42�"+�&�&T ��'B�!2���$O.DJK"e�&�O1%JK"+T��+$��&���tUK�/�O,���'c��S&7;�O1��&'P> �&SO2K�O�+$&:
�����!H!7��&����1D� I ����HN���&�D�!>!��7�"�JK�%$)���O2;��6^ 5�)�a���&S&��T���"�7�"���"+*�"�����"�,!2�6^�&�&�#�+���!H!7��O=
����1D� I ���Q�&��"+�&��1�'B�93g��_qH �+,
"�2�"+$���_qH I ��,!2��&��>d.
3#"x��"E'B�435"%$Y��'B"%$&:A�&S� z.
6
$&��*�,�.��^�&��:�6 ��S&� I ���+��U �B"^����3g�����g��7;�O��� I �#��$��+$��&��$]��$z�&���a��S�� I ���+�u�;� ��"�,-�O=
$&��7��&"r7;���+�+$&�4������"�>P7����&���&"h���&7��&�+�&�&�&'/.A1D�;�4*�"+����6 ��'B�!2;��$�.DJK_ �&��1%J�"�T��%$&�&���
4 7�����U ��U vA6%U

�����%2;"�����_P"�@+,-����"+7���'B"��!$&_ ���O��$&�&�+"���"+7;�O$��&7;��'B�a,-�&��"+7�"��!$&���&�+�#H-���&����>������!=
��_P�&��"�'B_P'B�0�&S&_P,����&�&"�����_P'B�\J���FGFl"+7�"�� I �;�)2�:���_P'B� .
7;������"����!��'B� 4 �;����7��!=
'B"�7 � 2&|&� >L� I "%2��&' ����J�$��&"�7N35JL��6^$a��7�"�JK���O2K������"+'B_PTES���F�.!7�,!� I ���&����_PTE'B"�H-�)=
����1�'�Fl�O1D���&�&���#1D�)H!�N�O$)�5H-����$���*�"+��,��!Hw,-�O2�"+SN������TtU
*`,!2K���+����*�"���,-�&T $&"+�&7���� �����
H�7��&����1D� I ���Q��"�7����DJ���*�"��+,��!Hc����$��&,-�O2�"+SN������T

7;�O1%2���*;�O6^$ JK�N�?'B"�H-������1D'(� �����!H!7��&����1D� I ��� Xd14�)H!�N�O$?F �)1s�R����JL���O2;"�����"y���O=
$&��,
�)2�"�SN�O����T<� ��JK����TR��1y��1D����'B��JK"+T��+$���.
6^ #�
H �����%$&"�'PUdWG"+7�"%H&��JQ�?�&SO2K�O�+$&:
�����!H!7��&����1D� I ���c*�"�7�"%1 ���DJK���O2�"+����"E����$&��,
�)2�"�SN�O����T �;��SO2�6 JK��"+$��Z�c��7��QS&�)2�:O=
p#�
H 1D�;�4*�"+�����
H *;���%$&��$����&T 7;���+�+$&7��&T�,��C� ���!2�:����&'[��14�O��'B��JK"�T��%$&�&���A�+���+$�"�'
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4 �+'PUq��"+7��&_PTR7;�)1%JK"�2�JL��������TR� 2K���&_ 6�UdW���JL���O2�"+����"y'B�435"%$ ��'B"%$&: 'B"��%$&� �R�
�%2�.!*���"GHN����$���*�"��+,��!Hw���O$&�&,-�O2�"+SN������TtU��G��,a���&,
�O1D_P�&��6^$f7�"%1�.42�:4$)�O$&_[���+�%2�"kJK�O=
�N������TT4 ������7���'B"+7t>���7�"�J��+$)���O2;"�����_P" �7� � ~ > �N|�> �h� > 2 � > 2�{E� 6X��7�� ��14����'B���&T �+���!=
H!7��&���!14� I ���EH-���O$&��*�"+��,��
H ���O$&�&�+"���"+7;�O$&��7��&�y�!2;� ��7��E�&_P��.-35JK"������&T �+���!H!7��O=
����1D� I ��� H-�O�&�D�#����7�'B�&����*�"+��,���'������+�;�)2���'A@+FlFG"+,�$�. ���DJK���O2�"+�����n����$��&,-�O2�"+SN�)=
����T]��7�"�J�pz"��+$���.&"%$#��"+7�"%H&��J ��$X��"��+���!H!7��&�����&����H-�����D�X,5,��N�)1D����"+7�����JK��*�"���,-�&'/.
7�"%3e��'/.�U * �&SO2K���%$&�?�+���!H!7��&����14� I ��� �h@+$��&'[�%2;.
*;�O"e�;��S)2�6 JL��6M$&�Z� ��"+7�����JK�!=
*�"+��,���"�,-�O2;"�SN�������t>!� "+"X��7;�O��� I �z�+�&��$��&"+$��+$&�O.&"+$gS&��F�.
7�,
� I ��� 7��43]JK"+�����g$&�&7;�
4 S���F�.!7�,!� I ���5j�"�T�'(��7�,
�86 �4U 	l2;�G$��&����>4*!$&�&S&_ ����SO2�6 JL�)$&:M��"�7�"�HN��J�	 ��"������!H!7��&�!=
��_PTzHN���&� � → 	 �����!H!7�������_PTzH-�O�&� �Z>O7�"��)2���1+.&"+'B_PTg*�"+7�"+1d'B"%H-�O����1D'x����JL���)2�"������t>
��.-3g��� 7;�����+'B��$&7�"+$&:^��JK���&�;�O��7;���O2;"�������" ����1%JK"+T��+$��&��" ��JK���&�+� HN����$&��*�"��+,
�����u�+"%=
��"+7;�O$&��7;�f���zJ�7�.
���&TtUKW�7��a������$&�&"%$&�%$&��.
6^ z"�'<�&_PS&��7�"��;��7;�O'B"+$&7��&�g*����+$���$&����T
7;���+�+$�7��&T�,��R�C,-�&@�FGFG� I ��"���$)�?��JK�����;����7;�O�O2�"������&TY�+����1��Y�r$)��,-�&T��+���+$�"�'B"y�
�&SO2����+$��aHN����$&��*�"��+,
��TaJK������'B��,��a'B�43e���5�;��SO2�6 JK�O$&:f�&SN�#,!2������+��*�"��+,��!Hn'B"�H-�)=
����1�'(�5�����!H!7�������14� I ���t>����O��14�O����_P"G�X14�)H!�N�)$&�&'C�a������JL���O2�"+����"+'�����$��&,-�O2�"+SN�)=
����TVU
oXS&�&S� z"������O� �+���!H!7��&����14� I ���?H-�����D��>��;��SO2;6 JL��"�'(�)�?�h�+���+$�"�'(�)H?�e��JK�����;�)=

��7;�O�O2�"������&T ���O��1D:�6 4 �+����1�:z$&�����������
	���
�� R�	�������
����)� �8$�> � ��> � 0.� >N"��+$�:]����*�$��5�����&"
,
��,�����JL�O�O2�"�����"y���O$&�&,-�O2�"+SN������T��&_P��.-35JL��"�'B��TY�����+$&"+'B_�U � �&�%$&�4������"y�&_P��.N=
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35JL��"�'B��Tn�+���+$�"�'B_ �]@%$&�&'A�%2;.
*;��"G���)2����&�%$&:&6[�&��7�"�JK"�2;��"%$&�Z�w���&�%$&�4������"�'��&�O1+=
JK"+T��+$���.
6^ #"+T������+$&"+'B_�U��/��,-�&"g���O2�"+����" 'B�43g���s�;��SO2;6 JL�O$&:s��7�� ��14����'B�DJ�"�T!=
�+$��&���rH-����$���*�"+��,��!H �����+$&"+'P>���"]$��O2�:&,-�w�fS)2���1D,���'Q$������&' ���&�&"�J�"������V> ���n�E�
�����&"�7�pz"������z7;�O1%2���*����&Tg�%$&7�.
,�$O.
7��&TeH-�O�&�D��UA*q��1D'B�43g����$)��,�35" ����JL�O�O2�"�����"dH-�)=
�&���e��"�7�����JK��*�"+��,���'Q�����+�;�)2���' 4 ��*�"+' �+�&�&�&7��!2��&�+:��&_dp#" 6^�nJL�)35"z��2;.
*;��T�����T
���
2��&T � 2 �.� 2 � � U

� �����>*#* ?&� � /��92�" $&� � E ""F�� ���#" "0/ �N* $%"(,.-0/ " $7132�4 $%$
5 �#"&�3-02�8:/�-02 * I%$7-72@?�� "0/95 / , 29/ *#2 � "02�8KF)-%"7/ H
� B *#I&�3- $0H �#"78 �

	l2;�?��7��&�&"kJK"����!� @�,-����"+7���'B"+��$&�&�xS&_q2K�y�+��1%JK���;�h.&�%$)�����&��,!�!>/�&,!2�6^*;�O�! 5�O�
7;�9J�����$&"�H!����*�"+��,���T ��"+��"�7��O$&�&7 �C����"+7 I ���������&T ��"�2�����"+T����&�%$&:&6 �u���� z"���,-�O=
�u�%$)�)HN���N�Z4 � �Gj�6 � 2A2.� > �+"���"+7;�O$&��7?����7�'B�&����*�"��+,-�&���s�+�����;�92K��>�����JL���N�O"�'B�&�+�w�;�
� �Gj �r,
�9*�"��+$��&"h����"+pz��"��+�E�&�O1%JK"+T��+$��&���t>(�C,-�&'B��:&6M$&"�7A� S&_P�+$�7���JK"�T��+$&�O.!6 =
 #��' ���GW]U+' 2���,!= � H&"�'(�,� �Gj ��7����&"kJK"��;�����e7����OU ��U � >L�g"��+� '(�O$&"+'(�O$&��*�"��+,!�)�
'B��JK"%2;: � S�"+1D7��O1D'B"+7���_qHA��"�7�"�'B"�����_qH���7�"�JK�%$)���O2;��"+$ �+�&S&�&TC�%2�"kJ�.
6^ .!6b���!=
�+$�"�'/.n�&S&_P,����&�&"+����_qH�JK��FGFG"�7�"�� I ���)2�:&��_qHn.
7;������"�����TYX

ẋ = mx + y − xz − δx3, ẏ = −x, ż = −gz + gI(x)x2,
4 ��U { ~ 6

I(x) =

{

1, x > 0
0, x ≤ 0.

W�7��G�&��7�"kJK"%2;"�����_qH 1D���9*�"������
Hl�;��7;�O'B"+$&7��&�^� �+"���"+7;�O$&��7�"q7�"��)2���1+.&"%$&�Z�#�+���!=
7;�)2;:&��_PTxHN����$���*�"��+,���T �O$O$&7;�O,�$&�&7V> �;��S)2�6 JL��"+'B_PT @�,-�+��"�7���'B"���$)�)2;:&����U � ����$O=

� 3 1  2 4
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�&"%$&�+$���.
6^ #�O����7��&"�, I ���g�O$�$�7;��,�$��&7;�z�G�!2�����,-�&�+$�� x, y �]����"+,�$&7g��7�� I "+����� x(t)��7�"kJK�+$)�O�O2�"���_0���]7�����U ��U 2�> 	�> S ��U
������2�"�J�.�"�'B_PTg������7��)2�:&��_PTf�O$O$&7;�O,�$&�&7f���O2���"+$��Z�zJK��.NHN�+����1D������_P'P>&$9U "�U���'B"%=

"+$ �&�
JfJK��.NH&�&SDHN��JK���&Tf2�"���$�_�� �+S&��.&����U � �&��$&��"+$&�%$&�&"+������>
�l����"+,�$&7�"^'B�� #���&�+$��
��7����+.-$&�%$&��.�"+$��%.
S&����7�'B�&����,
�?�;�E*;�O�+$&�O$&"

f0/2
� 2����������;� ,�7��O$&��_qHY*;���%$&�O=

$)�)HLUW� $���$ Fl��,�$e��" ���O2;��"+$&�Z�h��7���� I �����;�92�:&��_P'YJ;2;�h������2�"�J��&�N�����!�y@�FGFG"�,!$)�
�����!H!7��&����1D� I ���VU �B��2��]�&��"+pz��"�" �&�O1%JK"+T���:&����"P��7������DJ���$l,#14�)H!�N�O$O.#SN�)1D�&�&��T5*;�)=
�+$���$&_

f0

>9$&�X1D�)H!�N�4*�"�����_P'B�g�&,
�O1�_P�N��6M$&�Z�]�&�+"d" �d���O7�'B�&����,��f�5�%.
S&����7�'B�&����,��tU
*q_PS&��7yJK�������&�+� 7�"+3g��'(��� @+,
�+��"�7���'B"���$�"e�&SO.&�%2;�&�O2�"+�x$�"�' �&S&�+$��4��$&"�2�:&�%$&�&�&'P>
*�$��l7��O1D�&�!$&_PT 4 ��JK���&�+����1D������_PT 6 �+����7;�92�:&��_PTg�O$�$�7;��,�$��&7f��� �Gj<�&,
�O1D_P�N�O"+$&�Z�
�%2;��p#,-�&'Q*�.
�&�+$��&��$&"�2�:&��_P'c,s�%2K��S��&'/.hp .!'/.�>t��"+��1DS&"%3e��� ��7����%.
$��+$���.
6^ #"+'/.
�f@�,-����"+7���'B"+��$)�)2�:&���&Ty.&�%$)�����&�&,-"OU
�q,-����"+7���'B"+��$)�)2�:&���f�����%2;"�JK�&�&�)2K���+:z�&_P��.-35JK"����;�O�g�����!H!7�������14� I �����+"���"+7;�)=

$&��7;�E����7�'B�&����*�"+��,���' ����1%JK"+T��+$��&��"+' �w*;�O�+$&�O$&�&T
f1

>BSO2���1�,-�&T�,CSN�O1D���&�&TC*;�)=
�+$���$&"PH-�O��$&��*�"���,��!He����$&��,
�)2�"�SN�O����TtU 	#������_P"�>N���O2�.!*�"�����_P"M@�,-�+��"�7���'B"���$)�)2;:&���
J;2;��� �lj5>9�;�)H&��J���$��Z�]�u���O2;���&'s������$&�&"%$&�%$&�&���]� 7�"+1+.92;:9$)�)$)��'B�g*����%2�"+�����&�+��'B�O=
JK"�2���7��&�&�������n�&_P��.-35JK"������&Ta�����
H�7��&����1D� I ���aH-���&���5�f��� I �!2�2;��$��&7�" ���+���%2;"�7;��>
,-��$&��7�_P"�S&_q2��E��7�"kJK�+$)���)2�"���_ �n��7�"�J�_ J�.- #"�'07;�O1�JK"%2;"�U�jl�n7����OU ��U { � ��7����&"%=
JK"+��_ FG7;����'B"+��$&_ �+��"�,�$�7��&�y,-�O2;"�SN������Tt>��!2�2�6^�+$&7���7�.
6^ z��" @�FGFG"�,�$h14�)H!�N�O$)�
SN�O1��&�&�&Ta*;�O�+$&�O$&_

f0
U
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�q,-����"+7���'B"+��$)�)2�:&������1D'B"+7N�!2��&�+:A�O$&����pz"�����"E*;�O�+$&�O$
Θ0 = f0/f1

�<S&_q2K�
���&�%$&7���"��;�#14�O�&������'B�&�+$�:

Θ0
��$5*;�O�+$&�O$&_ �&��1%J�"�T��%$&�&���

f1
4 7�����U���U {&{[6%U�oX�;�z�+�&�!=

JK"%$&"%2;:&�+$���.&"%$a�f�%.- #"��%$&�&���N�������h,
����"�*����&Th�&S)2K���+$��n1D�)H!�N�O$)�f*;���+$���$&_�U
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jG�57�����U ��U { ~ ��7�"�JK�%$)���O2�"+�yFG7;����'B"+��$g�&SO2K���%$&�n�&_P��.-35JK"������&Tw�+���!H!7��&����14�)=
I ���hHN����$���*�"��+,-�&���a7;�9J�����$&"�H!����*�"+��,-�&���n��"+��"�7��O$&�&7��a���e�!2��&�+,-�&�+$��y.!��7;���O2;��6M=
 #�
Hn�;��7;��'B"%$&7����/X;*;���%$&��$)�e����1%JK"+T��+$��&���

f1

>��O'B�!2���$O.4JK�f�&��"+p#��"�Th�+�!2�_
C
U
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f1, b
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 ������������� ��� ����������	 � 
 ��
�� 	

� ��� ">29* 8 /�8 "0/%$ M 291 /�� 2@'+* $%"(,.-0/ " $7132�4 $"'+, 29/9* 2 �
I7- $0* F)8 * 8 � $ $ % F.HJ2

� �O$ Fl��,�$9> *�$��?*;���%$&��$����O= Fl�O1��&�N�O�A�����!H!7��&����1D� I ���AH-���&��� �;��S)2�6 JL��"%$&�Z�R�
@�,-�+��"�7���'B"���$�"g��1��;�4*;�4*;��"%$a��7�.
S&�&�%$&:gJL�O�����&�+�����O2�"+�����h������$�����p#"+����6 ,s��2K�)=
S&�&'/.Cpz.
'B�&���&'/.Y����1%JK"+T��+$��&��6 4 ���&��,-�O2;:&,�.A�?@�,-����"�7���'B"+��$&"x�&�+"�� JL�?��7����+.-$O=
�+$���.&"%$spz.
'
6%U�W�7�� ���)2���*���� pz.
'(�h�+���!H!7��&���!14� I �!�EH-�O�&�D�h��"gS�.DJK"%$y�%$&7��&�+�&TtU
�/�O,�35"#,
��,x�r�a1D�9JL�4*�"5�a�����!H!7��&����1D� I ���E,��N�O1�������7�'B������*�"+��,��!HE,-�O2�"+SN������TE�
��7����+.-$&�%$&�&���yp .
'(��� ~ v.�t1D�)H!�N�O$fFl�O1D_ �5$&"+*�"������y��,-�O2�:5.
����JK���gS&�)2�:�p#�����f���!=
$&"+7��N�)2�� �&7�"+'B"������%$)�����&����$&�Z�R��"��&��1�'B�43e��_P'PUqoMJK�;��,-��>("+�%2�������$&"+�����������&�+$�:
pz.
'(� '(�92K��>/$&�x.&��2��&�&��"w�&��7�������*�"+�����&�%$&�R'B�+���&�&"+�����&T�7��O1D�����+$&�YF �)1 4 ��U { � 6
�C�&,�7�"+�+$&���&�+$�� ��"�,-��$��&7��&�+�����&�%$&�4�������&���C1D�;�4*�"+�����

K
'B�435"%$A��_P���O2����!$&:&�Z�

JK�&�%$)�O$&��*����lJK�)2�����U * @+$��&' ��2;.
*;��"^�&��1D'B�43g���������&�&7���$�:z�&SG@+FlFG"+,�$&�������&Te�+���!=
H!7��&���!14� I ���nH-�O��$&��*�"���,��!Hs�O��$&�&,-�O2;"�SN������TtU
� I "%2;:&6 ���;�)2;��14� �O2��!�������hpz.
'(� �;�������
H�7��&����1D� I ��6 ������7;�)2�:����&����HN���&�D�

S&_q2K�w*����%2;"������h������2�"�JK���N���;�h�+���+$�"�'(� � ������2�"�7��r�f�&��"%p#����'\����7�'B�&����*�"��+,���'
�&��1�JK"�T��+$&����"�'P>K����JK"+7-35�O 5�O�n���%$&�&*�����,s�9J�JK��$&���&���&�+�gS&"�2��&�+�g���D.&�+���&�&�fpz.
'(�PX

ẋ = −y− z + b sin(ω1t) +
√

2Dξ(t), ẏ = x+ αy, ż = β + z(x− µ).
4 ��U {4|86
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� JK"
ξ(t)

�g���+$��&*�����,a���D.&�+���&�&�5p .
'(��>���7���*�"�' X
< ξ(t) >≡ 0

�
< ξ(t)ξ(t+ τ) >=

δ(τ)
>
δ(. . .)

�#F�.!��, I ��� 	z��7;��,
��U-W��&�%$&�4�����;�O� D 14�9JL�O"+$ ����$&"+�������&���&�%$&:#pz.
'(��U
jG�n7�����U ��U {4|�> � ��7�"�J��+$)���O2;"���_ 14�O�&������'B�&�+$��?��$&����p#"+�����?*����+$���$

Θc

��$w*;�)=
�+$���$&_ �&�O1%JK"+T��+$��&���

ω1

>����)2;.
*�"�����_P"fJ;2;�yJK��.NHE7;�O1%2���*���_qHE1��;�4*�"�����T?����$�"��!=
�����&���&�%$&�apz.
'(��U;WX.
��,�$���7��&'C��1D��S&7;�O35"+�;�#,�7����N�O�t>!���O2;.
*�"+���;�O���5��$&�%.
$��+$��&���
pz.
'(��U-W�7��]�&�O1%JK"+T��+$��&���gp .
'(�l�P���!$&"��������&���&�+$�:&6

D = 0.01
"+ #" �+�4H!7;�O����"%$&�Z�

�&SO2����+$�:e1D�;�4*�"+����Ty����7;��'B"%$&7;�
ω1
>��g��7�"�J�"%2K�)Hw,-��$��&7��&T

Θ �

SO2���1�,
�e,h"�J������ I "
4 ,�7����N�O�A{[6�U(* @+$��&'\�%2�.!*���"]JK����.&�%$&��'B�s�+�&�&�&7��!$&:h�n�+.- z"��+$��&�&�N�O����� �&SO2K�O�+$&�
@�FGFG"�,!$&���&���&T5�����
H�7��&����1D� I ���]������7;�)2�:����&���uHN���&����U �n�93g���^�&_ JK"%2;��$&:^JK�&�u@�FX=
FG"�,�$)�!>��&_d1��N������_P"^pz.
'B�&�&_P' �&��1�JK"�T��+$&����"�' X���SO2K���%$&:#�+���!H!7��&���!14� I ���n����1D'/.N=
 #"+�����&T5�+���+$�"�'B_C�%2�"+��,
�X� JK�&������"+$��Z�g����7;���&��>)*!$&�X'B�435"%$XS&_d$�:������!14�����^�q��1�'B"%=
��"+����"�'cHN��7;��,!$&"�7����+$���,C����$&��,
�)2�"�SN�)$&"%2;:&���&�+�h7�"%3e��'(�a����J J�"�T��%$&�&��"+'\pz.
'(� �
p#��7����;�a�&SO2K�O�+$&�x�����!H!7��&����1D� I ���x�+.- z"��+$��&"������h.
'B"���:Op5��"%$&�Z�tU�W�7��y.
�&"%2;��*�"%=
�����e����$&"+�������&���&�%$&� pz.
'(��J�� 1D���9*�"������

D = 0.02
�&SO2K�O�+$&: @�FGFG"�,�$����&����T������
=

H!7��&���!14� I ���x��7;��,�$���*�"��+,�� ����*�"%14��"%$ 4 ,�7����&�O� ~ 6�U&!t����������'B���+$&�s7��O1D�����+$&�rFl�O1
∆Φ

��$ �&7�"+'B"����t>-�l�%2;.
*;�O"^pz.
'B�&���&���l�&��1�JK"�T��%$&�&�!���M����$&"+�������&���&�%$&:&6
D = 0.1�

D = 0.2
��7�"�JK�%$)���O2�"+��_ �;��7�����U ��U {4|!> S�ULWX.
��,�$&��7��&' �;����"+��"���� 1D���&���+��'B�&�%$&:

∆Φ
>;���O2;.
*�"+���;�O�wS&"%1lp .
'B�&�&�&�+�g�&�O1%JK"+T��+$��&���tU
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α = β = 0.2, µ = 6.5, b = 0.03
� � � 	 � ������� ��	�� � ��
 ��� Θ � = ω � /ω1
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ω1
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������ ��� ��
 �	���	��������� ��������� �
���
D = 0.01

� ��	 � � � �K� 	 �
D = 0.02� ��	 ��� � �G�
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D = 0
� ��	 � � ���7� 	 � D = 0.01
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D = 0.02
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�� � � �����
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� ��� <>/@?%"02@'6* $%"",)-0/ "%$"132�4%$(' ��132 $0HJ/#�!� �0*#8 ��F���� $",
, 29/�8 $"D&�&* B $", * $0* 8 �&H

W�7�� ��14�O��'B��JK"�T��%$&�&��� JK��.NH �+�&�&"+7�p#"+�����x�
JK"��!$&��*���_qHCHN����$���*�"��+,��!HY����$��O=
��"+��"�7��O$&�&7��&��>V'B�43g���f�;��SO2�6 JK�O$&:f���O2�"+����" ���O2�����Th�����!H!7��&����1D� I ���hHN���&���PX��;�)=
*������O�R�s��"+,
�O$&�&7������ 1D�;�4*�"+�����<�;�O7;��'B"+$�7;� �����!1D�t>q,
�)2�"�SN�O�����R�;�O7 I �;�)2;:&��_qH
�����+$&"+'R�+$)�����&����$��Z�h���O2����&�%$&:&60�
JK"+��$&��*���_P'B�tU

� �O����'B�O$&7���'x�X�&SO #"�'r�&�-JK"d��"+,
�O$&�&7�.
6R�+���+$�"�'/. JK�O.-Hz��1D����'B��JK"�T��+$&�O.!6M #�!H
���O2;���&�+$�:&60�
JK"��!$&��*���_qHwHN����$&��*�"��+,��!Hw����JK�����+$&"+' X

ẋ1 = F(x1,α1) + γg(x1,x2),

ẋ2 = F(x2,α2) + γg(x1,x2).
4 ��U { � 6

!�JK"+��:
x1,2

� �&"+,�$&��7�_ �+�&�+$��4�������V>��
α1,2

� �&"+,�$&��7���_P" �;��7���'B"+$�7�_ ���DJ����!=
�+$�"�'PU �B�%2��

α1 = α2

>q$&�C�;��7 I �;�)2�:���_P"r@%2�"+'B"���$�_ ���O2������+$&:�6 �-JK"���$���*���_�U
*q"+,�$&�&7��;�O�nF�.!��, I ��� g(. . .) �&��7�"�JK"�2;��"%$]HN��7;��,!$&"�7w�����!1D�t>!��7���*�"�' g(x1,x1) =
g(x2,x2) = 0

U%*s�%2�.!*���"(���O2�����T �
J�"���$���*����&�%$&�#����7 I �;�92�:&��_qHl����JK�+���+$�"�'y� Fl�)=
1D���&�&' ��7��&�%$&7;�O���+$��&" ���O2����&Ta�+���+$�"�'B_ 4 ��U { � 6 �%.
 z"��%$&��.�"+$������N��7�������$&���&"G'B���O=
�����&S&7;�O1���"

U
4
x1 = x2

6%>��;�O1�_P�N��"�'B��" GEI1U U�D�� K I �1<?;]U � M%B �LK M.G�� K QL< G�� 9LM U�U
�5�O1D���&_P"w$�7;��"�,!$&�&7����t> 2�"%3]�O z��"h�

U
> �+�&��$��&"+$��+$&�O.!6M$C���O2������+$&:�6b�����!H!7��&�!=

��_P'y,-�O2;"�SN��������'PU �B�%2�� ��7�"kJK"%2�:����&"q'B���93#"��+$��&�
U
���O2;��"+$&�Z� ��7��!$4�������N��6^ z��'

�5Fl�O1D���&�&'?��7��&�+$�7;�����%$&�&"G�����+$&"+'B_ 4 ��U { � 6%>-$&�5"+�+$&:5���O2;��"%$&�Z�a�)$�$&7���,�$&��7��&'P>�$&�
7�"��)2���1+.&"+$��Z��� � � D�� � � M (N< M��-GEI?<1JLKNM%<?IPO.Q S I?I;U
W�7��&�!2�2�6u�%$&7���7!.&"�'r@+FlFG"+,�$u���O2����&Tl�����!H!7��&����1D� I ���z�;�M��7���'B"�7�"BJK�O.-H�����' =

'B"+$�7���*����s�����!14������_qH �-JK"���$���*���_qH?�&� I �!2�2;�!$&�&7���� ���+����2�"�7;�!U \X7����&��"+�����E���!=
�+$�"�'B_\��'B"+6^$g�&�
J]X

ẋ1 = −y1 − z1 + γ(x2 − x1),

ẏ1 = x1 + αy1,

ż1 = β + z1(x1 − µ),
4 ��U {[0A6

ẋ2 = −y2 − z2 + γ(x1 − x2),

ẏ2 = x2 + αy2,

ż2 = β + z2(x2 − µ).

*q_PS&"+7�"�' 7�"+3g��'0������7��)2�:&�������xHN���&���x�r,
�O35JK�&TC�!H ��1D����'B��JK"�T��+$&�O.!6M #�!H
����JK�+���+$�"�'P>B���O2;�93g���

α = β = 0.2
�
µ = 6.5

� ��7��&�%2;"�JK��'[@+�&�O2�6 I ��6 ��7�"%=
JK"�2�:&���&�+�?'B���435"+�+$&�&� Fl�O1D�&��_qHA$�7;��"+,�$&�&7���T<�����%$&"�'B_ 4 ��U {[0L65�n.
�&"%2���*�"�����"�'
�;��7���'B"+$�7;�E�+����1��tU � @+$��&T I "%2�:&6 S�.DJK"+' �%$&7��&�!$&:?��7��&"�, I ��6b�)$�$&7���,�$&��7;�E�;�
�!2�����,-�&�+$�:Y��JK���O$&������_qHc��"�7�"+'B"�����_qH

(x1, x2)
�!2��

(y1, y2)
U ��"+3g��'/.R���O2����&T
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�����!H!7��&����1D� I ���Y��7��C@+$&��' ��$��&"�*;�O"+$ �)$�$&7���,�$&��7t>(7;�������O2��435"�����_PTY�r����'B'B"+$O=
7���*����&'Y���DJ���7��&�%$&7;�����+$&��"

U
U � �&��$&��"+$&�%$&�&"+������>K��7���"�, I ���w$&7���"�,�$��&7���Th�;�]�O$O=

$&7���,�$&��7�"l2�"%3]�O$f�;� JK�;�O���&�;�92��
x1 = x2

4 �!2��
y1 = y2

6%U
jG�y7����OU ��U { �s��7�"�J��+$)���O2;"���_`7�"%1�.42�:4$)�O$�_`�&_P*�����2�"�����Tt>(��7��&�&"kJK"�����_qH?J;2;�

1D���9*�"������ ,-�&@+FGFl� I ��"��!$)�x�+����1�� γ = 0.2
U *q�
JK����> *�$��xFl�O1��&�N�O�x$&7���"�,�$��&7����V>

�+$)�O7�$�.
6^ #�O�w��1X�;�4*;�92�:&���&T�$��&*�,��V>���"u��7����;�9J�2�"+3]�) #"�T
U
>����&�%2�"u��"�,-��$��&7��&�+�

��"+7�"%H&�DJ����&���e��7�� I "+�����5JK�&�%$&�����O"+$ �����N��7��;�O��$&�������e���DJ���7��&�%$&7;�����+$&�&�
U
�w$)�O'

�&�%$)��"+$��Z�tU �/��,���'A�&S�7;�O1D��'P>���7��n�&_PS&7;�O�����&'C1D�;�4*�"+�����h����7;��'B"%$&7;�]�����!1D�n�]���!=
�+$�"�'B"X7�"D�)2��!1�.&"%$&�Z�a7�"%3e��' ���O2;���&TfHN����$���*�"��+,-�&T �����
H�7��&����1D� I ���YXNJ;2;�52�6^S&�&���
'B�&'B"+��$)�y�&7�"+'B"����

t > t �
4
t �
�r�&7�"�'/�E��"�7�"�HN��JK�������s��7�� I "��+�D�86 x1(t) ≡ x2(t)

>

y1(t) ≡ y2(t)
�
z1(t) ≡ z2(t)

U
�w�������&*����%2�"+����_P"����+�%2�"kJK�&�N������� ���&,
�O1D�)2��t>
*�$��#���O2����O�e�+���!H!7��&����14� I ��� 4 �

��$D2���*���"u�O$G*;���+$���$&���O= Fl�O1��&�&�&T 6/'B�435"%$ ����SO2�6 JL�)$&:&�Z�g��"P$&�O2;:&,-��J;2��]������7��)2�:O=
���&�+� HN���&����>D��� �l�M��2;.
*;��"(S&�O2;"�"B�%2;�93g��_qH�HN����$&��*�"��+,��!Hz����$��&,-�O2�"�S&������Tt>D$)�O,��!H
,
��,x,��N�O1���������"�7�S&�)2���*�"+��,���TxH-���&�]�a�����+$&"+'B" �l�&7�"+� I �-� ��{��B�!2;�E7�"%3e��'RJK���&T!=
���&Tx������7;�)2��x�a��"+��"�7;�)$&�&7�" �X.N�-� 2!{&>�{ �f� � UVW��O2��;�O�yHN����$���*�"��+,
�O� �+���!H!7��&����14�)=
I ���a����1D'B�43g�;�z��"X$��O2�:&,-�zJ;2;�a�O��$&�&�+"���"+7;�O$��&7��&��>;���#$)��,�35"��eJ;2;����14����'B�DJ�"�T!=
�+$���.
6^ z�!Hs��"�2�����"+T���_qHnH-���O$&��*�"+��,��
Hy�&� I �!2�2���$&��7��&� � { � ~ � >;�;�)H&��J��� z�!HN�Z�s���DJ
�&��1�JK"�T��+$&����"�' ��JK���&T � $��&T 35"��&��"%p#��"+TY�+�!2�_�>B� 'B��JK"%2�:���_qH ��$��&S&7;�O3#"�����T
���&��2�"�J��&�N�����!�7� |A$�> v�v!>k{ � |�>k{ � �L� U
�w"�H-�����!1D' �&��1�����,������&"����!����7;�)1D7�.-p#"+����� ���O2����&Te�����!H!7�������14� I ���t>
$)��,�35"

,
��,h�a�f�%2;.
*;�O" *;�O�+$&�O$&���O=mFl�O1D�&���&Tw�+���!H!7��&����14� I ���t>K�����!14���n�GS&��F�.
7�,
� I ����'B�
��"kJ;2��&��_qH<�<7�"���"�2�2�"+7���_qH I ��,
2��&� � H-���O$&��*�"+��,-�&' ��7�"�J�"%2�:&���&' 'B���435"+�+$��&"�U
* ��$D2���*���"]��$ 'B"�H-�����!1D'(� *;���%$&��$����O= Fl�O1��&�&�&Ts�+���!H!7��&����14� I ���E���wJK�&�+$)�)$&�&*����
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���O2;��� �����%2;"�JK�&�&���e� I "%2;�&'?7N�
JK" 7;�OS&��$ � ��{�> v�v!> { � {&> { � 0 �!{&{ � � U *C@%$&�!Hf�f'B���&�+�!H
JK7�.
�+�!HQ7;��S&��$)�9H ���&,
�O1D_P�&��"+$��Z�t>M,!�O,���' �&S�7;�O1D��' �����N��7��;�O��$&����"E'B�������&�&S�7;�)=
1D��"

U
�����+$&"+'B_ 4 ��U { �86^� ,-��$&�&7��&'Q7��������)2K������"%$&�Z� 	 ������Fl�O1D��_PT��zH-�O��$&��*�"���,���T

�O$O$&7;��,!$&�&7t> ��"+7�"��%$)��"+$YS&_d$&: ��7���$4���+���N��6M #��' ��7�� .
'B"+��:�p#"+����� �;��7;�O'B"+$&7��
���O��1D�VU

	l2;�g��7��&�%$&��$�_�>��&'B"+�+$&�z�����%$&"�'B_ 4 ��U { �86B7������+'B��$&7���'C'B��JK"�2�:&����"u��$��&S&7;�O3#"%=
����" ���&��2�"�JK���N�������V>L��7�"�JK�%$)���O2;��6^ z��"]���&S&��Th���O��14�O����_P"#��JK����'B"�7���_P"z��"��&S�7;�)=
$&��'B_P"z��$��&S&7;�O3#"������ X

xn+1 = f(xn) + γg(yn − xn),

yn+1 = f(yn) + γg(xn − yn).
4 ��U {%$86

\(�+$��&T�*����&�&�+$�: $�7;��"�,!$&�&7���Tg�+���+$�"�'B_ 4 ��U { $86%>O��7����;�4J;2�"+35�O #�!H5�����N��7��;����$����&'/.
'B���&�+�&�&S&7��O1D��6

U
4 S������+"�,�$�7�����"

x = y
6�>V��@%$&�&' �%2;.
*;�O"f����7�"�J�"%2;��"+$&�Z�yJK�O.!'/�

2;����.
���&�&�+,���'B�#����,!�)14�O$�"%2;��'B�t>
Λtn

�
Λtr

U)W��&,
�O14�O$�"%2�:
Λtn

HN��7;��,�$�"�7��!1�.
6^$G@+�&�O=
2�6 I ��6<�&��1�'/.
 z"�����Tt>�2�"+35�O #�!H#�

U
>��
Λtr

�l$&7���������"�7����)2�:&��_qHf,]��"+'/.&U � ��,���'
�&S&7��O1D�&'P>�7;�O1D7!.
pz"�����"z7�"%3e��'(�#���O2����&T H-�O��$&��*�"���,-�&Tw�����
H�7��&����1D� I ���w� 4 ��U {%$86
JK�;�O�����&�%$&��7!.&"+$��Z� ���?1��;��,�. � K Q&< G�9LD KNG#Q ( �8< M�� M � M �8Q.O.Q � D)( �;> ����7�"�J�"%2;��"�'B�&�+�
�&_P7;�)35"�����"�'

Λtr = lim
n→∞

1

n
ln

df(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=xn

.
4 ��U {9vA6

�B�%2��Y���&,
�O14�)$&"%2;:
Λtr

�%$)�����&����$&�Z�R���O2��43e�!$&"%2;:&��_P'P> @+$&� ��1D�;�4*;�O"+$9>q*!$&� ��7�"%=
JK"�2�:&���&" 'B���435"+�+$��&��>O2�"%3]�O z"�" �

U
>�$&"+7-��"+$l.&�%$&�&T�*����&�&�%$&:#�X$�7;�����+�&"�7����)2�:&���&'

�;����7;���O2�"+�����f�#$&7;�O"�,�$��&7����g��7��]��,-�O2;:G.
�+�DJ����G'(�)2��&'x�;��7�.-pz"������f����'B'B"+$&7����
�X�;�4*;�92�:&��_qHl.&��2��&�&�!�!H .-H&��JK��$G��$u�����N��7��;����$����&���u'B���&�����&S&7;�O1����

U
���^,
��,-�&T!=

2���S�� �)$�$&7���,�$&��7t>-��"d2�"+3]�) #��T]�
U
U8* 'B���&����'B"�7�����'E��2;.
*;��" @��&�)2�6 I �!�g����1D'/.N=

 #"+�����V>K$�7;�����+�&"�7����)2�:&���&����,
U
>;�&�����+_P�N��"+$��Z�

N
2;���!.!���&�&��,���'B�y���&,
�O1D�O$&"�2;�!=

'B�T4 � JK"
N
�r7��O1D'B"+7����&�%$&:yFl�O1��&�&�&�+�h��7����+$&7������+$��N�y�;��7 I �;�)2�:����&T �+���+$�"�'B_ 6�U

�B�%2��?H&��$4� S&_ ��JK��� �!1 ���!H �+$)�����&�&��$��Z� ���O2��43g��$&"�2�:&��_P'P> $��y�����&��7��;���!$&���&"
'B���&�+�&�&S&7��O1D��"g��"�7�"��+$)�O"+$rS&_d$�:h.&�%$&�&T�*����&_P'PU=*07�"+1+.92;:9$)�)$&"a��7��&��� HN��JK��$r7;�)1+=
7�.-p#"+����"a7�"%3e��'(�y���O2����&T �+���!H!7��&����14� I ��� HN���&����>/�;�O1�_P�N��"+'B�&" �[I �=>�K��8Q S I D��
�LKNM K ; 9.Q 4�� ��������	 �
��� 
�	 ��� ���������16%U!oX���#�&S�_P*����5������7��&�&�435JL��"%$&�Z�����O2�"�����"�' ��"+7�"%=
HN��JK���&T-4 ���l,-�&��"+*���_qHe�&7�"+'B"��;�)H/6B�!2���	 ���%$&�������&T �^��"�7�"�'B"+35��"�'B�&�%$&� 4 � D K D#U)DER
@ QAD U�M[G������ U)Q&B.;���� >8B%@ I G#Q �8I �!2������?R������ � D K D#U)D @ QAD U)M[G���� � { � {&>k{ � $&� 6%U
oMJK�;��,-� 2;���!.!���&�&��,���"g���&,
�O14�O$�"%2�� �s@%$&�a.&�+7�"�JK��"�����_P"e���h�)$�$&7���,�$&��7�.sH-�)=

7;��,!$&"�7����+$���,��t>�,-��$��&7�_P"?��"yJK�;�O�����&�%$&��7!.!6M$<�&��"�H<2��&,
�)2�:&��_qH ��1�'B"���"+����T\�
�+$�7�.
,�$�.
7�"5��7�"�JK"�2�:&�������f'B���435"��%$&�N��UN* � v�v!>k{ � $�>k{ � 2�>k{&{ � �LS�_q2��g���&,
�O14������>;*�$&�
"+ z" J��<$��&����>�,!�O,

Λtr

�+$)�������&��$&�Z� ���O2��43g��$&"�2�:&��_P'P>�����1D'B�43g���R���4���O2;"�����"
��*�"+$&���&���f'B���435"��%$&�N�5$&��*�"�,a�����&��7��;���!$&���&�+�g'B���&���&��S&7;�O1����t>!�5,
�O$&�&7�_qHn��'B"�"+$
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'B"��%$&�f$&7;�������&"+7��D�)2;:&�;�O�w��"+.��+$��&T�*������&�+$�:�UW� $��w$&��*�,��h��7����;�9J�2�"+3]�)$e��"%.&�%$&�&T!=
*�����_P' I ��,!2K��'P>�2�"+35�O #��'<�������N��7�������$&���&'<����JK��7��&�%$&7;�O���+$��&"�U 	l2;�nJ���.
'B"�7!=
���&�+�^�O$&�&S&7��O35"������ 4 ��U {%$86K@+$&� I ��,!2;_E���)2;��6M$&�Z�l7�"���"%2�2�"+7;��'B�t>)�P�&S� z"�'w�%2;.
*;��"
�]�+"�J;2���'B�tU�W��&����� � �&,�7�"+�+$����&�+$�:5$)��,-�&��� I ��,!2K��>
��1��&S&7;�O35��6^ #�O�g$��&*�,
�,4 "��%2;�
�&�;�X��" 2�"+3g��$��%$&7��������

U
6�.DJL�)2���"+$��Z�]��$������N��7��;�O��$&�������G'B���&�+�&�&S&7;�)1D���VU �B�%2;�

�5�����+$&"+'B"G��7�� $&"�H�35"u1��;�4*�"������!Ha����7;��'B"%$&7��&�]��"%$zJK7�.
�������f�O$�$�7;��,�$��&7;��>;,�7��O=
'B" 	 �+����Fl�O1D���&��� �-4 2�"%3]�O z"����x�

U
6%> $��E*�"+7�"+1n��"+,-��$&�&7��&"w��7�"�'/� $�7;��"�,!$&�&7��!�

�&�����&: �&"�7���"+$��Z� � �&,�7�"��%$&���&�%$&:w�����N��7��;����$����&���a'B�������&�&S�7;�O1D�!�r�s�n,-�&��"�*�����'
��*�"+$&"5���&�;�9JK"%$a�;�e��"+����UtoMJK�;��,-��"+�%2��s*����%2�� �&�%$&7���"�����_qHs� 	 �+����Fl�O1D��_PT �GH-�)=
��$���*�"��+,���T\�)$�$&7���,�$&��7c��"%.&�+$��&T�*����&_qH I ��,!2����A�&"�2���,-��>d'B�435"%$C�;��SO2�6 JK�O$&:&�Z�
J;2��!$&"%2;:&��_PTa��"�7�"%HN��JK��_PTn��7�� I "+��� ���!= ����=���"�7�"�'B"+35��"�'B�&�%$&�tUP*q��1�JK"�T��%$&�&��"X'(�)=
2��&�+�np .
'(�n�;� 	 ������Fl�O1���_PT �#HN���&�]��7����&��JK��$w,x���&�+$��9�������&'/.r����1D�&S����&�O2�"+����6
��7�� I "��+�D�s��"�7�"�'B"+35��"�'B�&�%$&�tU(jG��S)2�6 JL��"+'B_PT @�,-����"+7���'B"+��$)�)2�:&���xH-�O��$&��*�"���,���T
�O$O$&7;��,!$&�&7]�X7�"%1�.42�:4$)�O$�"dJ�"�T��%$&�&���5p .
'(�u.
3#"q��" 2;"+3g��$X�X�����N��7�������$&���&'r'B���O=
�����&S&7;�O1����t>��a,
��,ES�_ 7;�O1�S�.NH-��"%$9U � $��w���O2�"�����"]���O2;.
*��!2;�h�;�O1��N������" � Q�� (NI?<�� Q
�!2�� �?>LO.; KND <?I��e�O$�$�7;��,�$��&7;��� � { � $�>k{&{ � � U

�B�%2��R� �����%$&"�'B"s��'B"�"+$��Z� ,!�O,
��T!= 2���S&�?7�"+�+.42;��7���_PT<�!2��YH-�O��$&��*�"���,���T �O$O=
$&7���,�$&��7t>���" 2�"+3]�) #��T �

U
>N$&�5����1D����,����&�&"+����"X��"+.&�%$&�&T�*����&_qH I ��,!2��&�z� 	 �+���!=

Fl�O1D���&' �s�)$�$&7���,�$&��7�"E��7����&��JK��$C,R�&S�7;�O1D���N������6 	 ��1�_P,-�&� �hSN�����+"�T����C��7���$4�!=
35"+����� 	 ��"�������Fl�O1D������� �s�O$�$�7;��,�$��&7;��>P�&����7;��6M #�!H&�Z�Q��� $��&*�,��<@%$&�!H I ��,!2��&�
� { � $�>Z{ � 2&� U�W���JK�&S&��_PT 	m��1�_P, �X���]Fl�O1��&�&�&Te�!2��&�+,
���+$&�w,
�9*�"��+$��&"������g�!1D�&S&7��O35"��
�;� 7����OU ��U {[0!U���7������ I _ ��1�_P,!� �&S�7;�O1D���N����_`.&�%$&�&T�*����&_P'B�Q'B���&�����&S&7;�O1�����'B�
	 ��"�������Fl�O1D��_qH � ��"�J�2��&�&_qH I ��,!2;�&� S1,2 U
*q��1�����,����&�&"�����"X��*�"+$&���&���#'B���93#"��+$��N� �!1D_P,-�&��>
��7������9J;2�"%3]�O #�
H �O$O$&7;�O,�$&�O=

7�.�>;��"u2�"+35�O #"+'/. �
U
>!��7������DJ���$e, 	 ��1D7�"+p#"+*����N�O����6 ��2;�&,
�)2�:&����T �&,�7�"��%$&���O=

�+$�� �����N��7��;�O��$&�������h'B���&���&��S&7;�O1����t>t$)��,x*�$��h��,-�O2;:n.
����JK���hSO2��!1D,-�w�O$a2;6uS&�&T
$&��*�,�� 	 �+����Fl�O1����&��� ���)$�$&7���,�$&��7;�s�;��T
JK"%$&�Z� $��&*�,
��> ��7����;�9J�2�"+3]�) 5�O� S&�����+"�T!=
��. JK7!.!�+�&���E�O$O$&7;��,!$&�&7;�!U � ��,-�&"����O2;"�����"n���O2�.!*��!2�� ���O1D�N�O����" K I?B�(NI?<�� Qa�!2��
IPO KND�� D �1I 9&QL<?I����,� { � $�>�{ � v!>D{�{ � � U * 7�"+1+.92;:9$)�)$&"a��1D7�"+p#"+*����N�O�����?H-�O��$&��*�"���,���T
�O$O$&7;��,!$&�&7C�

U
��"�7�"��+$)� �+$xS&_d$&:r�)$�$&7���,�$&��7��&'0�y�&S&_P*����&'\��'B_P��2�"�U(oX�?��7�"%=

�&7;�) 5��"%$&�Z�a�z$)��,a�;�)1D_P�N��"+'B_PT-G)(NQ��.; ��Q�� � K Q � � M K]�!2�� Q � � K Q�� � M K	�	I ( < M%R
K Q � {&{&{&>k{&{ ~ � U
jG��7����OU ��U {%$���7�"kJK�+$)���)2�"��x�&�
J ��1�7�"+pz"�*�"+�����&TE�&,�7�"+�+$&���&�+$��xH-�O��$&��*�"���,-�&�+�

�O$O$&7;��,!$&�&7;�!> 2�"%3]�O #"+���E�E'B�������&�&S�7;�O1D���
U
4 �;�rS&�����+"�,�$�7����+"%6]J;2;�C�+���+$�"�'B_

���O��14�O����_qH 2��&�����+$&��*�"��+,��!H\�O$&�&S&7��O35"�����TtU �(���+.
���&,\�+�&��$&��"+$&�%$&��.�"+$ �%2�.!*���6z>
,-�&� JL�#$&7���������"�7����)2�:&��_PT 2;����.
���&�&�+,���Ta���&,
�O1D�O$&"�2�:]"+ ���O$&7�� I �O$&"�2�"��t>�$9U "�U�S&�!=
F�.
7�,
� I ���w��7��&7�_P�N�f"% #"G��"G��7�����1D��pl2K��U
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��, $�7;�����+�&"�7��D�)2�:����&"x�;����7;�O�O2�"�����"r�+$)�������&��$&�Z�Q��"%.&�+$��&T�*��
=
�&_P' �A�+7�"�JK��"�' �;�C�O$O$&7;��,!$&�&7�"O> 2;"+3]�O z��T �A�����N��7��;�O��$&����' 'B���&�+�&�&S&7��O1D���

Q

Q R

.

.

2

1

x

y

������� � �
� ��� � �����
��� �����

������ � �.	 �
����� 
����9�������
� 
 �&�����
� �	
 

� � ���	� ����� ��������� ��� � ����� 	�� � ��
���� � �&� �

 � 
 �9� � � �
����������� ����� ��� 
�
 ����
��	����� � ����	�������� 	�� � 	�� � ��� ��� � ��
�
��	��� 
 �9� ����� ������	 �����

x = y � � 
 � ����� �
� 
�������
�
 � ��
�� ��� � ����������� � � �9
���� � ����	 ����� ��� � ��
 ����	 � 
 � ����� � ��� ������� �

Q1,2
	 � � ����� ��� 
 ��	 ������� ���


������ 
�������
	
 � ��
�� ����� ������	�� ������	������ ����
�������
 � ��
 
�� 
 �)������� ��
 �



��� � � ��� � 
��
	��	
���� ��
 ����� � � � �

�O$O$&7;��,!$&�&7���"�7�"+�+$)��6M$?S&_d$�: �O$O$&7;�O,�$&�&7��&' JL�O35" �r�+'B_P�%2�" �w�!2����&7;��>B*�$��E�
������$&�&"%$&�%$&��.�"+$aS&��F�.
7�,
� I ���h��7���7�_P�N��U
W���JK*�"�7�,���"�'s"% #"d7��O1&>9*�$��X���O2����O�l�����!H!7�������14� I ���zHN���&�D�^�&��1D'B�43g�;�P$&�O2�:�,
�

J;2;�x���)2����&�%$&:&6 �
JK"+��$&��*���_qH?�O14����'B��JK"+T��+$���.
6^ z�!H?�+���+$�"�'PU�W�7��x7;�����%$&7���T�,-"
�;��7 I �;�)2�:���_qH]�����+$&"+' ��������7;��'B"%$&7;��'r�+��'B'B"+$�7���*�����"^����JK��7��&�+$�7;�����%$&�&�

U
��"%=

7�"+�+$)��6M$#�+.- z"��+$��&�&�N�)$&:�>-�5������$&�&"%$&�%$&�&"+������>
��7��],-�&��"+*����&'x1D�;�4*�"+�����f�;��7;��'B"%$O=
7;�n�����!1D�?���)2��;�O�E�����
H�7��&����1D� I ��� ��"��&��1�'B�43e�;�!U�o^J��;��,-�y"���2��?7;�)1+2���*���"e��1D�)=
��'B��JK"+T��+$���.
6^ #�
HC�����%$&"�'[��"%1D�;�4*��!$&"%2;:&����> $��y��7��rJK�&�+$)�)$&�&*����x�+�!2�:&���&T?���O�!=
1D�E�;��SO2;6 JL��"+$��Z�?@+FlFG"+,�$9>�SO2���1�,���T ,x���O2;���&Tx�����!H!7�������14� I ���tU/o��x�����+$&����$y�
$&��'P>L*�$���,-�O2�"+SN�������h�;��7 I �;�)2�:&��_qHh�+���+$�"�'<���O2;���&�+$�:&6 ���&��$&��7-��6^$gJ�7�.
�GJK7�.N=
���g�G��"+,-��$&�&7��&Tw1D�9JK"�7N3g,-�&T

τd
���f��7�"�'B"+���YX

x1(t) = x2(t + τd)
U?� $&��$e@�FGFG"�,�$9>

�&��"+7��&_P"w�&������������_PT���� �80.� >BS�_q2<�;�O1��N��� �����LR GEI?<1JLKNM%<?IPO.Q S I D � 4 O.Q �?Q.O.B[; 9&Q&F R
� D � GEI?<1JLKNM%<?IPO.Q S I D��16��4U�
X��$4�h�����N�O7��;����$����&�+� ����JK��7��&�%$&7;�O���+$��N�

U
�g�%2;.
*;��"

14�O�;�O1%J�_P�N��6^ z"�T �+���!H!7��&���!14� I ���n��"^�%.
 z"��%$&��.�"+$9>�H-���O$&��*�"+��,���Tw�)$�$&7���,�$&��7�$&�O=
���O2;�&����*�"���,��h@�,��&���N�)2;"���$�"��s�O$O$&7;�O,�$&�&7!.w��7��w���O2����&Ta�+���!H!7��&���!14� I ���tU#� ��,���'
�&S&7��O1D�&'P>O14���;�)1%JK_P�N�O6^ z.
6Q�����!H!7�������14� I ��6 'B�93g���G7;���+��'(�O$�7����N�)$&:z,
��,f�&S&��SO=
 #"+����"X���&����$��������O2����&Tg�����
H�7��&����1D� I ���a�;�l�%2;.
*;��Te�����%$&"�' �+�z�%2���S&�&Tg*;���+$���$O=
���&Tn7;���+�+$�7��&T�,-�&TtU

� �����>/@?%$7D&�&* 8 ���#" "0E � , 2�-72 B 8 �3- $0* 8 $ B $ * 8 �3I%�#"%$
* $ "",.-7/ "%"0/9* 8 $=, 2 /�8 $7D%�&* B $(, 2���8 / B /@? ���92 "%$ �

	l2;���O14����'B��JK"+T��+$���.
6^ z�!H�H-�O��$&��*�"���,��!Hn����$��&��"+��"�7��O$&�&7��&�5��JK���&�+�#$&���;�!>!���
H-�O7;��,�$�"�7���1+.
6^ #�
HN�Z�n*;���%$&��$����&Te7������%$&7��&T�,
��Tt>!'B�43g���G�&_ JK"�2���$&:l$&7��g�+$�"���"+���
�����!H!7��&����1D� I ���CH-���&����U � 7;����� I �s�&SO2K���%$&�C�����
H�7��&����1D� I ���A�;�x�
2��&��,-�&�%$&�A�;�)=
7;��'B"%$&7�����> .
��7����O2;��6^ #�
H��+����1�:&6b�A7;�����%$&7���T�,-�&Tt>q�+�&��$��&"+$��+$&�O.&"+$C*;�O�+$&�O$&���O=
Fl�O1D���&�&T �����
H�7��&����1D� I ���A�;��7 I ���)2�:&��_qH �����%$&"�'PU � .
'B"���:�pz"�����"�' 7;�O���+$�7��&T!=
,��C� 7��&�+$��&' ����7;��'B"%$&7;�x�����!1D� 'B�435"+$x�&��1�����,��!.
$�: S&�)2�"�"a���
2�:&��_PTC@�FGFG"�,�$
�����!H!7��&����1D� I ���Z�x14�����O1%JK_P�&��6^ #�O� �����
H�7��&����1D� I ���VU(WG"+7�"%H&��JR��$r*����+$���$&���s=
Fl�O1D���&�&T �����!H!7��&����1D� I ���n,�14�O�;�O1%J�_P�N��6^ z"�Ta�����!H!7��&����1D� I ���a���)2;��"%$&�Z�a�%2;�93]=
��_P'y��7�� I "+������'P>)S���F�.!7�,!� I ���&����_PT#'B"%HN������1�'y,-��$&�&7��&���^"+ #" ��" �qJK�&�+$)�)$&�&*����&T
�+$�"���"+���C��1�.
*�"+�t>/����>����O=m�&�
JK��'B�&'/.&> ���;�)2�������*�"+� 'B"%HN������1�'/.?�&��1�����,����&�&"������!=
7;�O1�7�.-p#"+�����R���)2����&TC�����
H�7��&����1D� I ���tUqW�7��A�!.92;"��&�&TA7;���+�+$&7��&T�,-"�> �;�4*����;�)�Y�
��"+,
�O$&�&7������A1��;�4*�"������ �;��7;��'B"%$&7;� ���O��1D�V>P'B�93#"+$C�;��SO2;6 JL�O$&:��Z�Q���O2��;�O�<�+���!=
H!7��&���!14� I �!�YXLHN����$&��*�"��+,
��"f��7�"�JK"�2�:&����"5'B���435"��%$&�&� ���+��'B'B"+$�7���*����&'Q���DJ���7��O=
�+$�7;�����%$&�&"M�+$)�O���&�&��$��Z�e��7���$4���+���N��6M #��' �l���O2����&'rFl�O1��&�&�&'r��7����+$&7������+$��&"M���!=
�+$�"�'B_�U+*R�;�D.!*����&T 2���$&"+7;�O$O.!7�"#'B�43e���5���+$&7�"+$&�!$&:�'B�������f7;�O1+2;��*���_qHn,-�O2���*�"%=

6 �&� � 
�� ��������� ��� ��� ��� ����
���� � ��� � � ����� �	� �	
���� � � � � ��� ��� � � � �	
 ��� � �
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������
� � � � ��� �

�+$��&"�����_qH?H-�O7;��,�$�"�7����%$&��,C�+$�"���"+���C�����!H!7��������&�%$&� ��14�O��'B��JK"�T��%$&��.
6M #�!H HN���O=
$&��*�"��+,��!H ���O$&�&�+"���"+7;�O$&��7��&��Udo^J�������1h���!HA����1��&�O2;��6^$ �&��7�"�JK"�2���$�: ��7;����� I .
*;���%$&��$����O=mF �)1D�&�&����� 14�)H!�N�)$)��> JK7�.
����"yJ��;�������&�+$���7�.
6^$A14���;�)1%JK_P�N�O6^ z.
6 �!2��
���O2;��.
6 �+���!H!7��&���!14� I ��6zU
* 1D����'B�;�O�e*;���%$&��$����O= Fl�O1��&�N�O�������!H!7�������14� I ����H-�O��$&��*�"���,��!Hn����$��&��"+��"�7��O$&�O=

7��&��>-$)�O,�35"^,
��,e�e7;���+��'B��$�7�"����;�O� 7;�O��"�"^�&_P��.-3]J�"����;�)�������!H!7��&����1D� I ���V>
2�"+�%=
,-�eJK�;���+���&�+$���7�.�"+$&�Z�?�5���&'B�� z:&6 ��$&����p#"+�����sH-��7���,�$&"+7���_qHE*;���%$&��$74 SN�O1D���&_qH
�!2��s�+7�"�J����!Hs*����+$���$a��14�O��'B��JK"�T��%$&��.
6M #�!Hx�O��$&�&�+"���"+7;�O$��&7��&� 6

Θ
UN*c�&�+���&�&����T

�&SO2����+$��Y�����!H!7��&����1D� I ���R��_P���O2�����"+$��Z��7;����"����%$&�&� Θ = 1
U(��7���'B"a$��&����> Fl�)=

1D���&_PTh14�9H��&�O$�'B�43g���e�&��7�"�JK"�2���$�: �z���&'B�O #:&60,-�&@�FGFG� I ��"+��$)� @�FGFG"�,�$����&����T
JK��FGF�.-1D��� 7��O1D�����+$&� Fl�O1

B ��� ∆Φ

>�,-��$��&7�_PTEJL�O"+$s� I "���,�.x�+,
��7��&�+$��?2�����"+T����O=
���]7����+$)�zJK������"�7��+���h7;�)1D���&�%$&�nFl�O1G�&�5�&7�"+'B"����VU *<��2;.
*;��"G�+$�7��&�+�&���fFl�O1D�&���&���
14�9H��&�O$)�e�&� JK�O2;35"+�hS&_d$�:e7;�O�&"��w��.42�6z>K*�$&�g�����!14�����e�l�&_P���O2���"�����"+'R.&�%2;�&�&���
4 ��U { � 6%U8* *�����2�"�����_qHe@+,-����"+7���'B"��!$)�)H��!1+=m1D�l����7;������*�"������&Tg$��&*������+$&�g�&_P*�����2�"%=
����TEJ��&S&��$�:&�Z� ��.42�"����&���y1��;�4*�"����!� ,
��@�FGFG� I ��"+��$)�s@�FGFG"�,�$����&���&T JK��FlF�.-1D���
7;�O1����&�%$&�fF �)1P��"q.DJL��"%$&�Z�V>N�DJ��;��,-���&����7�"%1D,-� 4 �;�X��"���,-�O2;:&,-�l���&7N�
JK,-�&� 6�.!'B"+��:O=
p5�O"+$&�Z�h�;�5��7;�O��� I "l�&SO2K�O�+$&�a14�9H��&�O$)��U

�����&� JL�lJ�2;��� I "���,�� �%$&"+��"����n�����!H!7��&�������+$&�n���+���O2�:�1+.
6^$5H-��7���,�$&"+7����%$&��,��V>
$&���;�g��2�"�J�.
6M #"�T X

ν =
σ2

x1+x2

2(σ2
x1

+ σ2
x2

)
,

4 ��U { � 6
� JK"

x1(t)
�
x2(t)

�z��JK���O$&������_P" JK������'B��*�"+��,���"M��"+7�"�'B"+����_P"X�O��$&�&�+"���"+7;�O$��&7��&��>

σ2
x1

�
σ2

x2

�sJK���+��"�7��+���C��"�7�"+'B"�����_qH
x1(t)

�
x2(t)

> �
σ2

x1+x2

�sJK������"�7��+���C�!H
�+.
'B'B_�U oX*�"+�&�
JK���

ν ∈ [0.5; 1]
> ��7���*�"�'

ν = 1
�+�&��$&��"+$&�%$&��.�"+$ �%2;.
*;��6 ���)2�=

���&T �+���!H!7��&���!14� I ���t> �y��7�� ���O2����&T ��"+1D���&���+��'B�&�%$&�Y��7�� I "+������� x1(t)
�
x2(t)���O2�.!*���"�'

ν = 0.5
U
o^J��;��,-��JK�����;�O�5HN��7;��,�$�"�7����+$&��,!�5��"M����1��&�O2;��"+$ *�"+$�,-�lJK�;�)=

�����&�+$���7��&�N�)$&:e���wFl�O1��&�&�&�+�]1D�)H!�N�O$)��>����a14�O�;�O1%J�_P�N��6^ z"�Tw�����!H!7�������14� I ���tU
* � �80.�#��7�"�J;2K�O����"+$��Z� H-�O7;��,�$�"�7����%$&��,
��>l����1��&�O2;��6^ #�O�[�&S&�;�O7�.-3e���&�O$&:<��"

$&�)2�:&,-�G���O2���.
6 >������#1D���;�O1�JK_P�N��6M z.
6R�����
H�7��&����1D� I ��6<��1D����'B��JK"�T��+$&�O.!6M #�!H
H-�O��$&��*�"���,��!Hy�+���+$�"�' X

κ = minτG(τ),
4 ��U {%286

� JK"
G(τ)

�eF�.
��, I ���w����JK�&S����t>

G2(τ) =

〈(

x2(t + τ) − x1(t)
)2〉

√

(〈

x2
1(t)

〉〈

x2
2(t)

〉)

,
4 ��U ~f� 6

� JK"
x1(t)

�
x2(t)

�n��JK����$�������_P"zJK������'B��*�"+��,���"]��"+7�"�'B"+����_P"zJK��.NHy�;��7 I ���)2�:O=
��_qHx�+���+$�"�'PU *[�%2�.!*���"g���O2����&Tx�r14���;�)1%JK_P�N�O6^ #"+T?�����!H!7��&����1D� I ��� κ = 0

U �
7��&�%$&�&'Y7;�����%$&7���T�,��h�n��.
'B"���:�pz"�����"�'R���O��1D�

κ
7����+$�"+$9U
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�X$&�&S�_ �DH-��7;�O,�$&"+7���1D���N�O$&:[�%$&"���"���:\�+���!H!7��&�����&�+$�� 'B�43g��� �������)2�:�1D���N�O$&:
$)��,�3#"e��1D����'B��.
6 ���&7�'B��7��&�N�����!.!6 ,-�&7�7�"�2;� I ���&����.
6 F�.
��, I ��6�4 ,
��@�FGFG� I �!=
"��!$e��1D����'B����Tw,-�&7�7�"%2;� I ��� 6 X

Rx1x2
(τ) =

〈x1(t)x2(t+ τ)〉 − 〈x1(t)〉〈x2(t + τ)〉
√

(

〈x2
1(t)〉 − 〈x1(t)〉2

)(

〈x2
2(t+ τ)〉 − 〈x2(t + τ)〉2

)

.
4 ��U ~ {[6

*q"�2���*������
η = maxτRx1x2

(τ)
S�.DJK"%$#7;�O�&�;� "kJK����� I "u� �%2;.
*;��"^14���;�)1%JK_P�N�O6^ #"+T

�����!H!7��&����1D� I ����4 �t>)7;�O1�.
'B"+"+$&�Z�V>����)2����&T#�+���!H!7��&����14� I ��� 6�� �+$&7�"�'B��$��Z�],z��.42�6
��7��n����$�"�7�"l,-�O2�"+SN��������'B�

x1(t)
�
x2(t)

�+$)�O$����+$���*�"+��,-�&Tx��14����'B�&�����!1D�tU
� $&"+��"���:g�+���!H!7��&�����&�+$��nH-�O��$&��*�"���,��!Hw,
�)2�"�SN�O����Ta'B�43e���5� I "����!$&:]�a�57;��' =

,
�)Hs�+��"�,!$&7;�)2;:&���&�+�w����J;H&��JL��U � @+$��&T I "%2�:�6 'B�93g��� ���+���O2�:O1D�&�N�)$&: F�.
��, I ��6
,-�&��"+7�"��!$&���&�%$&�:� �N|�>k{&{D|&�

rx1x2
(ω) =

|Sx1x2
(ω)|

√

Sx1
(ω)Sx2

(ω)
,

4 ��U ~h~ 6
� JK"

Sx1
, Sx2

�u����"�,�$�7�_ 'B�� #���&�+$��zFX2;.
,�$�.&� I ��T x1(t)−
〈

x1

〉 �
x2(t)−

〈

x2

〉 �
Sx1x2�e��14�O��'B��_PTn����"+,�$&7nFX2;.
,�$�.&� I ��TtU 	l2;�a�+$)�)$&���%$&��*�"+��,��s��"+14�O�&������'B_qHn��7�� I "+�%=

�����
rx1x2

≡ 0
>9�^�M�%2;.
*;��"B2�����"�T�����T#��14�O��'B�&���O��1D�

x1(t)
�
x2(t)

��'B"�"+'
rx1x2

≡ 1
U

�X$&�&S�_ �&�&"+�+$&�n��"�14�O�&���Z�� .
6 ��$f*;���%$&��$�_ ,-�O2���*�"��+$��&"�����.
6 H-��7���,�$&"+7����%$&��,�.�>
'B�43e���A7;�O����'(�)$&7����&�O$&:R�+7�"�JK��"�"E1��;�4*�"�����"?,-�&@�FGFG� I ��"���$)�Y,-�&�+"�7�"+��$&���&�+$�� �
���+�%2�"kJ�.&"+'B�&'R*;���%$&��$����&'����!$&"�7��N�)2�"

r
U

jG�^7�����U ��U {4vM�u,
�4*�"+�+$&��"d��7���'B"+7;�u��7����&"�J�"���_ 14�O�&������'B�&�+$��57;�����+'B��$&7�"�����_qH
�&_dpz"�HN��7;��,!$&"�7����+$���,y�+$�"���"+���n�����!H!7��������&�%$&�nHN����$���*�"��+,��!Hn,-�O2�"+SN������Tn�O$]�;�)=
7;��'B"%$&7;�C�����!1D�t>P���O2;.
*�"�����_P"rJ;2��<�����%$&"�'B_ J���.NH �����!14������_qH �&� I �
2�2;��$��&7��&�
���+����2�"�7;�g�l��"�S&�O2;:�p#�&Tn*;���%$&��$����&Tw7;�����%$&7���T�,-�&TYX

ẋ1 = −y1 − z1 + γ(x2 − x1),

ẏ1 = x1 + αy1,

ż1 = β + z1(x1 − µ),

ẋ2 = −(1 −∆)y2 − z2 + γ(x1 − x2),
4 ��U ~ |86

ẏ2 = (1 −∆)x2 + αy2,

ż2 = β + z2(x2 − µ),

� JK"
∆
�]�;��7���'B"+$�7t>
1D�9JL��6M #��Te7;�����%$&7���T�,�.g�;��7 I ���)2�:&��_qHe���O$&�&�+"���"+7;�O$&��7��&� � γ���;��7;��'B"%$&7n�����!1D�tU

�G��,y'B�43g���e�&�-JK"+$�: ��15��7���FG��,-�&��>V��7�"�JK�%$)���O2�"+����_qHr����7�����U ��U {9v!>K7;�O1%2���*!=
��_P"(H-��7;�O,�$&"+7����+$���,��f���O=m7;�O1D���&'/.l7�"D���+��7�.
6^$X�;�^��"+7�"��+"�*�"+����" ��7������ I l1

�
l2
�t>
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������$&�&"%$&�%$&�&"+������>)J��O2;3g��_?��7���'B"����!$&:&�Z�z� .
*�"%$&�&'y$��&����>),
��,-�&Tz��'B"������^@�FGFG"�,�$
�����!H!7��&����1D� I ���\�!1�.
*;��"%$&�Z�tUu��7��&'B"x�&_dp#"x7;���+��'B��$�7�"�����_qHV>u��7���'B"+����6M$&�Z� �
JK7�.
�+��"XH-��7;�O,�$&"+7����+$���,��y�%$&"+��"����n�����!H!7��&����1D� I ���V>K������7���'B"+7t>��&�+���&�N�O����_P"X�;�
7;���+*�"+$�"z��1D����'B����Tn�
2��w.��%2��&�����&Tn����FG�&7�'(� I ���7� {&{ �&� U
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�qFGFG"�,�$�_�>V7;���+��'B��$�7�"�����_P"]�]JL�������&Ty� 2K�O�&"�>K����1��&�O2;��6^$�.-$&��"�7N3]JK�O$&:�>L*�$&�
�����&���&S����&�+$�:a,s�����!H!7�������14� I ��� �g$&�&Tr�!2��s�����&Tr'B"�7�"5��7����+.- #�a����"�'Q����$��&,-�O=
2�"+SN�O$&"�2�:&��_P' �+���+$�"�'(��'P>
,
��,fS&_Y���fS&_q2K�G�%2;�93g�;�G�!HzJK���;��'B��,
��U!oMJK�;��,-��>N,
��,
��'B"+�����l��7��4���&�!$&�Z�fF�.!�-JL��'B"��!$)�)2�:&����"^�+�&�&T��%$&�&�l�����
H�7��&����1D� I ���t>-,
��,���"M��'B"��!=
���a@�FGFG"�,!$&_�>������!14������_P"g�5�+���!H!7��&����14� I ��"�Tt>��&��1�'B�43e��� ����SO2�6 JL�)$&:�J;2;�r$&�&T
�!2�� ������T �+���+$�"�'B_�> 14����������$A��$?HN��7;��,�$�"�7����+$&��,cH-����$���*�"+��,-�&���Y�O$�$�7;��,�$��&7;��U
jG����S&�)2�"�" ���&�%2;"�JK�&�&�O$&"�2�:&��� ,!2������+��*�"��+,
�O�y$&"+�&7����y�����!H!7�������14� I ���r��7���'B"+���!=
'(� ,R�O��$&�&�+"���"+7;�O$��&7;��' � 7�"+3g��'B"h�+����7;�)2;:&���&�+� �O$�$�7;��,�$��&7;��U 	 2������!HA�&�O1+=
'B�43e���n*;�O�+$&�O$&���O=mFl�O1D�&�&�O�x�����!H!7�������14� I ���tU�W��w�+�&�&��'Q����"+,�$&7��)2�:&���n=u,-�&7�7�"%=
2;� I ���&����_P'AH-��7���,�$&"+7����%$&��,
��'R$)��,���"GHN����$&��*�"��+,���"5���O$&�&�+"���"+7;�O$&��7�_\����JK�&S&��_
��"+7�����JK��*�"+��,���'R��"���"�7;�O$��&7;��'P>;���)HN��J��! #��'B�Z�w����JaJK"�T��%$&�&��"�'Yp .!'(��� {&{[0!>Z{�{%$&� U
*C$�� 35" �&7�"�'/�t>-�l��$D2���*���"X��$l14�Op .
' 2�"�����_qH��+"���"+7;�O$&��7��&��>
*;���%$&��$����#Fl�O1D���N�O�
�����!H!7;������1D� I ���e�GJK"%$&"+7�'B������7��&�N�������&' 7�"+3g��'B"M������7;�)2�:&���&���GH-���&���G���O2;��"+$&�Z�
�+$�7��&�+�&T 4 $9U "�U('B�+���&�&"+���;�O�AFl�O14�r�&�+$)�O"+$&�Z�Y14�)H!�N�4*�"+�����&TA��,-�O2�:x.!�+��JK���rJ��O2����
�y@+FlFG"+,�$&�����;�O�wJK��FlF�.-1D�!�y7;�O1����&�%$&�sFl�O1 �e�&SO2����+$��s�����!H!7�������14� I ���s�+$�7��&�+�
7;�����;�f�!.92;6zU

	l2;�zJK7�.
�+�!H]$&�����&�GHN����$���*�"��+,��!He�O$O$&7;��,!$&�&7����,4 ������$&���&�&���l�O$O$&7;�O,�$&�&7���>
�O$O=
$&7���,�$&��7;� � ��7�"�� I ��>
JK�&��T����&T��+����7;�92�� ��.&�#� ����_qH �O$�$�7;��,�$��&7��&�]��"+7�"�,!2;6u*;�)=
$&"�2�:&�������5$&�����86 �+$�7��&���O�a*����+$���$&���)= Fl�O1D���N�O� �+���!H!7��&���!14� I �!�a��"��;��SO2;6 JL��"+$��Z�t>
���x�&��1�'B�93g��_ $&7�.
�+��"w@+FGFl"+,�$&_�>B$)��,���"w,
��,C*;���%$&��*��;�O�CFl�O1D�&�&�O� �����!H!7��&���!=
14� I ���t> �����!H!7�������14� I ��� ��"+7�"�,!2;6u*�"+����Tt>(���O2;�;�O� �!2;�C��S&�&S� z"����;�)�?�����!H!7��&���!=
14� I ���tU ���+�%2�"kJK�&�N������"],!�)3]JK����� ��1f@�FGFG"�,!$&�&�a�����!H!7��&����1D� I ���rH-�����D� $&7�"+S�.&"%$
�����&�!H 'B"%$&��JK�&�]��7��&�&"�J�"������a*����%2�"+����_qHn�a�;�O$O.
7���_qHa@+,
�+��"�7���'B"���$��&�e�a�+�&�&�!HL>
�;����S&�O2�"+"z����J;H&�DJ;�� #�
HnJ;2��h7;�O����'(�)$&7����&��"�'B�&�+� �%2;.
*;�)�h�+7�"�JK�%$&�gJK�����������+$&��,��
� H-��7;�O,�$&"+7����+$���,s�+$�"���"+���y�+���!H!7��&���!14� I ���tU
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oMJK����' ��1s��,!$�.N�92�:&��_qHY�;����7����O2�"+����T��E�&SO2K���%$&����"%2�����"�T�����TCJK���;�O'B��,��t>
,
��,Y.-35"n.!���&'B���;�)2;�&��:�>(���)2;��"%$&�Z����S&�&S� z"�����"w,!2K���+����*�"���,��!H<��7�"kJK�+$)�O�O2�"�����T
�f�����!H!7�������14� I ���h��"�7�����JK��*�"��+,��!Hy����$&��,
�)2�"�SN�O����Tn�;�5�%2;.
*;��TwS&�O2�"+"��%2��43g��_qH
,-�O2�"+SN�O$&"�2�:&��_qH���7�� I "����+�&��U �G�+�%2�"kJK�&�N�O������� @+$&��' �;����7;�O�O2�"������R��7�����"%2���,
7;�O1�7;��S&�O$&,-"w��7�"�JK�%$)���O2�"+����TR�x�����
H�7��&����1D� I ����,��N�O1D����"�7����DJ���*�"��+,��!HY� JK�O35"
H-�O��$&��*�"���,��!Hw����$��&,-�O2�"�S&������Tt>!�&������������_qH��#��7�"kJK_ J�.- #�
Ha7;�O1�JK"%2K�9HVU/*q��"X7;�O�%=
��'B�O$&7�"+�����y���+$)�)2�����:f2;��p#:g�%2;.
*;��T���_P"z�!2;�h�+$��DH-���%$&��*�"+��,���"5,
�)2�"�SN�O�����tUN*q�O1+=
����,
��"%$]�&�&��7��&�LX!�&��1D'B�43g���l2;� ,
�����+$�7�.
,�$&�������e7;�O����'B�O$&7�"%$&:514�9JK�9*!.��#�+���!H!7��O=
����1D� I ���h�+$&�DHN���+$���*�"��+,��!Hx,-�O2�"+SN������T�� ��$��e��������'(�O$�:��g@%$&�&'R��2;.
*;��" ����Jx@�FX=
FG"�,�$��&'x�����!H!7�������14� I ���f�%2;.
*;��T���_qH],-�O2�"+SN�O$&"�2�:&��_qH5��7�� I "+���+�&� �^�G��,5�+����1D�O$&:
,!2K�O������*�"��+,���"���7�"�JK�%$)���O2�"+����� $�"��&7���� �+���!H!7��&���!14� I ��� �]��7�� I "�������'B�t>���7������%=
HN��J��! #��'B�E�a�+$&�DHN���+$���*�"��+,��!H?�����%$&"�'(�9HV> H-�O7;��,�$�"�7���1+.
6^ #�
HN�Z� ��"+��7�"�7�_P�&��_P'
p#��7��&,-�&���O2;�&����_P'Q����"+,�$&7��&'c'B�� z���&�%$&����ou$��&"+$�_ �;�e���&�+$)���)2�"�����_P"g�&����7��&�+_
���&SO #"�'R��2;.
*;��" ���&,
�e��" ���O2;.
*�"+��_�>V��JK�;�O,
�]J;2;�y����7�"�J�"%2�"+�����&�+� ,!2K���+�D�e�%$&�O=
H-�O�+$&��*�"��+,��!Hh�����%$&"�'R�
Ha'B�43e���]�&S��&�������N�������]��7�"�JK�%$)���&��$�:�U
��"���$�7;�)2�:����&T��
J�"�"�TY�����!H!7�������14� I ���R���O2���"+$��Z��,-�&� I "�� I �!�Y.&�%$)�����&�)2�"����!�

�&�#�O14����'B��JK"+T��+$���.
6^ z�!Hw����JK�����%$&"+'(�)Ha7;����"����%$&�N��4 �!2�� ,�7;�)$&���&�%$&� 6 HN��7;��,�$�"�7!=
��_qH��&7�"�'B"+����_qH<'(�O�+pz$)�OS&�&� 4 *;�O�+$&�O$ 6%>q�&S�.&��2��&�O2;"���������� ��'B"������ ��14����'B�DJ�"�T!=
�+$��&��"+'PU � $��w7����&"����+$&��� 4 �!2��x,�7;�O$����&�+$�: 6^JK�O2;3g��� ���DH!7;���!��$&:��Z� �a��"+,
�O$&�&7���T
,-�&��"+*����&T#��SO2K���%$&�#��1�'B"���"+�����#.
��7����O2;��6^ #�
H#�;�O7;��'B"+$�7��&��>),-��$&��7;�O� ��7�"�J��+$)���O=
2;��"+$E���&S&��TA�&S)2K���+$�:E�+���!H!7��&����14� I ���tU �(��2��C'B_ HN�O$&��' �����+$)���&�!$&: �C7�"%p#��$�:
14�4JL�4*�.]�����
H�7��&����1D� I �����%$&�DH-�O�+$&��*�"��+,��!Ha,-�O2�"+SN������Tt>-��"��&SDH&�DJ���'B�z�&_PS�7;�O$&:G$)�)=
,���"q�����%$&"�'B_�>OJ�2;�5,-��$&��7�_qH5'B�43g���u�&S��&�������N�������u�&�&"��%$&�5��������$���"qH-��7���,�$&"+7����O=
���5��7�"�'B"+��� 4 *;���%$&��$�_ 6%>;�&������_P�N��6M #"+���]�+$��4HN���+$���*�"+��,���Ts,-�O2;"�SN�O$�"%2�:���_PTw��7��O=
I "+����U �B��2��A@%$&�x�&��1�'B�93g���s�?H-�O7;��,�$�"�7�����"w�&7�"�'/� 4 *����+$���$)�86#�&��7�"kJK"%2;"���_�>B$&�
��'B"+"+$a��'B_P��2x���&�%$)�����&�&,
���y7�"+p#"+����"#1D�9JL�4*��y����_P��.-3]JK"+�����&Ts�
2��y��1D����'B���&T
�����!H!7��&����1D� I ���c��'B"������C.
,
�O14�O����_qH<H-��7���,�$&"+7���_qHQ�&7�"+'B"�����_qH 4 *;���%$&��$���_qH/6
'(���%pz$)��S&���f�%$&�DH-�O�+$&��*�"��+,��!Hh,
�)2�"�SN�O����Tt>�$��5"��+$�:f1D�9JL�4*��a�+$��DH-���%$&��*�"+��,-�&Ty�+���!=
H!7��&���!14� I ���tU
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�)2�:&,��!HA�%$&�DH-���%$&��*�"���,��!H<�����+$&"+'P>(2��Y,-��$��&7�_qH
'B�43e����,-�&7�7�"+,�$&���a�&��7�"�JK"�2���$�:aHN��7;��,�$�"�7���_P"f��7�"�'B"+�;���!2��s*;�O�+$&�O$&_ �h���&��_q=
$)�O$�:&�Z�y7;�O����'B�O$&7�"%$&:e@+FGFl"+,�$g�����!H!7�������14� I ���tU

� ��� �  �� �������(� ��, ���w
�������	���������� !K
��&�-	�!�
� ��������O�e�0�&��

 � �� ���0��	 �����
� ��"��&����
���, )+'�,�	 � �������+'B��$&7���'A'B��JK"�2�:5��"�7�"�JK"+'B��FG��7��&�N�O�����&�+�fS����+$)��S��!2�:O=
���&�+� �&� I �!2�2���$&��7;��>(,-��$&�&7��O�Y��������_P�&��"+$rJK�&��35"+����"nS&7���.
�����&��,-�&TA*;���+$�� I _`�
��7�"kJK"%2;"gS&�)2�:�p#������$&7�"������x�gJK�O.-H
��'B���&' ����$&"+� I �;�92�" U0(x) = −x2/2 + x4/4����JnJK"�T��%$&�&��"�'RS&"�2��&���]pz.
'(�

ξ(t)
����$�"����+���&���&�%$&�

D
� {&{9v!>k{&{ � �3X

ẋ = x− x3 +
√

2Dξ(t).
430
U {[6

� ���%$&"�'(��4 0!U {[6/'B�DJ�"%2���7!.&"+$]��2;.
*;��T���_PT ��7�� I "+���O>NJ;2��e,-��$��&7��&�+�#'B�43e���l�&�&"+�+$��
�s7;���+��'B��$�7�"�����"eJK�N�h�&7�"�'B"�����_qH '(���%pz$)��S&��U(oMJK��� �&SO.&�%2;�&�O2�"+� �%2;.
*;��T���_P'B�
SO2;.-35JL�����!��'B�z*����+$�� I _ �^��,�7�"��%$&�����+$&�]��JK�������u�
2��GJK7!.!�+�&���u���&�%$&�4�����!�#7;�������O=
�&"+�����w�nHN��7;��,�$�"�7��!1�.&"%$a�&��.-$&7�����'B��.
6 4 �!2�� 2��&,
�)2�:���.
6V6 JK���;��'B��,�.&U 	l2;��JK�O=
�+$)�)$&�&*����5�&_P���&,��!Hg����$&"+� I �;�92�:&��_qHeSN��7�:�"�7��&� 4 �
2���� 2;.
S&�&,��!Hg����$&"+� I �;�92�:&��_qH
��'
6f@+$&�O$ �&7�"�'B"+�����&T<'(���%pz$)��S ��7���,�$&��*�"��+,��Q��"y14���&������$ ��$?����$&"+�������&���&�%$&�
pz.
'(��U
jG���#S�.DJK"%$a����$�"�7�"+���&�N�)$&:n��$&�&7��&Ts'(���+p $)��Sa�&7�"+'B"����t>V,
�O$&�&7�_PTsH-�O7;��,�$�"�7��!=

1�.�"+$r�+7�"�JK��"�" �&7�"+'/�?��"+7�"%H&��JL�y*;���%$&� I _ *�"+7�"+1 ����$&"+� I �;�)2;:&��_PT SN��7�:�"�7 4 � 2��O=
SN�)2;:&�;�O�5JK���;�O'B��,
�86%U��B'/.f��$&�&"+*;��"%$5��7�"kJK���!��*;���%$&��$)�#��"�7�"�HN��JK�&�#*�"�7�"%1�����$�"��!=
I �;�92�:&��_PTRSN�O7�:&"�7:�C*;���%$&��$)� ��7;��'B"+7��D�!UPou$&'B"%$&��'P>d*!$&� ��7�� I "��+�y��"�7�"%HN��JK���
*�"+7�"+1h����$&"+� I �;�92�:&��_PTASN��7�:&"+7 HN��7;��,!$&"�7���1�.�"+$ ���
J;. I ��7��&�N�O����_P"wp .
'B�&' ,-�O=
2�"+SN�������y�y����$��+.-$&�%$&�&��"]pz.
'(����" ��'B"�"%$a'B"��%$)��U �B���+.
����, 0!U {�> �e�
2�2�6u�%$&7���7�.N=
"+$ �&7�"+'B"����!.!6<14�O�&������'B�&�+$�:

x(t)
>-���O2;.
*�"+����.
6 ����$&"+��7���7��&�N������"�' �%$&�DH-���%$&��*�"%=

��,-�&�+�h.
7;���&��"������ 430!U {[6�U �G"%$&,-�y�&�-JK��_ �%2�.!*���T���_P"�,-�O2;"�SN������� �w�&,�7�"+�+$����&�+$��
7;�������&�&"+����T

x0 = ±1
4 2��&,
�)2�:��;�O�?JK���;�O'B��,
�86]�A�%2;.
*;�OT���_P"h��"�7�"+,!2�6u*�"������V>

���O��14�O����_P"l�l��"�7�"�HN��JL��'B�w*�"�7�"%1zS&��7�:&"+7 4 � 2��&SN�)2;:&�;�O�eJK���;��'B��,
�86�U
*q��.-$�7�����'B���O��4 2;�&,
�)2�:&�;�)� 6LJK���;��'B��,!�^��" ���O2;��"%$&�Z�GJ;2;�#����� �%.- #"��%$&�&"+�����&TVU

*q�s'B�������!H 1D�9JL�4*;�)H?�������O2�:�1+.&"+$��Z�Y'B"%$&��JCJK��.NH �+�&�+$��9������T J;2;� FG�!2;:9$�7;� I ���
�&��.-$�7�����'B��_qHx,
�)2�"�SN�O����TtUVjl�9HN�43]J�"�����6 *����+$�� I _0� �&,�7�"+�+$&���&�+$�� 'B������'/.!'(�
����$�"�� I �;�)2K� x0(t) = −1

�+$)�O�&��$&�Z�c� ���&��$��&"+$��+$��&��" 1��;�4*�"�����"
x(t) = −1

>M�
'B������'/.!'(�

x0(t) = +1
�a1D�;�4*�"+����"

x(t) = +1
U W��&�%2�"l$)��,-�&TsFG�!2�:4$&7�� I ���r�+���%=

�;�)2
x0(t)

��7�"+�&S&7;�O1+.&"%$&�Z���r��2;.
*;��T���_PT $&"�2�"��+7;��FG��_PT���7�� I "+����>B���&,
�O14������_PT
�;�]7����OUN0!U {�> S�U
ou$&FG�!2�:4$�7��&�N������_PT���7�� I "��+��>-,
��,g���
JK���l��1^7�����U10
U {&> S�>N��7�"�JK�%$)���O2;��"+$5�+�&S&�&T

�%2�.!*���T���.
6 �����%2�"kJK�&�N�O$�"%2�:����&�+$�:����+��.42�:&�����e�n'B�93#"+$gS&_d$&:g�4HN��7;��,!$&"�7���1D�&�&���
��"+,
�O$&�&7���T���7�"kJK��"+T *;���+$���$&��T���"�7�"�,!2�6^*�"�����TtU�	l2;�f�&� I �!2�2;�!$&�&7��,430!U {[6/@+$)� *;�)=
�+$���$)�AS�_q2K� 7;�����+*���$)�����Y��7;��'B"+7����&' �<���&���!$A"+���C��'/�tU �l�O�+$&�O$)�A��7;��'B"+7��D�
14�O�&�����!$e��$f���!$&"��������&���&�+$��ypz.
'(�f�n@���"�7��+���h���O$&"�� I �;�)2�:����&���gSN��7�:�"�7;��� {&{%2&� X
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r =
1

〈T 〉 = ν exp[−∆U0/D],
430!U ~ 6

� JK"
ν
�w��"+,
�O$&�&7;�)�r,
�����+$)���!$)��> 〈T 〉 �w��7�"�JK��"+"]�&7�"�'/�y��7�"�S�_P�N�������r*����+$�� I _ ��&,�7�"��+$����&�%$&�<��JK���&�+� ��1w���&�%$&�4������T�7;�������&�&"+�����V>

∆U0

� ����$�"�� I ���)2�:&��_PTYSN�)=
7�:&"+7t>

D
� ����$&"+�������&���&�%$&:?pz.
'(��U(�G��, �&�-JK���r��1n�&_P7;�O3#"������C4 0!U ~ 6%>/*;�O�+$&�O$)�

��7;��'B"+7��D�y��7�� Fl��,
�+��7��&�&�������
∆U0

.
��7����O2;��"+$&�Z� p .
'B�&'[� 'B�&����$��&�����s�&�O1+=
7;���%$)��"+$e�G7��&�+$��&'Y����$&"+�����������&�+$��

D
U

ou$&'B"%$&��'x�N�O3g���&" �&S&�%$&�4��$�"%2�:&�%$&�&��UNj�"���'B�O$&7N�]�;�M$���>�*!$&��*;���%$&��$)�X��"�7�"+,!2�6M=
*�"+����T���'B"+"+$5��7��&�+$��&T��g���&���!$&��_PT�FG��1���*�"+��,���T �+'B_P�%2�>
����"�,�$�7 ��7�� I "+����� x(t)���)2;��"%$&�Z�E���!2��Op#��_P'c$����;� �l�&7�"�� I �;���;� �x��"]����JK"+7-3g��$n���&��_qHs�&_PS&7��&���&�a�;�
*;���%$&��$�"���7;��'B"+7��D�!U�WG7���*����;�a���&�!��$&���PX ��7�� I "���� x(t) �h���%$&�������h��2;.
*;��T���_PTV>�%2;"�JK�&�&�O$&"�2�:&����> � ���&��2�"�JK���N�O$&"�2�:&�����+$&: �&7�"�'B"+�Y��7�"�S&_P�N�O�����

T1, T2, . . . , Tn

�
$)��,�3#"E��2;.
*;��T��;�!U �G���%$&��$)�A��7;��'B"�7��D� �&�&��JK��$��Z�c,
��,Q��7�"kJK��"�"x���A��������'BSO2�6
1D���9*�"�����"

r = 1/〈T 〉 �s��"#��_ JK"%2;��"+$��Z�E�e����"+,�$&7�"],-�O2�"+SN������Ts,!�O,y��7�,-� �&_P7;�9=35"+���;�O�n����"�,�$�7;�)2�:&���O�n2;�������VU
� �O����'B�O$&7���'E��$&��7��&T],!2K���+�P�����%$&"+'P>N,
�O$&�&7�_PTf�&��'B�������&'r� HN��JK"+�e�d��"�7�"+,!2�6M=

*�"+������'B�f�GS&���%$)��S&�!2�:����&' ��� I �!2�2;��$��&7�"�>-���G��'B"+"+$l��"+,
�O$&�&7�_P"^����" I ��FG��*�"+��,���"
�&�+�&S&"������&�+$��tULoXS&7;�O$���'B�Z�n,w��7��&�+$��&Tw��JK���&'B"�7����&Tw��"%2�����"����&T JK���+,�7�"+$����&Tw���!=
�+$�"�'B" � { ~r� >k{ ~ {�� X

xn+1 = (αxn − x3
n) exp(−x2

n/b) +
√

(2D)ξ(n),
430
U |86
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� JK"
α
�a.
��7;���)2;��6M #��Ts�;�O7;��'B"+$�7t>

D
�n����$�"����+���&���&�%$&�x�%2;.
*;�OT����&�+� ��7�� I "+�����

ξ(n)
UA�q,-�+���&��"+� I �;�)2;:&��_PTe'B���93g��$�"%2�: exp(−x2

n)/b)
�&�&"�J�"��5�X�+���+$�"�'/.5� I "%2�:&6

��1�S&"+3]�)$&:].-H&��JL�g7�"%p#"+�����w�gS&"+��,-�&��"+*����&�%$&:g�n���O2;��"%$&�Z�w��"��%.- #"��%$&�&"+����_P'PU
� ���%$&"�'(�	430!U |86q�]��$&�%.-$&�+$��&��"#p .!'(�]��'B"+"+$gHN����$���*�"��+,���Ts�)$�$&7���,�$&��7t>L�%$&7�.
,!=

$�.
7;�x,-��$&�&7��&���r14����������$x��$x�;�O7;��'B"+$�7;�
α
UBjG�s7����OU
0!U ~ > ��> Ss��7����&"�JK"+��_ �!2;��$O=

���&�%$&�?7�������7�"�JK"�2�"����!�
p(x)

�+���+$�"�'B_5430
U |86MJ;2��sJ���.NHsH-��7;�O,�$&"+7���_qH?1��;�4*�"�����T
�;��7���'/$&"+7;�

α
UBW�7�� 1D�;�4*�"+�����C�;��7;��'B"%$&7;�

α < α∗ = 2.839 . . .
�r�����%$&"+'B"h���)=

�+.- z"��+$���.
6^$ JK�N�xHN����$���*�"��+,��!H �)$�$&7���,�$&��7;��>d7;�)1%JK"�2�"�����_qH<��"kJ;2��&�&��TY$&�&*�,
��T

x0
n = 0

ULW�7��wJK�&�%$&��3#"������r�;�O7;��'B"+$�7��&'
α
,�7���$&��*�"���,-�&�+�w1��;�4*�"����!�

α∗ 7�"��)2��!=
1�.�"+$��Z�y,�7��!1D���G�n�O$�$�7;��,�$��&7�_ ��S

�
"�JK������6M$&�Z�n�5"�JK����_PT 4 7����OUN0!U ~ > S 6�U � �&�%.- #"%=

�+$��&�&�N�O����"]J���.NH �+��'B'B"+$�7���*���_qH?H-���O$&��*�"+��,��
H �O$O$&7;��,!$&�&7����s�h�&��7�"�JK"�2�"������&'
��'B_P��2�" JL��"%$ �&��1�'B�43e�����+$&:g�&S&�&SO #"��!�y@�FGFG"�,!$&�&��>L7;���+��'B��$�7�"�����_qHs�&_dpz"lJ;2;�
S&���%$)��S&�!2;:&���&�+�#�&� I �!2�2;�!$&�&7;�!U 	z"+T��+$��&��$&"�2�:&����>��&��1�JK"�T��+$&�O.���p .!'B��'?�;�G�����%$&"%=
'/.&>��&�O1D'B�43e���n���
J�. I ��7����N�O$&:w��"�7�"%HN��JK_ �O$h��JK�������w�O$�$�7;��,�$��&7;�w����JK7!.!�+�&T �
�&S&7��O$&����U � �O1%2���*��!�E�5��7�� I "+���D�O'B�E� �+���+$�"�'B" 430!U {[6^S�.DJ�.-$a�+����1D����_ ����,!2�6^*��!=
$&"�2�:&���s�]2��&,
�)2�:����&TxJK���;��'B��,-�&TtU � $&� 7;�)1+2���*���� ��"+�+.- #"+�+$&��"�����_ �?�!H 7��O2�:
��7;�O,�$&��*�"���,�� S�.DJK"+$z��$&�%.
$��+$��&�&�N�O$�:�>�"+�%2��g�������O2�:�1��&�N�O$�:zFG�!2�:4$&7�� I ��6Q��7�� I "+�%=
�D�]'B"+$���JK�&'CJK�O.-H ���&�%$&�4������TtU

����$&"+7�"�� ��7�"kJK�+$)�O�O2;��"%$ ��2;.
*;��T ,�7���1����D� �O$�$�7;��,�$��&7��&� 4 7�����U 0!U ~ > S86%UA*
��$��+.-$&�%$&�&��"apz.
'(�h�+���+$�"�'(� 430
U |86�S�.DJK"%$s��"+��"�7���7��&�N�O$�:hH-���O$&��*�"+��,���T�4 ��"���"+7��!=
��JK��*�"+��,���T 6G��7�� I "+��� x(t) >t��7��r,-��$��&7��&' $&7;��"+,�$&��7����xS�.DJK"+$n�����%2�"kJK�&�N�O$�"%2�:�������&�+"+ #�O$&:hJK�&"g�&SO2K�O�+$&� "kJK���������r�O$O$&7;��,!$&�&7;� X

x < 0
�
x > 0

U � $&��$r��7�� I "��+�
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A = D = 0
�

b = 10
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S�.DJK"%$ ��"�7�"��+.42;��7���_P' ��"�'/.A'B�43e��� ��JK����1��;�4*���� �����+$)���&�!$&: �?�+�&��$&��"+$&�%$&�&��"
��7�"�JK��6^6Q*����+$���$�.f��"+7�"�,!2;6u*�"+����TtU!�G��,]���&,
�O14�92��g@+,-����"+7���'B"��!$&_�>�@%$)� *;�O�+$&�O$)�
H-�O7;��,�$�"�7���1+.&"%$?�����+$&"+'/.?�y�O$&�+.-$��+$&����" pz.
'(�y�?'B�435"+$w.
��7;���O2���$&:��Z� ��1D'B"+��"%=
����"+'��;��7���'B"+$�7;�

α
U

* �;���%$&�4�� z"�'Q7;�O1%J�"%2�"5��7�"�JK�%$)���O2�"+��_ 7�"%1�.42�:4$)�O$&_ ���;�)2��!14��@�FGFG"�,!$)�a�+���!=
H!7��&���!14� I ���\��7�"kJK��"�T\*����+$���$&_ ��"�7�"�,!2�6^*�"�����T[�Y�����+$&"+'(�)HL>X��$����&�Z�� z�!HN�Z�[,
�&�����D������_P' JK��.
'`,!2K���+�D��' �����%$&"�' �x��"�7�"�,!2�6^*�"�������'B�t>u���
J�. I ��7��&�N������_P'B�
�&��"%p#����' pz.
'B�&' �C�&�+.- z"��+$��O2;��"�'B_P'B�R�sH-����$���*�"+��,��!HY�����+$&"+'(�)HYS&"+1n�&��"%p =
���!Hap .
'B�&��U

� ��$ � "%�&% "(')' * $ "",.-7/ "%$71 2�4%$"'+I7-0/�4%�&* * 2 I%�3-&� B ? � D%�#"%$�� �
� $0* 832 � $"?�� "7/ H /9*#4 $"?7?"'.8:/9-%�>I0/ � ��� �0* 8 � $%�&H % F.H 2 $
I&�3- $0/ �!$"D&�&* B / 5 / * $75 "72@?G2
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ẋ = αx− βx3 +
√

2D ξ(t) + A cos(Ωt + ϕ0).
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Ω
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ϕ0
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4 � 	�\V6 4 0!U � 6
α, β > 0, ϕ0 = 0

�E�O'B�!2���$O.4JK�n'B��J�.42;� I ��� A ���O2;��"+$��Z�E'(�92��&Tt>
$)��,s*�$����e�O$&�+.-$��+$&����"#pz.
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w(t) = x(t) + iy(t)
>�� JK"

y(t)
�e��7�"+�&S&7;�)1D�&�N�O����"�� �!2�:&S&"+7�$)�g��� HN��JK���&�+�e��7�� I "��+�D� x(t) X

y(t) = H[x] =
1

π

∫ ∞

−∞

x(τ)

t− τ
dτ =

1

π

∫ ∞

0

x(t− τ) − x(t + τ)

τ
dτ.
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��,
��S&�+�O2�6M$&���&"G1D���9*�"�����"l�w��7��+.
'B"+��$e,-�&'B�
2�"�,-�����&TyF�.
��, I ��� w(t)

X

w(t) = R(t) exp[iΦ(t)].
430!U $86
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w(t)
X

ẇ = αw − β

4
(3R2w + w3) + ψ(t) + A exp(iΩt),

430!U vA6

� JK"
ψ(t) = ξ(t) + i η(t)

�n�O�;�)2���$���*�"+��,���Tsp .!'P>
η(t)

�a��7�"��&S&7��O1D�&�&������" ���
2�:O=
S&"+7�$)� ��$

ξ(t)
U �X1y.
7;���&��"������ 4 0!U vA652�"+��,-�?14�O�����D�)$&: � 	�\ J;2;�R'B�+���&�&"+����_qH

��'B�!2;��$�.DJK_\�aFl�O1D_VX

Ṙ = αR− β

2
R3 [1 + cos2(φ+Ωt)] + A cosφ+ ξ1(t),

φ̇ = −Ω − A

R
sinφ− β

4
R2 sin[2(φ+Ωt)] +

1

R
ξ2(t),

430!U � 6
� JK"

φ(t) = Φ(t)−Ω t
"+�+$&:G'B�+���&�&"+���;�O�z7;�O1����&�+$�:GF �)1&U ���%$&�&*�����,��5pz.
'(�

ξ1,2(t)�&��7�"�JK"�2;��6M$&�Z�y��2�"�J;.!6M #��'B�h�&_P7;�O35"+������'B�YX

ξ1(t) = ξ(t) cosΦ+ η(t) sinΦ,

ξ2(t) = η(t) cosΦ− ξ(t) sinΦ.
430!U 286

* $��&7��&"q.
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��_qHa1��;�4*�"�����Tw���!$&"��������&���&�+$��ypz.
'(��U�jG��,!2����n,�7����&_qHeJK��"+$f7;�O1����&�%$&:f'B"+35J�.
'B�����&�&"������&TC*;���+$���$&��TA��7�� I "��+�D� x � Ω U=* �
JK����> *�$&�x�+.- #"+�+$���.&"%$ �&��$���'(�)2�:O=��_PTr.
7��&�&"+��: pz.
'(��>t��7��x,-��$��&7��&' 7;�O1����&�%$&:nF �)157;���&���a�!.92;6zU ��7��&'B"z@+$&������>
J;2;�5JL�������&Tf����$&"+�������&���&�%$&��pz.
'(�l�f1D�9JL�������&Te�O'B�!2���$O.4J�_R�&��1%J�"�T��%$&�&���eFl�O14�
�&,
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α = 5 � β = 1
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Ω = 0.01

ou$&,!2;�&��"������n��$f�&��$&��'(�)2�:&�������].!7��&�&��� p .!'(�5��7����&��J���$g,a7;�O1����&�+$��wFl�O1G�
���4���)2�"�����6\��S&�&"+�]F �)1&>�*!$&�]�&"�J�"+$],a���&�%$&�4�������&'/. ��$D2���*����&'/. �O$5��.42;�a�;��,
2��O=
��.]14�O�&������'B�&�+$�"�T

Φ(t)
U !t���&������'B�&�%$&� ��7�"�JK���
H *;���%$&��$9> �&��7�"kJK"%2;��"�'B_qH ���

FG�&7�'/.42�" 〈ω〉 = limT→∞
1
T

∫ T

0
d Φ(t)

dt
dt
>���$X����$&"+�������&���&�%$&�gp .
'(�X��7����&"kJK"���_A�;�

7����OU80!U |�> SMJ;2;�z7;�O1%2���*���_qHz1D�;�4*�"+����Tf��'B�!2;��$�.DJK_C�����+�;�)2K�
A
U�W�7�"kJK�+$)�O�O2�"�����_P"

7�"%1�.42�:4$)�O$&_Q�;��� 2;�-JK���#�+�&�
JK"%$&"�2�:&�+$���.
6^$g�&Sz@+FGFl"+,�$&"^14�)H!�N�O$�"X��7�"�JK��"+T *;���%$&�O=
$&_ ��_qHN��JK���&�+�������+�;�)2K� 〈

ω
〉 ��7��#��"+,
�O$&�&7���'s�&��$&��'(�)2�:&����'h.
7��&�&��" pz.
'(��UL� $&��$

@�FGFG"�,!$5S&_q2a�&��"�7��&_P"M.&�%$)�����&�O2;"��a�z7;�OS&��$&" � � � ��J;2;����2;.
*;�O�e�+$&�DHN���+$���*�"��+,-�&���
$&7������+"�7;� � 'B��$�$)��U

�B���+.
����,C0
U |�> S?�!2�2�6u�%$&7���7!.&"+$Y,
��,<�;�)2���*���"y���&7��&���?�����
H�7��&����1D� I ���t>d$)�O,
�s7;���%p#��7�"�����"]�&S)2K���+$��s�����
H�7��&����1D� I ���x�z7����+$&��'c��'B�
2���$�.DJK_0'B��J�.42;� I ���tUY*
��$��+.-$&�%$&�&��"G�&�O1%JK"+T��+$��&��� 4

A = 0
6B��7�"kJK���!� *;���%$&��$)�#'B�&����$&�&�����#7;���%$&"%$5�z�+�&��$)=

�&"%$&�+$��&���E�z14��,-�&���&'c��7;�O'B"�7�����U W�7��81D�;�4*�"+�����
A ≥ 1

�;���+7;��FG��,-"#14�O�&�����
=
'B�&�%$&� 〈

ω
〉 ��$

D
���9���O2;��"+$&�Z�r��2K��S&��1D��'B"+$���_PTr��1D�+��S �t��7��

A = 2
�%$)�����&�&�!$&�Z�

*�"%$&,-�C1D��'B"+$����&T i+���O2;�&*�,
�;iO> � JK" 〈

ω
〉 ��"y14����������$C��$

D
U 	#�)2�:&��"�T�pz��T<7��&�+$

��'B�!2;��$�.DJK_
A = 3

��"�JK"%$e,n7;���%p#��7�"+����6[1D�&��_ �����
H�7��&����1D� I ���tU
�G��,?����,!�)1D_P�N�)2;�&��:y��_dp#"�>����&���;�9JK"+����"�*;�O�+$&�O$r���&��7��&�&�43]JK��"+$��Z� ���y,�7���T!=

��"+TC'B"+7�" '(�)2�_P'[*����%2��&'0��S��&"��sFl�O1�U/W��&@+$��&'/.?����7N�
J�. �e14�)H!�N�)$&�&'0��7�"kJK��"+T
*;���%$&��$�_<F�2�.!,!$�.N� I ���a7;�O1����&�+$�� Fl�O1u�%$)�����&�O��$&�Z��'B������'(�)2;:&��_P'B�tU *A�+�&��$&��"+$O=
�+$��&���r�5�&�&"kJK"�����_P'Q����7�"�J�"%2�"+����"�'Q'B�43e���e��,
�O14�)$&:�>t*!$&� �%2�.!*���T���_PTx��7�� I "����
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x(t)

@�FGFG"�,�$����&���n�����
H�7��&����1��&�N���E�5�&��"+pz��"�TE��"�7�����JK��*�"+��,-�&T
���
2��&TtU

� �O����*���$)��"�'R,-�&@+FGFl� I ��"��!$�@�FGFG"�,!$&���&���&TaJK��FlF�.-1D���YX

Deff =
1

2

d

dt

[

〈φ2(t)〉 − 〈φ(t)〉2
]

.
4 0!U { � 6

Deff

��$��&"�*���"+$G14�X,
�4*�"+�+$&��� �+���!H!7��&���!14� I ���YX-*�"�'x'B"���:Op#"P,-�&@�FGFG� I ��"���$ @�FX=
FG"�,�$����&����T<JK��FGF�.-1D���V> $�"�' S��O2�:�pz"x��7���JK�O2;3g��$&"�2�:&�����+$&:Y����$&"+7��N�)2;�&�Y�&7�"%=
'B"����<1D�)H!�N�O$)� Fl�O1&U ��"%1�.42�:4$)�O$�_ *����%2;"�����_qHR�&_P*�����2�"�����TQ��7�"�JK�%$)���O2�"+��_b�;�
7����OU 0!U ��UN�G��,]�&�
JK���G��1M�+7;��FG��,-�&��>N� 7��&�%$&�&' ��'B�!2��!$�.DJK_��&�O1%JK"+T��+$��&���f14���&�����!=
'B�&�%$&�

Deff

��$X����$&"+�����������&�+$��5pz.
'(�u�&�+" S&�)2�"�" *�"+$�,-�^JK"�'B�&���+$&7���7�.
6^$G�;�92���*���"
'B������'/.!'(�!U/���O2���*�"��+$��&"�����_P"�1D�;�4*�"+�����

Deff

�y�&S)2K���+$��?�����!H!7��&����1D� I ��� �+�&�!=
JK"%$&"%2;:&�+$���.
6^$n�f$��&'P>K*�$&�g@�FGFG"�,�$g14�)H!�N�O$)�g*;���+$���$&_\�wFl�O1D_ ��'B"�"+$�'B"��+$��e�;�
�&7�"+'B"��;�9HV>N��7�"��&_dp#��6^ z�!Hf��"+7�����J ����"+pz��"�Tf���!2;_YS&�O2;"�"P*�"+'E�

103 7��O1&U � ��,���'
�&S&7��O1D�&'P>��;�)2���*���"P�&_P��.-35JK"������&Tg@+FGFl"+,�$&���&���&Tf�����
H�7��&����1D� I ���f�;���&�����&�&���&'
$&����"l.��+$)�����&�O2�"+���]J;2��wS����+$)��S��!2�:&�������f�&� I �
2�2;��$��&7;��U+� $���$e@+FGFl"+,�$g��7��4���O2��!=
"+$��Z�<� 14�9H��&�O$&"y�+7�"�J���"�T<*;���%$&��$�_ ��"�7�"+,!2�6u*�"�����T<�&��"+p#����' ����7�'B�&����*�"��+,���'
�������;�)2;�&' � 'B������'B��1D� I ���a,-�&@+FlFG� I ��"���$)� JK��FlF�.-1D���tU?*d�O3g��� ��$&'B"%$&��$�:�>;*�$&�
JK�&S&���O2�"+����" pz.
'(�l�l�����+$&"+'/.f��7����&��JK�!$z,].
���&7N�
JK��*����N������6Q"+" F �)1D�&�&��T5JK���;�)=
'B��,�� X�.
�&"�2���*�"+����" ����$�"����+���&�����+$&� p .!'(�w�&_d1D_P�N�O"+$y.
'B"���:�p#"+����"fJK��FlF�.-1D���
7;�O1����&�%$&�hFl�O1�U
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� ��� � "%�&% "(')' *#8:/&, 2 * 8 $"D&�&* B 2@'=* $%"(,.-0/ " $7132�4 $"'68K-%$75#5 �3-02
� H $78K832

� �O����'B�O$&7���' 7�"+1+.92;:9$)�)$&_ @�,-����"�7���'B"+��$)�)2�:����&���Y������2�"�JK���N�������Q���
J;. I ��7��O=
�N�������&T p .
'B�&'y�����!H!7��&����1D� I ���5�M�+$��DH-���%$&��*�"+��,-�&'r$&7�������"+7�" � 'B�!$�$)�X����JzJ�"�T!=
�+$��&��"+' ��2K��S&�&�+� ��"�7�����JK��*�"+��,-�&���C�������;�)2���U � 7����+"�"+7 � 'B��$�$)� ��7�"kJK�+$)���)2;��"%$
����S&�&T JK���+$)�O$��&*����R��7��&�+$��&"?@%2;"�,�$�7��&������" .&�%$&7��&T��+$&��� �x14�9JK������_P'`����7��&����'
��7���SN�O$�_P�N�������

K
U �B�%2�� �������;�)2C��7�"��&_dp#��"+$E���&7��&���&���&"g1��;�4*�"�����"

x(t) > K
>

$&7������+"�7a��"�7�"%HN��JK�!$]� �+�&�+$��9������"
x(t) ≡ 1

U
W�7��
x(t) 6 −K >
$�7������+"�7 ��"+7�"�,
2�6M=*;��"%$&�Z�]�X�+�&�+$��4������"

x(t) ≡ −1
U � ��,���'y��S&7;�O1��&'P>O���DJ5J�"�T��%$&�&��"+'E����"+pz��"��+�Gp .N=

'B�&�&�����z�+�������)2K��>!'B�����&��"�����_P"^1D�;�4*�"+����� ,-��$��&7��&�+�#S�.DJ�.-$5�%2�.!*���T���_P' �&S&7��O1D�&'
��7�"+�&_dp5�)$&:l���G'B�DJ;.92;6����&7����P��7;��S&�O$&_P�N�O�����t>������+�;�)2g�;���&_qHN��JK"d$�7����+��"�7�� S�.N=
JK"%$G��7�"�J��+$)���O2���$&:l����S&�&T#��2;.
*;��T���_PT5$�"%2�"+��7;��FG��_PTf��7�� I "��+��>&��7�"�JK�%$)���O2�"+����_PT
�;�57����OU�0!U {&> S�U��h�O$�"�'(�O$���*�"+��,�.
60'B�DJ�"%2�:zJK������'B��,�� $&7������+"�7;�f����J JK"�T��%$&�&��"�'
pz.
'(�]�a����7�'B�&����*�"��+,
�����f�����+�;�)2K�]'B�43e���5��7�"�JK�%$)���&��$�:e��2�"�J�.
6M #��'���S&7;�O1��&' X

x(t) = sgn[Kx(t) −Dξ(t) − A sin(Ωt)],
430!U {&{[6

� JK"
K
� ����7��&�z�+7;��SN�)$&_P�N�������w$�7����+��"�7���>

D
�a����$�"����+���&�����+$&: p .!'(�

ξ(t)
>
A
�

Ω
� ��'B�!2;��$�.DJL�]�w*����+$���$)�g����"+pz��"�Tw����7�'B�&����*�"��+,
��Ty���!2;_�U
��"%1�.42�:4$)�O$�_ @�,-�+��"�7���'B"���$)�)2;:&��_qHE��1D'B"+7�"�����Tr�y*�����2�"�����_P"57;����*�"+$&_0��7�"�J;=

��"+T?*;���%$&��$�_ ��"�7�"+,!2�6u*�"�����T �n$&7����+��"+7�" � 'B��$O$)�r��7����&"kJK"���_ �w7;��S&��$�"	� � � � U
jG�l$�7������+"�7 � 'B�!$�$)�#�u���&7��&�+�&'?��7���SN�O$�_P�N�������

∆U = 150
' *C����JL���N�92��Z�gp .N=

'B�&�&��TY�������;�)2R�h*;���%$&��$��&TR��7�"+14�
fc = 100

,?� I �Y��"�7����DJ���*�"��+,���T<�������;�)2R�
*;���%$&��$��&T

f0 = 100
� I U

W����&_qH&�DJ����&'/.s�+�����;�92;.&>t��7�"�JK�%$)���O2;��6^ z"�'/.r����S&�&Ty$&"�2�"��+7;��FG��_PTx��7�� I "����
� � I ��Fl7��&�&_P�N��"+'B�&'/.f�#,-�&'B��:&6M$&"+7�"�>;��1�'B"�7N�!2�����:5�+7�"�JK�!��� *;�O�+$&�O$)�]��"�7�"+,!2�6M=
*�"+����T 〈

f
〉

= limM→∞
1

M

∑M
k=1

π

tk+1 − tk

U ��"%1�.42�:4$)�O$�_ ��1�'B"�7�"+����Ty���&,
�O14����_
�;�57����OUN0!U 0!> �!U;W�7��w��2K��S&��'A�+�����;�92�"�14���&������'B�&�%$&:f��7�"kJK��"+Th*;���%$&��$�_\��$]����$�"��!=
�����&���&�%$&�Yp .!'(�r�%2;"�J�.�"+$?1D��,-�&��. �^7�7�"�����.&����> @+,-�����&��"�� I ���)2�:&��� �&��1D7����+$)�O�C�
7��&�%$&�&' ����$�"����+���&���&�%$&�Yp .
'(��U � .
�&"�2���*�"+����"+' ��'B�!2��!$�.DJK_ �+�����;�92K�x@%$)�r1D�)=
�&���+��'B�&�%$&:]�+$)�����&�&��$��Z�a,!�4*�"+�+$��&"������f�����&TYX!���4���O2;��"+$��Z� �&SO2K�O�+$&:#1��;�4*�"�����Ta���!=
$&"+�������&���&�%$&�Yp .!'(�!>B�x,-��$��&7��&T �+7�"�JK�!���C*;���%$&��$)�x��7;��,�$���*�"+��,��A��" 'B"�����"+$��Z�
�e7��&�+$��&'cpz.
'(�h�E�h��7�"�JK"�2K�)HE���&�+7�"+pz���&�+$�� @�,-����"+7���'B"+��$)�s�&�+$)��"%$&�Z� 7;�O�&���&T
*;���%$&��$�"G�����+�;�)2K��U�jG��SO2�6 JL�O"+$&�Z�n@+FlFG"+,�$514�)H!�N�)$)�#��7�"kJK��"�Tn*;���%$&��$�_Q��"�7�"+,!2�6M=
*�"+����TtU
W��&��$��&7N���f��1D'B"+7�"��������+7�"�JK��"�T�*;�O�+$&�O$&_AJ;2;�f7;�)1D��_qHf1D���9*�"�����T���'B�!2���$O.DJK_

��*;�O�+$&�O$&_ �����+�;�)2K�!> 'B�43g��� ���)2;.
*���$&: ��SO2K���%$&���+���!H!7��&���!14� I ���R�;�E�!2;�&��,-�O=
�+$��Q����7;��'B"%$&7��&��	 ����$&"+�����������&�+$�:Ap .!'(� �Y��'B�
2���$�.DJL� �������;�)2�� �k>d� ,-��$��&7�_qH
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��7�"�JK���!�n*;���+$���$)�]7;���&�;�#*����+$���$&"l�����+�;�)2K�!U�oXSO2K���%$&�n�����!H!7�������14� I ���t>��;�����&'B�!=
�;��6M #��"w��1D_P,�� �u7����O2�:)JL�!> ���&,
�O14����_ ���E7����OU 0
U $�U �G��,A�&�
JK���E��1y7����+.
��,
��>
�+.- z"��+$���.&"%$f���&7��&�+�&�&�&"d1��;�4*�"�����"X��'B�
2���$�.DJK_R�+�������)2K�

Ath
>N�;�4*����;�)�g� ,-��$��&7��O=

���e�;��SO2�6 JK��"+$��Z�r@�FGFG"�,�$ 1D�)H!�N�O$)�e�+7�"�JK��"�Tr*;���%$&��$�_�U W�7��nJK�&�%$&��3#"������r����7��O=
���G��"�7����DJ���*�"��+,���T �+�����;�92��;�4*����;��"+$z@�FGFG"�,�$����&���l.
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JK������'B��,-�&Tx��"�7�"�HN��JK�&��U � 7��&�+$��&'Q*����+$���$&_ �+�������)2K� @�FGFG"�,�$a�+���!H!7��&����14� I ���
.NH
.4J;p5��"%$&�Z�YXN���O= ��"+7��&_qHL>)�+.-3]��6M$&�Z�]�&SO2����+$��#�����
H�7��&����1D� I ���t>��&�O= �O$&�&7�_qHL>9.
�&"%=
2���*����N��6M$&�Z�w���&7��&�+�&�&_P"G1D�;�4*�"+�����w��'B�!2;��$�.DJK_\�+�����;�92K� 4 ��'PU;7�����UN0!U $86%U
jG� 7����OU 0!U v ���&,
�O1D���;�?�!2;��$&�����+$&: �&"+7��4��$����&�+$��Q��7�"�'B"+�R��7�"�S�_P�N�������

p(t)$&7������+"�7;�r�y��JK���&'[��1�'B"+$)���%$)��S&�!2�:���_qHC���&�%$&�4������T ��7�� 7;�O1%2���*���_qH .
7��&�&���
H
pz.
'(��UtWG7��y�%2K�OS&�&'Rpz.
'B"�4

VN = 35
' * 6

p(t)
����JK"+7-3g��$a��"+��,-�O2�:�,
�a����,
�����;�

�&7�"+'B"��;�9HV>�,�7;�)$&��_qHE���O2;�&�&����"f��"+7�����JL�w�+�������)2K��U *0��SO2K���%$&� �+���!H!7��&����14� I ���
4
VN = 70

' * 6��+7�"�J���"�"���7�"�'/�x�;�)H&�43]JK"+�����x$&7�������"+7;�y�n�DJ����&' ��1g�����+$&�4������T
�����&�;�9JL�O"+$5�^���O2��&�������&T���"�7�����JL�#�e�!2���$����&�+$�:]�&"�7��4�!$&���&�%$&�a�&7�"+'B"������)HN�435JK"%=
�����C�+�DJ�"�7N3e�!$x��7�,-�E��_P7;�O35"+����_PTC����, ��7��

t = T0/2
U/WG7��CS��O2�:�pz�&'0p .
'B"

4
VN = 115

' * 6�>��&��"��&SO2K�O�+$&� �+���!H!7��&����14� I ���t>B��7�"�JK��"+" �&7�"+'/�t> ��"��&SDHN��JK��'B�&"
J;2;� ��"�7�"�,!2�6^*�"������t>�'B���&���h'B"���:�pz"e���)2��&�&����_ ��"�7����DJK��U@!t�a��"+7�����JA�����%$&"+'(�
.&�+��"��&��"+$a'B�������&,�7��O$&��� ��"�7�"+,!2�6u*���$&:&�Z�x��1z��JK���&�+�����&�%$&�4�������s�]J�7�.
���&"#�h���O=
���)2;��"%$&�Z�a����,V>����&�O$&�&"%$&�+$���.
6^ z��Th'(�)2;_P'C��7�"�'B"+�;��' ��"�7�"�,!2�6^*�"�����TtUKW���,t>��+�O=
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��$��&"+$��+$&�O.!6M #��TC���O2;�&�&����"f��"+7�����JL�w�+�������)2K��>�7;�O1�'B_P�N��"%$&�Z� �x,-�&��"+7�"���$����&�%$&:
�&_qH&�DJ����&���g�����+�;�)2K�]7;�O1�7�.-p5��"%$&�Z�VU
W�7��&�&"kJK"�'n��7����&��"+����"(���O2;.
*�"+����_qHl@+,
�+��"�7���'B"���$)�92�:&��_qHz7�"+1+.42�:4$)�O$&�&�^��JL���!=

��_P'B� *����%2;"����������X'B��JK"�2���7��&�&�������VU � @+$��&T I "�2�:&6C�&�&�+���O2�:�1+.&"+'B�Z�z.
7;���&��"�����"+'
'B��JK"%2;� 4 0!U {�{[6%>
14�9JL�O�f��2�"�J;.!6M #��"l1D�;�4*�"+�����n�;��7���'B"+$�7��&�/X

K = 0.2
>
ξ(t)

�&_PS&"�=
7�"+' �z�&�
J�"u@�,-�+���&��"+� I �;�)2;:&���5,-�&7�7�"�2���7����N�����������zp .!'(� �u�&7�"+'B"���"+' ,-�&7�7�"�2;�!=
I ��� τc = 10−2 �����!$&"��������&���&�+$�:&6 D

>!�&������_P�N�O"�'B_PTa��7�� I "����+�&'AoX7���pz$�"�T������
\/2�"+��S&"�,
��U

��"%1�.42�:4$)�O$�_c7;���+*�"+$��&�5��7�"�JK��"+T *;���%$&��$�_Q,
��,gFG.
��, I ��� ����$�"����+���&�����+$&�apz.N=
'(��>B��7��&�&"�J�"�����_qHA���r.
7;���&��"�����6 430!U {&{[6�>/���&,
�O1D����_ ���x7�����U 0!U 0!> Sr� JK"+'B�&�!=
�+$�7���7�.
6M$5���&�&"kJK"�����"�>-�
JK"+��$&��*����&"M��1D'B"+7�"������&'/.f�G@�,-����"+7���'B"+��$&" 4 7����OU10!U 0
> �86�U
jG�w7�����U=0
U � > �w���&,
�O14�����h@��&�)2�6 I �!�?'B�����&�&"������&T?7;�)1D���&�%$&� Fl�O1 φ $�7������+"�7;�y��OH&�DJ����&���C�������;�)2��?J;2��<�%2;.
*;�O�

A = 0.1
UPW�7��<�&��$���'(�)2�:&���&' .
7��&����"spz.
'(�

4
D = 0.06

6 7;�)1D���&�%$&:]Fl�O1X���+$)��"%$&�Z�w���&�+$��4��������Tn�#$�"�*�"+����"G�&7�"+'B"����a�;�OSO2�6 JK"�=
�����VU%*q��"(�&S)2K���+$��G�����!H!7�������14� I ���,4 D = 0.04

>
D = 0.08

6K��,
�4*�,��lF �)1D_x���&7;�)1%JK�
S&�O2;"�"G*;���%$&_P"�>K*�$��e��7����&��JK��$g,wS&_P�%$&7���TaJK��FGF�.-1D���wFl�O1D_Q�t>;�%2�"kJK�&�N�)$&"%2;:&����>
,n��$&�%.
$��+$��&��6 �+���!H!7��&���!14� I ���tU
* �%2;.
*;�O"n'(�92��&T ��'B�!2;��$�.DJK_ �+�������)2K� 4

A ≤ Ath

6 ���)2�"�����"�14�)H!�N�O$)�r��7�"�J;=
��"+T *����+$���$&_ ��$&�%.
$��+$���.&"%$9U ��"%1�.42�:4$)�O$�_ 7;����*�"+$)� 'B�����&��"�������T 7��O1D�����+$&�<Fl�O1
�����
JK"+$�"%2�:��+$&�O.!6M$y$)��,�3#"5�&S ��$&�%.-$&�+$��&���?Fl�O1��&�&�&Ts�+���!H!7��&����14� I ���YX��;��SO2;6 JL�)=
"+$��Z�?1D���9*���$&"�2�:&�;�O� J���FGFG.-1����?Fl�O1�_ �?�&7�"+'B"����;�)�?7�"��)2���1D� I ��� 'B�+���&�&"+�����&T
7;�O1����&�%$&�hFl�O1l��7�"�JK�%$)���O2;��"+$��+�&S&�&Tn��7���'B"�7n�%2;.
*;��T����&���gSO2;.-35JL������� � { ~h~ � U
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��"%1�.42�:4$)�O$�_ 7;���+*�"+$)�y,-�&@+FGFl� I ��"��!$)�hJ���FGFG.-1����?7;�O1����&�%$&� Fl�O1����&,
�O14����_
�;�z7�����UP0!U � > S�U !t�O�&������'B�&�+$�:

Deff(D)
H-��7;�O,�$&"+7���1�.�"+$��Z�y'B������'/.!'B��'P>!*�$��z���)2;�!=

"+$��Z�h��2�"�J��+$&����"�'R@+FlFG"+,�$)�g�%$&�DH-���%$&��*�"���,-�&Tr�+���!H!7��&���!14� I ���tU
W��O2;.
*�"+����_P"eJL������_P" ���&�
J�"+$&"�2�:&�%$&��.
6^$ �y$&�&'P>�*�$&�r�&��"+p#����T ��"�7����DJ���*�"%=

��,���Ts�����+�;�)2yJK���+$)�O$��&*����&Tr�O'B�!2���$O.4J�_ �+���!H!7��&���!1D��7�.�"+$n�+$��DH-���%$&��*�"+��,�.
6 JK�!=
�;��'B��,�.#��"+7�"%H&��JK�&��U � $������O2�"+����"P�+�&��7��&���935JL��"%$&�Z�51D�)H!�N�O$&��'x'B�+���&�&"+�����&T]7;�)1+=
���&�%$&�wF �)1 �a�+7�"�JK��"�Ty*;�O�+$&�O$&_�U

� ��� � "%�&% "(')' $ ��132 $0H�"02@'6* 8 /&, 29*#8 $7D&�&* B 2@'
* $ "",.-7/ "%$71 2�4%$"' I"-0/�4&�&*#* /�� I%�3-&� B ? � D&�#" $�� �
, 29/�8 $"D&�&* B $", * $0* 8 �&HJ2�,

�G��,rS&_q2��a��$�'B"�*�"+���h�&� ���&"�JK"+�����t>��&��7�"�JK"�2�"�����_PT ,!2������#H-�O��$&��*�"���,��!HE���!=
�+$�"�'R�]7�"%1�.42�:4$)�O$&"z,�7���1����D�f7�"D�)2;��1�.�"+$ 7�"%3e��'Y��"+��"�7����DJ���*�"��+,��!Hh��"�7�"�,!2�6^*�"%=
����T5'B"%3]J;. ��_ JK"%2�"+����_P'B�]����JK'B���435"+�+$��N��'B�zH-�O��$&��*�"���,-�&�+�z�)$�$&7���,�$&��7;��UA*E���!=
2;.h��"%2�����"�T����&�+$�� �����+$&"+'B_ *;���%$&��$)� @%$&�!Hr��"�7�"+,!2�6u*�"�����TE,-�&��$&7��O2���7�.�"+$��Z�?��"
�&��"%p#����'[p .
'B�&'P>/�a.!��7;���O2;��6^ z��'[�;��7;��'B"%$&7���'PU �G��,?���&,
�O14�)2;�?������2�"�J��&�N�)=
�����V>;�f$)�O,��!Hn�����+$&"+'(�)Hw�&��1�'B�93g���57�"��)2���1��&�N�O$�:e7�"%3e��'AFl�O1��&�&�&Ta�+$��DH-���%$&��*�"�=
��,-�&Tg�����
H�7��&����1D� I ���tU 	l2;�]�!2�2;6u�+$�7;� I ����7;���+��'B��$�7���'?�&��"+p#��6u6 �g��1D����'B��.
6
�����!H!7��&����1D� I ���n��7�� I "��+���&�5��"+7�"�,
2�6u*�"+����Tn�#7N�
JK"u�����%$&"�'C�MJK"%$&"+7�'B������7��&�N���!=
���&T H-�O��$&��*�"���,-�&TaJK���;��'B��,
��T7� �82�>k{ ~ |&� U
� ����)x���t�*�&
��
��������
��-	���
�� � oXS&7;�O$���'B�Z�n,w�O$&�&S&7��O35"�����6

xn+1 = (axn − x3
n) exp(−x2

n/b) + A sin(Ωn)
430
U { ~ 6

�z7�"+3g��'B"^��"�7�"+'B"+3]��"+'B�&�+$��xi�H-�O�&� � H-�����Ni+��7��
a > a∗ = 2.839 . . .

�������+'B��$&7���'
JK������'B��,�.w�����%$&"+'B_ �g��$&�%.
$��+$��&��"5�&��"%p#��"+����p .!'(�5J;2;�nJ��&�+$)�O$��&*���� S��O2�:�pz�!H
1D���9*�"�����T���'B�!2���$O.DJK_ �&��"%p#��"+TY�+�!2�_

A
U(WG7��C@%$&�&' ��7�� I "+���n��"�7�"�,!2�6^*�"�����T

��7���� I �������)2�:&���x��"�2�����"+"��t>("��+�r�+$)�O$����+$���,
� S�.DJK"+$x�%.
 z"��%$&�&"+����� 1D���&���+"+$&:x��$
�;��7���'B"+$�7;�

a
U �������)2�:�1�.O�e'B"%$&��JeJ���.NHf���&�%$&�4������Tt>!��_P*����%2;��'?@����O2�6 I ��6Q�
2���$O=

���&�%$&�s�&7�"�'B"��h��7�"�S�_P�N�������
p(τ)

�e��$�JK"�2�:&���e��1��!$&�&Ty����$&"+� I �;�)2;:&���&Ty��'B" ��7��
�N��7��;� I ���e�;��7;��'B"%$&7;� a

U ��"+1+.92;:9$)�)$&_c��7�"�JK�%$)���O2�"+��_c��� 7����OU/0
U 2l�e,
�4*�"��%$&�&"+�!=
���a���&�O$&�&7N��6M$aJK������_P"O> ���O2;.
*�"+����_P"]J�2;�s$&7�������"+7;� � 'B��$�$)�Z4 7����OU]0!U vL6%UtW�7��
�&��$���'(�)2�:����&'R1D�;�4*�"+�����

a = 8.34
7;�O����7�"kJK"%2;"�����"]��'B"+"+$n"�J������+$��&"�����_PTE���D.��%=

�����&S&7;�O1���_PT ����, �]'(��,-����'/.!'B��' ��7��
τ = 0.5

> *�$��h�+�&��$&��"+$&�%$&��.�"+$r7;�O�&"����%$&��.
��7�"�JK��"+T]*;���+$���$&_C��"+7�"�,!2;6u*�"+����T]'B"+35J�.�H-���O$&��*�"+��,���'B�g�)$�$&7���,�$&��7;��'B�]*;���%$&�O=
$&"l�&��"%p#��"+Th�+�!2�_�U
�qFGFG"�,�$ 1D�)H!�N�O$)� ��7�"kJK��"+TQ*;�O�+$&�O$&_b��"�7�"+,!2�6u*�"�����T �&��"%p#����' �����+�;�)2���'

J;2;� 7��O1+2���*���_qH 1��;�4*�"�����T �;�O7;��'B"+$�7;�
A

�!2�2�6^�+$�7���7�.�"+$C7����OU
0!U { � > �!U �
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7��&�%$&�&'Q��'B�!2;��$�.DJK_0�����+�;�)2K������1%JK"+T��+$��&���s��SO2K���%$&: �����!H!7��&����1D� I ���r.
�&"%2;��*��!=
�N��"%$&�Z�V>P,!�O,R�R�%2�"kJK�&�N�)2;� �93g�
JL�)$&:�U ��1r7�����U 0!U { � > S ���
JK����> *�$&� JL�O���;�O�Y�&SO=
2K���%$&:w��7�"�J��+$)���O2���"+$h���&S��&Ts$&������*���.
6 1��&��.s�+���!H!7��&���!14� I ���t>�,
��,r�x�a�%2;.
*;��"
$&7������+"�7;� � 'B��$O$)�74 7�����UW0!U 0L6%UL�l�O,s�&�
JK��� �!157����OU(0!U { � > S�>L��'B"�"+$a'B"+�+$��n���&7��&�
�����!H!7��&����1D� I ���VU#� ��,���' �&S&7��O1D�&'P>�@�FGFG"�,�$f�&��"%p#��"+Tw�+���!H!7��&����14� I ���h*;�O�+$&�O$&_
��"+7�"�,!2;6u*�"+����T �eJK"+$�"�7�'B������7��&�&�������&TxH-����$���*�"+��,-�&T �����+$&"+'B"g.
�&"+7�"������h7�"+���!=
�+$�7���7�.�"+$��Z��� �&,
�O1�_P�N��"+$��Z�C,!�4*�"+�+$��&"������ @�,��&���N�)2;"���$���_P' @+FlFG"+,�$�. ���
J�. I �!=
7��&�&�������&Tapz.
'B�&'A�+$��4HN���+$���*�"+��,-�&Tr�����
H�7��&����1D� I ���tU
�qFGFG"�,�$g14�)H!�N�O$)�g��7�"kJK��"�Ts*����+$���$&_[��"+7�"�,!2;6u*�"+����Ts���O2���"+$��Z�h.
������"�7����)2�:O=

��_P' ����7��9���O2;��"+$]��"+S4���zpz��7��&,-�&' ,!2K�O����"^J����;��'B��*�"���,��!H �+���+$�"�'C�X7�"+3g��'B�&'
��"+7�"�'B"%3]��"�'B���+$&�VU����+�%2�"kJ�.&"+'?�G,!�4*�"+�+$��&" ��7���'B"+7;�l��"%2�����"�T���.
6 �����%$&"+'/. ��.&��>
7�"��)2���1+.!6M z.
6[7�"+3g��'EJK���;��'B��*�"+��,-�&Ta��"+7�"�'B"%3]��"�'B���+$&� � { ~ �L� U �G"+��: �X.N�#�����!=
��_P�&��"+$��Z�y�����+$&"+'B�&Tw.
7;�O�&��"�����TYX
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ẋ = α[y − h(x)],

ẏ = x− y + z,
430
U {4|A6

ż = −βy + F (t),

� JK"
h(x) = m1x+0.5(m0−m1)(|x+1|−|x−1|) �X,!.&����*����O= 2�����"+T��;�O�GH-��7���,�$&"+7��!=�+$���,
�n�+���+$�"�'B_�> �;�O7;��'B"+$�7�_ ,-��$��&7��&TrFG��,-����7��&�N����_VX

m0 = −1/7, m1 = 2/7
�

F (t) = A cos (Ωt)
� ����"+pz�����n��"+7�����JK��*�"+��,
�O�h���!2K�!U

�G��,s���&,
�O1D�����a�a7;��S&�O$&"�� { ~f� � >V��7�� I "��+�]��"�7�"+,!2�6^*�"�����T ��H-���O$&��*�"+��,-�&TES&�!=
�+$)�OS&�!2�:&���&T<�����%$&"�'B" 4 0!U {D|86f'B�435"%$ S&_d$&: ���-J�. I ��7��&�&����pz.
'B�&' 2���S&� ��'B"+$�:
*����%$&�yJK���;�O'B��*�"��+,�.
6b��7���7���J�.&U(W�7���'B"�����' 'B"+$��DJCJK��.NH �+�&�+$��4������TVU !t��FG��,!=
����7�.&"+' 1D�;�4*�"+����"h����7;��'B"%$&7;�

β = 14.286
U 	z���;�O'B��,
�x�+���+$�"�'B_ 430!U {4|86zSO.4J�"+$

14�O�&����"%$&:s��$y�&"%2���*�����_ �;��7���'B"+$�7;�
α
>��w$)��,!35"���$y��'B�!2���$O.DJK_

A
�?*����+$���$&_

Ω
����"+pz��"��+�e�������;�)2���U *<��$&�%.
$��+$��&��"#�&�O1%JK"+T��+$��&���

(A = 0)
7�"+3g��'C��"�7�"+'B"+3]�9=

"�'B���+$&�Y7�"D�)2;��1�.�"+$&�Z�<�x�����+$&"+'B":430
U {4|A65��7��
α ≈ 8.8

U�	l2;�
α > 8.8

��7�"�JK���!�
*;���%$&��$)�a��"+7�"�,!2;6u*�"+����T 4 ���;�)2;�&�#*;���%$&��$�_ ��7;��'B"+7��D�A6^'B�&����$��&����� ����1D7;�O�+$)��"%$
��.
�&"%2;��*�"�����"�'

α
U *q_PS�"�7�"+' 1D���9*�"�����"w��'B�!2;��$�.DJK_

A = 0.1
> ,-�&� JK�x7�"���, I �!�

�����+$&"+'B_\�;�]�&��"+pz��"�"l�&��1�JK"�T��+$&����" ��7���� I �����;�)2�:����e��"�2�����"+T��;��U
jG�n7�����U 0!U {&{g��7�"�JK�%$)���O2�"+��_ 7�"+1+.42�:4$)�O$&_ 7;���+*�"+$)�h�
2���$&���&�+$�� 7;������7�"�JK"�2�"%=

�������&7�"�'B"+�a�&��1D��7;�O$)�
p(τ)

J�2;� 7;�O1%2���*���_qH 1D�;�4*�"+����Tn�;��7;�O'B"+$&7��
α
� { ~ 0.� U�jG�)=

SO2�6 JK��"+$��Z�Y.DJK���&�!$&"%2;:&���&"n� HN��JK�%$&�&�E��JK������_P'B�t>(��7����&"�J�"�����_P'B�A�;�r7�����U
0
U v
J;2;�g$&7�������"+7;� � 'B��$O$)�]�g�;�z7�����UP0!U 2!U!W�7��e�&��7�"kJK"%2�"+�����&' 1��;�4*�"������ �;��7;��'B"%$O=
7;�

α = 8.8325
7;�O����7�"kJK"%2;"�����"

p(τ)
��'B"�"%$w��7;��,�$���*�"��+,��x"�JK�����+$&��"�����_PTE���D.&�%=
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p (τ)  α = 8.8,     Ω  = 0.03     

τ

τ

(τ) p α = 8.8175,  Ω = 0.045 

τ

(τ) p α  = 8.822, Ω = 0.05       
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T = 2π/Ω

�����&S&7;�O1���_PTn����,n�l'(�O,
�+��'/.
'B�&'Y��SO2���1��
τ = 1

>�*�$&�f������$&�&"%$&�%$&��.�"+$a7;����"����%$&��.
��7�"�JK��"+Th*;�O�+$&�O$&_ ��"+7�"�,
2�6u*�"+����Ty�a*;�O�+$&�O$&_ �&��"+p#��"�Th�+�!2�_�U ��"������+$&7���7�.&"%$&�Z�
@�FGFG"�,!$ �&_P��.-35JK"������&Ts�����
H�7��&����1D� I ���t>L��7������O2;��6^ #��T��Z�s�g1D�)H!�N�O$�"#��7�"kJK��"+T
*;���%$&��$�_\��"�7�"�,!2�6^*�"�����Ty��"+7�����JK��*�"+��,���'R�����+�;�)2��&'PU
jG�s7�����U
0
U { ~ ��7�"�JK�%$)���O2�"+��_ �&SO2K���%$&�C�����
H�7��&����1D� I ���t> ���O2�.!*�"�����_P"w�r7�"%=

1�.42�:4$)�O$�"?FG��1D��*�"��+,
������@+,
�+��"�7���'B"���$)�!>X,-��$&�&7�_P" ,
�4*�"��%$&�&"+����� �;�����&'B���;��6^$
i%�!1D_P,�� �u7����O2�:)JK�;iO>V,
��,s�s� ��2;.
*;��"#$�7������+"�7;� � 'B��$O$)�74 7����OU(0!U $86%UVou$D2���*����
�����+$&�4�!$ 2���pz: �G$&��'P>N*�$&�l� 7��&�+$��&'?*;�O�+$&�O$&_��+�����;�92K�l.
7��&��"���:l���&7������l�+���!H!7��O=
����1D� I ���r1%J�"���:n��7;�O,�$&��*�"���,�� ��"]��1�'B"�����"+$&�Z�V>�� pz��7������n�&S)2K���+$�"�Tr�����!H!7��&���!=
14� I ���e.
�&"�2���*����&��"+$��Z�tU � $�� ��$D2���*��!���&S�.��%2����O2�"���_ ��"%2�����"�T���_P'B�a�+�&�&T��%$&�N��'B�
���+�%2�"kJ�.&"+'B�&Ts�����%$&"+'B_ 4 0!U {4|86q�h��" ,
������6^$��Z�y�D�O'B�&Tw�%.- #���&�%$&�s�;�OSO2�6 JL��"+'B�&���
@�FGFG"�,!$)��UY'q�)2�"�"XJK"+$)�92�:&��_P"57;�O��*�"%$&_[���&�-JK"+$�"%2�:&�%$&��.
6M$w�]$&��'P>L*�$���@�FGFG"�,!$�.
�����!H!7��&����1D� I ���E��7�"kJK��"+TE*;�O�+$&�O$&_ ��"+7�"�,
2�6u*�"+����TE� �����%$&"�'(�9H�430!U { ~ 6^� 4 0!U {4|86
��$��&"�*;�O"+$f@�FGFG"�,�$]Fl�O1��&�&�&T �+���!H!7��&����14� I ���t>;���O2;���&�+$�:&6\@�,��&���N�)2;"���$���_PTh7;�O�%=
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Ω

��'B�O$&7�"+����_P'���2;.
*;�O��' $&7������+"�7;� � 'B��$O$)�g� ��"+7�"�JK"+'B��FG��7��&�&�������&�+�g��� I �!2�2;�!=
$&��7;��U
� �-	�
�,���	!� �&
��
��������

�-	���
�� � *0,
�4*�"��%$&�&"e��7���'B"+7;�n�O14����'B���&TE�+���!H!7��&����14�)=
I ��� ��7�� I "+�������5��"�7�"+,!2�6^*�"�����Tn7������+'B��$&7���' JK���;��'B��,�.g�����+$&"+'B_RJ���.NH��+����1D���!=
��_qHn'B��JK"�2�"�T � ��7�"�� I ��� { ~ $&� X

ẋ1 = σ(y1 − x− 1) + γ(x2 − x1),

ẏ1 = r1x1 − x1z1 − y1,

ż1 = x1y1 − z1b,
4 0!U { � 6

ẋ2 = σ(y2 − x2) + γ(x1 − x2),

ẏ2 = r2x− 2 − x2z2 − y2,

ż2 = x2y2 − z2b.

*q_PS&"+7�"�' 1��;�4*�"������ �;��7���'B"+$�7��&�
σ = 10

>
r1 = 28.8

>
r2 = 28

>
b = 8/3

> ���&�O$O=
�&"%$&�+$���.
6^ z��" ��2;.
*;��6 >!,-�&� JL�#� ,
�O3]J��&T���1u����JK�����%$&"+'A�%.
 z"��%$&��.�"+$e�O$�$�7;��,�$��&7
�l�&7�"+� I �	� { ~ v.� U+� $&��$ �O$�$�7;��,�$��&7r�e�;��7 I �;�)2�:����&Ty�+���+$�"�'B"5'B�43e���g7;�O����'(�)$&7��!=
�N�O$�:s,
��, �&S&�&SO #"�����_PT S&���%$)��S&�!2�:���_PT �&� I �
2�2;��$��&7t>/�h,
�O$&�&7���'0��'B"�"+$r'B"+�+$��
��"+7�"��%.92���7���_PTA��7�� I "����a��"+7�"�,
2�6u*�"+����T��+�s��7�"kJK��"+TY*;���%$&��$��&Tt>B,-�&��$�7��O2���7�.&"�=
'B�&TC.!��7;���O2;��6^ z��' �;��7;��'B"%$&7���'

r
� { ~f� � U *q��"�JK"+����"y�+����1��

(γ > 0)
J��O2;3g���

�&_d1�_P�N�O$&: ��1�'B"���"+�����R�+7�"�J����!HR*����+$���$ ��"�7�"�,!2�6^*�"�����TQ� ,!�)3]JK��TY��1s���DJ����!=
�+$�"�'��n��7����&��JK��$&:g,a@�FGFG"�,�$O.w�O14����'B���&Tw�+���!H!7��&����14� I ���tU
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σ = 10 � r1 =
28.8 � r2 = 28 � b = 8/3

�G��,]���&,
�O1D�)2��f7;����*�"+$&_�>-��7��&�&"�J�"�����_P"^�G��7���SO2;��35"������5J����;��'B��,��]JK��.NH]�+�O=
�+$��4������TV>/��7�� 1��;�4*�"������!H ,-�&@�FGFG� I ��"+��$)�s�����!1D� γ > 5

��7�"kJK����" *����+$���$&_ ��"�=
7�"+,!2�6u*�"�����T 〈

f1

〉 � 〈

f2

〉 ��7���,�$&��*�"��+,��R���&���;�9JL��6M$ 4 7����OU
0!U {D|86%U 'q�)2�"�"a$&�&�+��>
*�����2�"������&"�'B��JK"�2���7��&�&������"5JK���;��'B��,�� 'B�+���&�&"+�����&T?7��O1D�����+$&� F �)1e��7�� I "��+���&�

x1(t)
�
x2(t)

����J�$��&"�7�JK�
2��#@�FGFG"�,!$z��1D����'B����Tg�+���!H!7��&���!14� I ���YX!��7�� γ > 5
7;�O1+=

���&�%$&:nFl�O1]SO2���1�,
�n,r��.42�6 �;� �&7�"�'B"����)HL> �+.- #"+�+$&��"������h��7�"���_dp5��6M #�!HE��7�"�J;=
��"+"#�&7�"+'/�h��"+7�"�,
2�6u*�"+����T � { ~ $&� U � ��,���'Y�&S&7;�O1��&'P>���7��y�+�!2�:&���&Ty���O��1D�h'B"+35J�.
JK��.
'/�aH-���O$&��*�"+��,���'B�sS&���+$)�OS&�!2�:&��_P'B�y�&� I �!2�2;�!$&�&7;�O'B�y��'B"�"%$�'B"+�+$&�g@�FGFG"�,�$
��1D����'B���&Tn�����!H!7��&����1D� I ���h*;���+$���$g��"�7�"+,!2�6^*�"�����TtU

� ��� � 8:/�, 29*#8 $7D%�&* B 2@'=* $%"",)-0/ "%$"132�4%$(' B 2 B
$%"��LF)4 $7-7/ �92 "%"7E�� % F.H /9H I0/�- ' � / B

oMJK���&Tg��1^�N�O3g��_qH5H-��7���,�$&"+7����%$&��,a@�FGFG"�,!$)�z�����
H�7��&����1D� I �������O2;��"%$&�Z�e���O=
�&_dpz"�����"x�+$�"���"+���<.!���&7N�
JK�&*����N�����!�<�����+�;�)2K� � 7�"+1+.42�:4$)�O$&"x�����
H�7��&����1D� I ���tU
	z"�T��%$&���O$&"%2;:&����> .
3#"w�;�x,
�9*�"��+$��&"������&' .
7��&�&��"n'B�43e���E� I "�����$�:�> �;����7���'B"�7t>
@�FGFG"�,!$E1D�)H!�N�O$)�s*;���%$&��$�_ ��7��C�����
H�7��&����1D� I ���A��"�7����DJ���*�"��+,��!HY����$��&,-�O2�"+SN�)=
����Ta�&��"+p#����'A���O7�'B�&����*�"���,���'Y�+�����;�92��&'PU�	z�5�;���%$�.
�!2�"+�����n@�FGFG"�,!$)�f�+���!H!7��O=
����1D� I ���n�5�����+$&"+'B" ����SO2�6 JL�O6^$&�Z� JK��.NH!*;���%$&��$���_P"z,-�O2;"�SN�������t>���S&7;�O1��&' ,
�O$&�O=
7�_qHE���O2���"+$��Z� JK��.
'B"�7���_PT $&�&7tU * 7�"%3e��'B"������
H�7��&����1D� I ��� 7�"��)2���1+.&"+$��Z�C7�"%=
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3g��'0.��+$��&T�*�����_qHC��"�7����DJ���*�"��+,��!HA,-�O2�"+SN������TV>B,
�O$&�&7���'/. ��$&��"�*;��"%$ ��7�"�JK"�2�:O=
��_PT I ��,!2�UtW�7�"kJK"%2;:&��_PT I ��,!2x��'B"�"+$a'B"%$&7���*�"��+,�.s7;�O1�'B"�7����&�+$�:n7����&��.
6 "kJK�!=
��� I "�>&�P$&��7��uJK���&T�,-"�U � $&"+��"����5.
���&7N�-JK�&*�"+�����&�%$&�]� JL�O�����&'y��2;.
*;��"d'B�43g���M���O=
�+$)�O�&��$&:s�n������$&�&"%$&�%$&�&��"�.
'B"+��:�p#"+����"�7��O1D'B"+7����&�%$&� ��7�"kJK"%2;:&���&�+�y'B���435"��%$&�N�
�5Fl�O1D���&�&'?��7��&�+$�7;�����%$&�&"G�����+$&"+'B_�>;,-��$&�&7��&"��&S�.��%2��&�)2�"����5@+FGFl"+,�$&��'A�+���!H!7��O=
����1D� I ���VU=� $&�O$s35"e@+FlFG"+,�$s��'B"+"+$r'B"��%$&�s�?��7�� �����
H�7��&����1D� I ��� ,��N�)1D����"+7��!=
��JK��*�"+��,��
H �xHN����$���*�"��+,��!HC�O��$&�&,-�O2;"�SN������TtU � $&�DH-���%$&��*�"���,
�O�A�����!H!7��&����1D� I ���
$)��,�3#"PJK�)2;3e���l��7����&��JK��$�:z,].!��"%2���*�"�����6Q�+$�"���"+���e.
���&7N�
J��&*�"������&�+$�� 7�"+3g��'(�
,-�O2�"+SN������TVU 	l2;�n����J�$��&"�7N35JK"����!�h$)��,-�&�+�e�&_P�&��JL�]�&S&7��O$&��'B�Z�h,w@+��$&7��&�����y,
��,
�;����S&�O2�"+"g�&SO #"�TsH-�O7;��,�$�"�7����%$&��,-" �%$&"���"����?��2;.
*;��T����&�+$�� ��7�� I "+������U 	#"+T��+$��&�!=
$&"�2�:&����>M�%$&�DH-�O�+$&��*�"��+,!�)�\�����
H�7��&����1D� I ���c��'B"�"%$Y'B"+�+$&��>M,
��, S&_q2�� ����,!�)14�����
�&_dpz"�>�J�2;�y��2;.
*;��T���_qHy��7�� I "����+�&� ��"+7�"�,!2;6u*�"+����TtU �B��2��s����7����&"�J�2����&�e.-$��&"�7!=
35JK"�����"h�x���&�&_dpz"������R�%$&"+��"����R���&7N�
JK,
� ��7��Y�����!H!7��&����1D� I ���V>q$&�E@���$�7��&�����
��7�� I "��+�D� ��7��A��$��+.-$&�%$&�&��� @+FGFl"+,�$)� �%$&�DH-���%$&��*�"���,-�&T<�+���!H!7��&���!14� I ���AJK�O2;3]=
�;�zS�_d$&:#S&�)2�:�p#"u���z�&"�2���*�����"X@��!$&7��&�����a��7�� I "+�����#�z7�"%3e��'B"^�����
H�7��&����1D� I ���tU
�q��$�7��&�����n,
��, 'B"+7;�#�+$�"���"+���w��2;.
*;��T����&�+$��w��7�� I "��+�D� JK�O2�3e�;�l.!'B"+��:�p#�O$&:&�Z�n�
7�"%1�.42�:4$)�O$&"�@+FGFl"+,�$)� �+���!H!7��&����14� I ���tU�W��&,
�O3#"�'P>N*�$�� @%$&�GJ�"�T��%$&�&��$�"%2�:����#$)��,tU
�w"+7��&Tt>4�&������_P�N�O6^ #"+Tz��"+7�"�JK�9*!. ��2;.
*;��T����&���^�����+�;�)2K� *�"�7�"+1 S&���+$)�OS&�!2�:&�!.!6

�����+$&"+'/.&>/'B�435"%$y��2;.-3e��$�:y����"�,�$�7?.&�%2;�&�&��_qHE@��!$&7��&����T � "������&�;��U ��"�7;�O7NH!���
.&��2��&�&��_qHh@+��$&7��&����T � "��������;�fH-�O7;��,�$�"�7���1+.&"%$a,
��7�7�"%2�� I ���h�&��"�Hn�&_P�+pz�!Hw���O=
7N�
JK,-�&�f�n�f��7�"�JK"�2�"z��2;.-3e�!$g'B"+7��&Ta.
���&7N�
JK��*�"������&�+$��y��7�� I "�������U
�u���)2���1l�5$&"+7�'B���;�)Ha$�"��&7����h����Fl��7�'(� I ��� $�7�"�S�.�"+$ ���&"�JK"+�����a�+��'B�&�O2�:����&���

�)2�Fl������$)��>����&�O$&�&"%$&�+$���.
6^ z"����r�%$&�DH-���%$&��*�"���,-�&T JK���;��'B��,-"e�+���+$�"�'B_�U 	l2;�xS&�!=
�+$)�OS&�!2�:&��_qH?�%$&�DH-���%$&��*�"���,��!H �����+$&"+'["��+$�"��%$&�&"+����_P'[���O2;��"+$��Z�?S&������7���_PT �)2�=
Fl���&��$9>����&�%$&�4�� z��Tw�!1^JK��.NH �+��'B�&�O2;�&��>�������7���'B"+7t>�i � i%�riO{-iO>!,-��$&�&7�_P"���$&�&"+*;�)=
6^$l�;�9HN�43]J�"�����6<�+���+$�"�'B_���2�"��N�G�!2��]�+��7;���N����$lSN�O7�:&"�7���U&WX.&�%$&:

in = i1, . . . , in�aJK�&�&��*��;�O�r����JK���&�%2�"kJK�&�N�)$&"%2;:&���&�%$&:h�
2��r�%2��&����>t�����+$&�4�! #"�"f��1
n
S�.
,���U�o�S��O=

1D���9*���' ��$&���&����$�"%2�:���.
6 *;���+$���$�.A���&�O$&�&7�"+�����A@+$��&���?��2��&�N�x�sJK�������&TA���&��2�"%=
JK�&�&�O$&"�2�:&���&�%$&�74 $9U "�U���"�7��4��$����&�%$&: 6d*�"+7�"+1

p(in)
U �B�%2��a�����%2�"kJK�&�N�O$�"%2�:����&�+$�:g�+�O=

JK"+7-3g��$r��"+7�����JK��*�"���,!.!6`,-�&'B���&��"��!$�.&>/$��y�&7�"+'B"�����_P" ,
��7�7�"%2�� I ��� SO.4J;.
$y��$O=
7;�O35�O$&:&�Z�A�x�&_P���&,-�&TA�+$�7�.
,�$�.
7���7��&�N�������&�+$�� F�.
��, I ����7;���+��7�"kJK"%2�"+�����Y�%2��&�
J;2�����_

n
U��^�;�)2������&' 1%JK"+��:g�%2;.-3g��$e7�������7�"�JK"�2�"�����"z�&7�"+'B"��n��7�"+S&_P�N�����!�tU

	l2;�<,-�O2���*�"��+$��&"������&Tc� I "���,��Q�%$&"���"���� .!���&7N�
JK�&*�"��������+$&�Q@+$��!H �+$�7�.
,�$�.
7
���+���O2�:�1+.&"%$&�Z�]@��!$&7��&����� � "+�����&��� � { ~ 2&� >4��7���'B"+����"+'(�O� ,z7;���+��7�"kJK"%2�"+����6A�%2��&�
J;2�����_

n
4
n
= �%2;�&� 6 X

Hn = −
∑

(in)∈{0,1}n

p(in) log2 p(in).
4 0!U {[0A6
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Hn

�;�O1D_P�&��6^$��Z�
n
=mSO2��&,-�&�&_P'B�E@���$�7��&���!��'B�?�E����$&"+7���7�"%$&��7!.!6M$&�Z�Y,!�O, ��7�"�J;=

���!�G����FG�&7�'(� I ���t>D��"��&SDHN��JK��'(�O�XJ;2;����7�"�JK�+,!�)14�����!�z���4���O2�"������G�%2����N� (i1, . . . , in)J;2�����_
n
U

\(�%2;�&�&��_P"O>X�!2��cJK������'B��*�"+��,���" � {4| � >N{D|�{�� >u@��!$&7��&����� ���&��J���$��Z�cJ;2;�
n =

1, 2, . . .
,
��,

hn = Hn+1 −Hn = 〈−
∑

in+1

p(in+1|in) log2 p(in+1|in)〉(in),
4 0!U {%$86

� JK" 〈 〉 �&S&��1��;�4*;��"%$f.���7�"kJK��"+����"l���]��7�"�J�_P�+$&��7���� in
U � $&�f�&��7�"kJK"%2;"�����"XJK�&���O2�=

����"+$&�Z��	 ���9*��)2�:&��_P'r.&��2��&�&��"�' � X
h0 = H1

UA* FG�&7�'/.42�"�4 0!U { $86
p(in+1|in)

�&S&��1��;�)=
*;��"%$z��"�7��4��$����&�%$&:z����SO2�6 JK"+�����f����'B�&�O2K�

in+1

��7��5.&�%2;�&�&���g�;��SO2�6 J�"������f��7�"�J;=
p#"+�+$���.
6^ #"+T ���&��2�"�JK���N�O$&"�2�:&�����+$&�

n
����'B�&�)2��&�

in
U 	z���;�O'B��*�"��+,���"f@���$�7��&�����

hn

����$&"+7���7�"%$&��7�.
6M$&�Z� ,
��,R�+7�"�J������Y����FG�&7�'(� I ���t> ��"���S4H&��JK��'(�O�AJ�2;����7�"�J;=
��,
�O1D�������r�+��'B�&�O2��

in+1

4 �!2��s����Fl��7�'(� I ���V>V���)2;.
*�"������O�s���&��2�"5"��+� �;��SO2;6 JK"%=
�����?6X��7��x��1D�&"+�+$����&T?��7�"�JK_P�%$&�&7����

in
4 JK7�.
�+��'B� ��2��&�N��'B�V>

hn

HN��7;��,!$&"�7���1�.�"+$
��"+�&��7�"kJK"%2�"+�����&�%$&:G�u��7�"�JK�+,
�O14�������5�%2�"kJ�.
6^ z"������+��'B�&�O2��^�u���&�%2�"kJK�&�N�)$&"%2;:&���O=
�+$��

in
6%U-���&7�7�"�2;� I ���g'B"%3]J;.5����'B���O2K��'B�f�&S&_P*����l.
'B"���:�p5��6M$z@%$&� ,
�)2���*�"+�+$&���

����FG�&7�'(� I ���tU�W�7�"kJK"%2 hn

��7��
n→ ∞
h = lim

n→∞
hn,

4 0!U {9vA6

�;�O1�_P�N��"%$&�Z� @���$�7��&����"�T ���+$��&*�����,
�T� {4| ~ � U �q��$�7��&���!�<���+$��&*�����,
� �&��7�"�JK"�2;��"%$
'B������'(�)2�:&����" ,-�O2���*�"��%$&�&�X����FG�&7�'(� I ���t>9��"��&SDH&�DJ���'B�&"(J�2;�z��7�"�JK�+,
�O14�������#��2�"%=
J�.
6^ z"��+� ����'B�&�)2K�g�g���&�%2;"�JK�&�&�O$&"�2�:&���&�%$&�s��7��y�;�)2���*����h1��;�������w�&�+"�Ty��7�"�JK_q=
�+$��&7����VU
W�7���'B"+����'0����J;HN��J�>B�&�+���&�N�O����_PT �;�s�&_P*�����2�"������A����FG�&7�'(� I ���&����_qH 'B"+7t>

,�JL������_P'P>����O2;.
*�"+����_P'���1l@+,
�+��"�7���'B"���$)�g�G$�7����+��"�7��&' � 'B��$O$)�	4 ��'PU�7;�)1%JK"�2
0!U |86%U 	z�&�&��*���_P"#�%2;.
*;�OT���_P"]���&��2�"�JK���N�O$&"�2�:&�����+$&�V> ��"���"�7���7!.&"�'B_P"]$&7������+"�7��&'P>
14�O������_P�&�)2����+:n�5���&'B�� #:�6 ���;�92��&���)= I ��FG7����&�&���e��7�"���S&7;�O1��&�N�O$�"%2;�r� ,-�&'B��:�6M=
$&"+7tU�oMJK���&��7�"�'B"+����� 14��������_P�N�92�����:n���&��2�"�J��&�N�O$�"%2�:&���&�+$��E�;� �OH&��JK"�4 �+�����;�92 �
�������;�)2 � pz.
'
6%> $)��,�35"w��7�"�J��+$)���O2;"�����_P"O>d�E1D���&���+��'B�&�%$&�R��$x1D�;�O,!�!> �E�&�
JK"
��.42�"+T � "�JK����� I U * �y�&��"�H?@+,-����"+7���'B"��!$)�)H?J;2������h���&��2�"�JK���N�O$&"�2�:&�����+$&"+TA7����O=
���
2K����:

15000∆t
>!� JK"

∆t
�fp5������_PS&�&7�,��VU�oX��$&��'(�92�:&��_PTap5���u�&_PS&�&7�,��t>�.&�%$)�)=

���&�)2�"�����_PT?�aH&��JK"e�&_P*����%2�"+����� @���$�7��&����T���_qH HN��7;��,�$�"�7����+$&��,t>/������$&�&"%$&�%$&�&�O=
�N�)2

12
$��&*�,
��' �;�z��"�7�����JK"u,
�)2�"�SN�O����T �������;�)2��PX

∆t = T0/12 ≈ 8.33 · 10−4 �+"�, U
�w_ ��_PS&7;�)2��	KND @CI1U GEI?<1JLKNM%<?IPO.Q S I?In�+$��DH-���%$&��*�"+��,��
H ��"+7�"�,!2;6u*�"+����T $�7����%=
��"+7;���w1D�)H!�N�O$)���+7�"�JK��"�Ts*;���%$&��$�_ ��"�7�"+,!2�6u*�"�����TV>t,-��$&�&7�_PTs��'B"�"%$ 'B"��%$&� ��7��
��'B�!2;��$�.DJK" �����+�;�)2K�

A = 100
' *uU

� �)1�.
'B���5��7�"kJK���O2;�93g��$�:�>�*�$��5���&�%2;"�JK�&�&�O$&"�2�:&���&�%$&:�>���"���"�7���7!.&"�'(�)�n$�7����+��"%=
7��&' � 'B�!$�$)��>(S�.DJK"%$r'(��,-����'(�)2;:&���y.
���&7N�
J��&*�"����r�s7�"+3g��'B"��+$��DH-���%$&��*�"+��,-�&T
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�����!H!7��&����1D� I ���V> ���&@%$&�&'/.x'B�43g���w�43g�
JL�O$�:h��2�"�J�.
6M #"�" ���&�&"�J�"�����"g@���$�7��&�����
���%$&�&*�����,
�PXL��7��a�&*�"���:g��2K��S&�&' pz.
'B"O>K,-�&� JK�f��"+7�"�,
2�6u*�"+�����n$&7�������"+7;�e,�7���T���"
7�"kJK,��t>)���&��2�"�JK���N�O$&"�2�:&�����+$&:uS�.DJK"+$ H-��7���,�$&"+7���1��&�N�O$�:&�Z�5S&�O2;:�p#�&Tl�+$�"���"+��:&6A��1+=
S&_d$��&*����&�%$&�0�\@���$�7��&���!�[S�.DJK"+$R����1D,
� �X� 7��&�+$��&'`pz.
'(��@��!$&7��&�����cJK�O2;3g�;�
�;��7����+$)�O$�:�> 1D�O$&"+'[.
S&_P�&�O$&:�> JK�&�%$&�����O�?'B������'/.
'(�y�y7�"%3e��'B"e�+$��DH-���%$&��*�"+��,-�&T
�����!H!7��&����1D� I ���VU 	#�)2�"+"G@���$�7��&�����n�&���&�&:]�;��7;�O�+$)��"%$9>�$)�O,w,
��,apz.
'Y���O2����&�%$&:&6
,-�&��$�7��O2���7!.&"+$fJK���;��'B��,�.a�����%$&"+'B_�>L7;�)1D7�.-p5�)�h7�"%3e��'A�+���!H!7��&���!14� I ���tU
oX�����������;�O� ,
��7�$����;�c���)2����&�%$&:&6<����J�$��&"�7N35JL��"+$��Z�e��_P*����%2;"�������'B�t>-��7��&��"%=

JK"+����_P'B�e���l@+,-����"+7���'B"��!$)�)2�:&��_P' JL�O����_P' � {4|&|!> {4| �L� U8*q�+"P@���$�7��&����T���_P"u'B"+7�_
7;���+��*��!$&_P�N�)2;����:].&�+7�"�JK��"�����"+'Y��� ~f� 7�"��)2���1D� I ����' J;2�����_ 1500∆t

U���"%1�.42�:4$)�)=
$&_�4 7�����U10!U { � 6����&,
�O1D_P�N�O6^$�HN�&7���p#�G�&_P7;�)35"�����_PTg'B������'/.
' ��7��]��7�"�JK���)2K�����)=
"�'B��Ts����$&"+�������&���&�%$&�rpz.
'(��U � ��,���'R��S&7;�O1��&'P>��z.
�&"%2���*�"�����"�' ����$&"+�������&���&�%$&�
pz.
'(�x��7�"�J���,
�O1�.�"�'B�&�%$&: �&_qH&�DJ����&TY���&�%2�"kJK�&�N�)$&"%2;:&���&�%$&�Y.
�&"�2���*����&��"+$��Z�tUdjG�
�&_qH&�DJ�"E�&S�_P*���_qHY2;����"�T���_qH FG�!2�:4$&7����A@%$&��$C�N�O3g��_PTR7�"%1�.42�:4$)�O$Y��"s'B�435"+$
�;��S)2�6 JL�O$�:&�Z�h�]��7���� I ����"�U
\X��"%2���*�"�����"g��7�"kJK��,
�O1+.&"�'B���+$&� ��7�"�JK���)2K������"%$y���&��_dp#"�����"e�%$&"���"���� ����7-�-J;=

,
�y�y�&_qH&�DJ����&T ���&��2�"�JK���N�O$&"�2�:&�����+$&�VU * 7�"+3g��'B"��%$&�DH-�O�+$&��*�"��+,
��TY�����!H!7��&���!=
14� I ���r@���$�7��&�����E��$�7;�O3]�O6^$a7��&�%$n��"�7����DJ���*�"��+,-�&T *;�O�+$&�r�&_qH&��JK���&�+�w�+�����;�92K��>
$&��� JL� ��7��f����$&��'(�92�:&���&'x.
7��&�&��"Pp .!'(�G'B_Y'B�435"+'E�+�&�&�&7���$&:l�&S I?<?B[> S ILKNM[9&Q&<?R
< M U � >.U�M U � M K �?B � Dl�&�h��7�"�'B"+���tU(\X���&7N�-JK�&*�"+�����&"g���&�%$&�4������"e��1��;�4*;��"+$9>�*�$&�
'(��,-����'(�)2�:&����"u,-�O2���*�"��+$��&�#��"+7�"�,
2�6u*�"+����T ��'B"+"+$z'B"��+$��z14�l�&7�"+'/�t>N7;�������&"M���O=
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2��&������"a��"�7�����JL�x�+�������)2K��>/$9U "�U(�&_qH&�DJAH-�O7;��,�$�"�7���1+.&"%$&�Z�<S&�O2;"�"eJ;2���$�"%2�:���_P'B�
,-�&7�7�"�2;� I ����'B�w���f�OHN��JK�&'PU
ou$&'B"%$&��'P>&*!$&��'B������'/.!'r�;�^��7;��FG��,-"q1D���&���+��'B�&�%$&�5@��!$&7��&�����]���+$��&*�����,
����$

����$�"����+���&�����+$&�?p .
'(�n�;�OSO2�6 JL��"%$&�Z�x2���p#:�J;2;�hJ��&�+$)�O$��&*����wS&�O2�:Op#�!HE��'B�
2��!=
$�.DJ ��"�7�����JK��*�"+��,-�&���C�������;�)2���>d,-�&� JL� ��'B"+"+$C'B"��%$&� ���O2;"�����"s�+���!H!7��&����14� I ���
�+$��DH-���%$&��*�"+��,��
H?��"+7�"�,
2�6u*�"+����Tx$&7����+��"+7;��U(* �%2�.!*���"]�%2K��S��&��� �+�����;�92K��>t,-�&� JL�
��$�,!2���,A�+$&�DHN���+$���*�"��+,-�&TR�����%$&"+'B_`�;�s�����+�;�)2����O2;��"+$&�Z�C��7���,�$&��*�"��+,��A2�����"�T!=
��_P'P> @��!$&7��&�����c'B������$&�������Y����1D7;�O�+$)��"%$��s.
�&"%2���*�"�����"�' pz.
'(�C�Q�C��7�"kJK"%2�"
S&�O2;:�p#�&�+�fp .
'(�f�%$&7�"+'B��$&�Z�s,

1
U

� ��� �;E �9/ � E

��"%1�.42�:4$)�O$�_ ���+�%2�"kJK�&�N�O����Tt>L�&������������_P" �g�;�O�+$&�4�! #"�'<7;�)1D"�J�"%2�>K���&�-JK"+$�"%2�:O=
�+$���.
6^$�� $&��'P>4*�$&�^,!2K���+����*�"+��,���"d��7�"kJK�+$)���)2�"����!�#�M�����!H!7�������14� I ���5,-�O2�"+SN������T
'B�&�%.
$ES&_d$�:x��S&�&S� z"���_ �C��7���'B"���"���_ , �%$&�DH-���%$&��*�"���,���' ��7�� I "+������'PU � .- #"%=
�+$��&"�����_P' ���O2;��"+$��Z�g$�7�"�S&���N������"M�;�)2;��*����f.5�+$��DH-���%$&��*�"+��,��
Ha,-�O2�"�S&������Tg��"�,-�O=
$&��7��&����HN��7;��,�$�"�7����&���n�&7�"+'B"����tU 	 2��s�%2;.
*;�OT���_qHx��7�� I "��+���&� � S&���+$)��S&�
2�:&��_qH
�����+$&"+'(�)H]$)��,-�&�&_P'x���O2���"+$��Z�f��7�"kJK��"�" �&7�"�'/�]��7�"+S&_P�N�������]�!2��]��7�"�JK���!�]*;���%$&�O=
$)�s��"�7�"�,!2�6^*�"�����TtU(�G��, S&_q2��s���&,
�O14������> ��"+��'B��$�7N� �;�y�%2;.
*;�OT���_PT?H-��7���,�$&"+7
��7�� I "��+�D�E��"�7�"+,!2�6u*�"�����TV>q��7�"�JK��"+�+$)�O$����+$���*�"+��,!�O� *;���+$���$)� 'B�435"%$ES�_d$&: �+���!=
H!7��&���!1D�&�N�O�;��U W�7��<@+$��&' 7�"��)2���1+.
6^$&�Z�c@�FGFG"�,�$�_ ,
��,<�&��"%p#��"+Tt>P$)��,Q�<��1D�)=
��'B����T\F �)1D�&�&��T �����
H�7��&����1D� I ���tUV�qFlFG"+,�$<�+$��4HN���+$���*�"+��,-�&T �+���!H!7��&����14� I ���
��7��4���O2;��"%$&�Z� �a1D�)H!�N�O$�"g�+7�"�JK��"�T?*;�O�+$&�O$&_�>�7�"D�)2;��1�.�"+$&�Z�?�w,-�&��"+*����&TE�&SO2K�O�+$&�
1D���9*�"�����T<�;�O7;��'B"+$�7��&�?�CH-��7;�O,�$&"+7���1�.�"+$��Z�c�&�O1D7;���%$)������"+' �+$&"+��"����<.
����7-�-JK�O=
*�"+�����&�%$&�R��7�� I "��+�D� ,-�O2�"+SN������T�� �&S)2K���+$��Y�+���!H!7��&���!14� I ���tU � $��4HN���+$���*�"+��,
�O�
�����!H!7��&����1D� I ���A���O2���"+$��Z����7���� I �����;�)2�:&��� ��"�2�����"+T���_P' @�FGFG"�,!$&�&'P> �;��SO2;6M=
JL��"%$&�Z�n2���p#:f��7��w,-�&��"�*���_qHn1D�;�4*�"+�����!Hh��'B�
2���$�.DJs�����+�;�)2K�f�&��1%J�"�T��%$&�&���w�!2��
��7��GJK�&�+$)�)$&�&*����X���!2;:&���&T#�+����1��z��JK�&��.���,
��"+$G�������D�O����" �;�^�&�+���&�&" �&S&��S� #"+����_qH
��7�"kJK�+$)�O�O2�"�����Ty$&"+�&7����wF �)1D�&�&��Tn�+���!H!7��&����14� I ���tU
�qFGFG"�,�$z�+$&�DHN���+$���*�"��+,-�&Tw�+���!H!7��&����14� I ������"M���O2;��"+$��Z�e��"+,-��$&�&7��&T�'(�O$�"�'(�)=

$&��*�"��+,
��Tw@+,�1D��$���,-�&TtU 	z�&,
�O1D�O$&"�2�:&�+$��&�&'A'B�&�+.-$]�%2�.
3g��$�:f��"u$&�O2;:&,-�f7�"+1�.42�:4$)�)=
$&_<FG��1���*�"��+,-�&���]@�,-�+��"�7���'B"���$)��>���7�"�JK�%$)���O2�"+����_P"G�#�;���%$&�4�� z"�' 7;�O1�JK"%2;"�U �qFX=
FG"�,�$w�+$��DH-���%$&��*�"+��,-�&T �����!H!7��&����1D� I ���x���O2���"+$��Z� ��JK����'c��1f�&��7�"�JK"�2;��6M #�!HE�
���&����'(�������Q��7�� I "����+�&�A.����!2;"������c�c�&�!$&��'B��1D� I ���c��$&���Op#"������ �+�����;�92��)pz.
'P>
7�"��)2���1+.!6M #�!H&�Z�x�e7�"%3e��'B" �+$��4HN���+$���*�"+��,-�&���n7�"%1D�&�;�O���D��ULW��&,
�O14�O����>�*�$&�e'(��,!=
����'(�)2�:&����"x.����!2�"+����"?�+�������)2K� �C.��%2��&�����!HQ�+$��DH-���%$&��*�"+��,-�&�+� 7�"+1D���;�������A��7��
,-�&��"+*���_qHw��'B�!2;��$�.DJL�)H �&��1%J�"�T��%$&��.
6^ z"��+�������+�;�)2K�5��'B"+"+$g'B"��%$&��>;"+�%2��a7�"��)2��!=
1�.�"+$��Z�s@�FGFG"�,�$f�%$&�DH-���%$&��*�"���,-�&Tr�+���!H!7��&���!14� I ���tU



� �!�,��� 
��������

*`,������+"s���&��2�"�JK���N�O$&"�2�:&���C��1%2��435"���_ 7�"+1+.42�:4$)�O$&_ ���+�%2�"kJK�&�N�O����T �DJ����&���
��1 �N�)3e��"+T�p#�
Hc���O2�"�����T[��7���7���JK_ � @+FlFG"+,�$)� �+���!H!7��&����14� I ��� ,-�O2;"�SN������TtU
j�"��+'B��$&7N�A�;�yJ��&�+$)�O$��&*����E�&S� z��T HN��7;��,!$&"�7Y@+$&�����r���O2�"+�����V>B,
�O$&�&7���"w��7��9���O=
2;��"+$#�+"�S4�g�lpz��7��&,-�&' ,!2������+"^14�4JL�4*e�����&7�"�'B"+�����&�+�z"+�+$&"+�+$��&��1D���������V>�@�FGFG"�,�$�_
�����!H!7��&����1D� I ���n$&7;�4JK� I ���������e�a�;�O��S&�O2�"+"����O2����f�X$��&*�,��a1D7�"������w�����)2���$���*�"%=
��,-�&Tg$&"���7���� �g$�"��&7���� S&��F�.
7�,
� I ��Te�&,!2�6^*;��6^$z�z7;�)1%JK"�2 $&�&"+7���� ��"�2�����"+T���_qH
,-�O2�"+SN������TVU *[�����!1D�E�f@%$&��'\�����+$��9�! 5�O�E,��������h'B�435"+$w7;���+��'(�O$�7����N�O$�:&�Z�?,
��,
.
*�"�S����&"5���&�+�&S&��" J�2;�s�+$O.DJK"���$��&�a.!�����&"�7�����$�"+$&���h�����+��" I �;�)2�:&���&�+$4��'P>���7�"�J�.N=
��'(�)$&7����&��6^ z��'R��1�.
*�"+����"G$&"+�&7����w,
�)2�"�SN�O����TtU
oX�������&�;�O� I "%2�:�>!,-��$&�&7!.!6[�%$)��7;�)2�����:#JK�&�+$���*�:f����$��&7�_�>��+�&�+$��4�!2K�5� JK"%$)�)2�:O=

���&'Y��1+2��435"+�����y,
2K�����+��*�"+��,-�&Ty$&"+�&7����h�����!H!7�������14� I ���s��"+7�����JK��*�"+��,��
Hr����$��O=
,-�O2�"+SN������T �?��7���'B"+��"�����"�@+$��&T $�"��&7���� , 7;���+��'B��$�7�"�����6`@�FGFG"�,�$��&�y�+���!H!7��O=
����1D� I ���gS&�O2�"+" �%2��43g��_qH],-�O2�"+SN�O$&"�2�:&��_qHg7�"%3e��'B�&��UL\u*���$&_P�&�O�g$���$ F �O,�$9>N*�$&�
�&�+���&�&��_P"l7�"%1�.42�:4$)�O$&_0���]$&"+�&7����y�+���!H!7��&����14� I ���y��"+7�����JK��*�"+��,��
Hs,-�O2�"+SN������T
S&_q2��w���O2;.
*�"+��_[�g��"�7��&��Th���O2;�&�&����" ~f� =m���]�+$��O2�"%$&���s�w�&7����+���;�)2;:&��_P"z�%$)�O$&:��
$&����� �&7�"+'B"����h��"�T�*;���z$�7�.DJK����JK�&�%$�.
����_�> �������+$��9�! #"+Tx,�������" ����JK7��&S�����7�"%p5�)=
"+$��Z�Y1D�9JL�4*;�r�E�&��"+p#��"�T��+���!H!7��&���!14� I ������"�7�"�JK"�2�:&���&�+� I ��,
2K�x�x��"+��"�7��O$&�&7�"
*d���yJK"+7?W��O2;�r���n7�"%1�.42�:4$)�O$)��'[,!2K�O������*�"��+,��!HE7;��S&�O$9U � ���+��'(�O$�7����N��"%$&�Z� �+���!=
H!7��&���!14� I �!� �;�a�&�+���&�&"5.
,-�&7��&*�"+����_qHx.
7;���&��"�����TV>�.
7;�O�&��"������ Fl�O1��&�&�&�+�a��7��!=
SO2��!35"����!�e�#JL��"%$&�Z���+�&���&�%$)���O2�"+����"X�M*�����2�"�����_P' ���;�)2;��1D�&' �����!H!7�������14� I �����
���+���O2�:�1��&�N������"�'����O2���_qHa.
7;������"�����Th��"+��"�7��O$&�&7��e�G�&��"+pz����'���"�7�����JK��*�"��+,���'
�&��1�JK"�T��+$&����"�'PU�W�7����&��JK�!$&�Z�s$&"+�&7���� � $�7;�O$��&���&�&��*;�n� �)2����������s�&��"%p#��"+���w�9J;=
JK��$����&�������ypz.
'(�h���w@�FGFG"�,!$y�����!H!7��&����1D� I ��� ��7�"�JK"�2�:&���&�+� I ��,
2K�h�h�+"���"+7;�)=
$&��7�" *q���eJK"�7hWG�)2;�tU
jG����,-�O2;:&,-� ��1��&"��%$&���z����$��&7;��'P>N�+���+$�"�'(�O$���*�"��+,-�&"X��1%2��435"�����"^,!2������+��*�"��+,-�&T

$&"+�&7����C�����!H!7��&����1D� I ���A� ��7����)2�"�*�"+����"+' �&��1�'B�43e�����+$&"+T ���&�&7�"�'B"������&���x,-�&' =
��:&6M$&"+7����&�+� 'B��JK"�2���7��&�&��������4 � 2K���&_ { � ~ ,������+� 6 ��7��&���DJ���$&�Z�f�&��"+7��&_P"P�5��7�"�J;=
�+$)�O�O2;��"%$��+�&S&�&T<.
*�"�S&���O= 'B"%$&��JK��*�"+��,�.
6 I "��������+$&:�U � JK7�.
����Tc�+$��&7��&��_�>M��"���:
���&��2�"�J;.!6M #��Tw'(�O$&"+7��;�)2h,��������a�&�5'B���&�+�&' SN�O1���7�.&"%$&�Z�w�;�#7�"%1�.42�:4$)�O$)�)Hn,!2����%=
����*�"��+,
��T]$�"��&7����5�#�!2�2;6u�+$�7���7�.�"+$ ��7�"kJK"%2�_ �&�O1D'B�43e���&�+$�"�T5"�" ��7���'B"+����'B�&�%$&�tU
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* ,!�4*�"+�+$��&"X��"+7��&�&�+� ��7���'B"�7;�l� � 2����&"^|l��7�"�JK�%$)���O2�"+��_Q7�"+1�.42�:4$)�O$�_<���z�O�;�)=
2���1+.a�����
H�7��&����1D� I ���w,��N�O1�����"�7�����JK��*�"+��,��!Hw,-�O2�"+SN������Tw�uJK��.
'/�a��"%14����������'B_q=
'B�n*;���+$���$)��'B�tULW��&,
�O14�O����>;*�$��g"+�%2��w���&�&��7���$&:f�&S]��JK���&Tn��1XJK��.NHnSN�)1D�&�&_qH *;�)=
�+$���$?,��N�O1D����"�7����DJ���*�"��+,��!HY,-�O2�"�S&������Tt>/$�� ,!2������+��*�"��+,
�O�Y$�"��&7��!�A���O2����&�%$&:&6
�&������_P�N��"%$r@�FGFG"�,�$r�+���!H!7��&����14� I ���A�h�&�
JK"e1D�)H!�N�O$)�s*;���%$&��$�_�U(j��y��7���'B"+���!=
$&"�2�:&���n,r7�"+1��&�;���������&'/.r��7�"�JK"�2�:&����'/. I ��,!2�.s�;�gJK��.
'B"�7����&'Q$��&7�"5���+���O2�:O1D�O=
�N������"a,!2K���+����*�"+��,-�&TC$&"���7����CHN��7;��,!$&"�7���1�.�"+$&�Z�<��"�,-��$&��7�_P'B�Y�&�+�&S&"+�����&�%$4��'B�t>
14�O,!2�6u*���6^ z��'B���Z�y�]��2�"�J�.
6M #"�' X

{&U *E�&S� #"+'s�%2;.
*;�O"d7�"+1��&�;��������_PT I ��,
2f�;� JK��.
'B"+7����&'s$&��7�"d��"+�&��1D'B�43g���u�+���!=
H!7�������1D��7��&�N�O$�: �&��"+p#����' ����7�'B�&����*�"+��,���' �����+�;�)2��&'PU(W���JY�&��1�JK"�T��%$&�&��"�'
����"+pz��"��+� �����+�;�)2K���g�&S� #"+'R�%2;.
*;�O"#7�"+1��&�;�����#�;�]JK�O.!'B"+7����&'�$��&7�"#7��O1D7�.N=
p#��"+$��Z�t>
,-�O2�"�S&�������g�+$)�����&����$��Z��,��&�O1D����"�7�����JK��*�"��+,���'B�a�P$&7�"+'/����"%14���&�����!=
'B_P'B�Y*;���+$���$)��'B� 4 ��'PU �&SO2K���%$&�

B
�;�E7�����U |�U ��> |�U $�> |�U {�{h��|!U {4|A6%U 	#�)2�"�"

��'B"�"+$#'B"��+$��514�)H!�N�O$z��JK���&T ��1uSN�O1��&�&_qHg*;���%$&��$f���O$&�&����'B���&T��+���+$�"�'B_ 4 |�U ~ 6
�a14�)$&"�'Z� �O$&�&7���TtU~ U 	l2;��7�"+1��&�;�����+�&�

Θ = p : q
4
p = 1

>
q ≥ 3

6 ��7��n'(�92�_qH 1D���9*�"������
Ha,-�&@�FGFG�!=
I ��"���$)� �����!1D�f'B"+35J�.5��"+��"�7��O$&�&7���'B���&��"%p#��"+"^����1%JK"+T��+$��&��"^�����!H!7�������1D��7�.N=
"%$n,!�O,x��7;���&�!2;�n��JK�!.y*;���%$&��$O.r��1]SN�O1��&�&_qHy*;���+$���$n�����%$&"+'B_ 4 |�U ~ 6�>

f1

�!2��

f2

U�o^J��;��,-��>)��.-$&"�'s.
�&"�2���*�"+�����5�%$&"���"����]���O��1D�z'B�93g���PJK�&S&��$�:&�Z�5@+FlFG"+,�$&�&�
1D�)H!�N�O$)�]�&�;�4*;�)2;"l��JK���&Tt>��514�O$�"�'Y�n��$��&7��&TnSN�O1��&�&�&Ta*;���%$&��$�_ 4 7�����UK|�U {4|86�U

|�U *A�&S� #"+' �%2;.
*;��" J;2;� �+���!H!7��&���!14� I ���n7�"+1D���;�����+���&��� I ��,!2K�z�;�lJ���.
'B"�7�����'
$��&7�"w�&��"+� JL�rJK�&�%$)�O$&��*���� ���+���O2�:�1��&�N�O$�:?� ,
�4*�"+�+$&��"s�&��"+pz��"��+�?�����!H!7��&���!=
1���7�.
6^ z"��+�x����1%JK"+T��+$��&��� ,��N�O1D����"�7����DJ���*�"��+,���T JK��.NH!*;���%$&��$���_PTC�����+�;�)2 �
S)2���1D,���'A1��;�4*�"�����"�'�*����%2K�]�&7;�O z"����!�tU *<@+$&��'Y�%2�.!*���"GS�.DJK"+$g��'B"+$�:g'B"+�+$��
@+FGFl"+,�$f14�)H!�N�O$)�]*�����2K�]�&7;�O z"������VU

� 2�"kJ�.
6^ #��' ��7���'B"+7��&' .&��2��43e��"+�����<�+���!H!7��&���!1�.&"+'B_qHQ,
�)2�"�SN�O����TR���O2��!=
"+$��Z� 14�9JK�9*��h�y�����!H!7��&����1D� I ���?HN���&�D�!> �&�����D�������O�?�y� 2����&" ��U W�7��&S)2�"�'(�h�+���!=
H!7��&���!14� I ��� HN���&�D�s�s�����%2�"kJK����"a����JK_ �&�+�&S&"������s���!2;:&���r��7����)2�"�,
�)2K�s�&����'(�)=
����"a���+�%2�"kJK�&�N�)$&"%2;"�TtU
'q_q2�� �&S��;��7�.-35"+��_ � ���+�%2�"kJK�&�N�O��_ �&�+���&�&��_P" @�FGFG"�,!=
$&_ �+���!H!7��&���!14� I ���YH-���&���PX ���O2��;�)�������!H!7��&����1D� I ���V>q*;�O�+$&�O$&���O=mFl�O1D�&�&�O�Y�+���!=
H!7��&���!14� I �!�y�h���DJK���O2�"+����"lHN����$���*�"��+,��!Hs����$&��,
�)2�"�SN�O����TtU+* I "%2��&'RS��O2�"�"l�!2��
'B"���"�" �+$)�92��?���+��_ S&��F�.
7�,
� I ���&����_P" 'B"%HN������1�'B_ @+$��!H @+FGFl"+,�$&����U ���O1D7;�OS&�O=
$)����_ 'B"+$��DJ�_ *�����2�"������&���w���;�92���14���+���!H!7��&����14� I ���xHN���&�D�!>t��7�"kJ;2��435"���_ �&�+"%=
�&��1�'B�43e��_P"5,-�O2;��*�"��%$&�&"+����_P"]H-��7;�O,�$&"+7����+$���,�� �%$&"���"����E�����!H!7�������14� I ���tU�oMJ;=
�;��,-�x.A�����%2;"�JK�&�&�O$&"�2�"�TAJK�E���!HA����7Y��"%$?"�J������&�+� ����J;H&�DJK� ,Y�;�OSO2�6 JL��"+'B_P'
���)2�"����!��'PU �X1+= 14� 'B���435"��%$&�N�a7;�O1%2���*���_qHx,�7���$�"�7���"+�y�r�&��7�"kJK"%2;"�����Tx$&"+7-��"+$)=
�Z� ��������'(������"�$&�&�+�sF �O,�$)��> *!$&�s�&�+"��;��SO2;6 JL��"�'B_P" @+FGFl"+,�$&_ ��7�"kJK�+$)���)2;��6M$
����S&�&TY7��O1+2���*���_P"y�%$&�&7�����_ �DJ����&���E�Y$&����� 35"a���)2�"����!�Y�+���!H!7��&���!14� I ���YH-�)=
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�&���y�?$&"��+���r��14�O��'B�&���O��14�O��_ 'B"+35J�.x���&S&��TtU * � 2K�O�&" �y'B_ ���&,
�O1�_P�N��"+'P>/*�$&�
�;����S&�O2�"+"X,-�&���+$�7�.
,�$&���&���e�-JK"��a,!2K�O������*�"��+,
��Ta$�"��&7����a�����!H!7�������14� I ���n'B�93g���
���+���O2�:�1��&�N�O$�:#��7���'B"�����$�"%2�:����],e7�"%3e��'(�O' $)��,��;�)1D_P�N��"+'B�&��� i+Fl�O1D�&,-�&�+"�7�"+��$O=
���&�+��i�HN���&�D� 4 �!2��r,x�O$�$�7;��,�$��&7;��' �+����7;�92�:&���&�+� $&���;�A6%U�W�7�"�J�"%2�_ ��7���'B"+����'B�O=
�+$��z�G$&7;�O,�$&�&��,��#@�FGFG"�,!$)�^�����!H!7��&����1D� I ��� 1%JK"+��:M�&��7;�O����*�"+��_ ,-�&7�7�"+,�$&�����+$&:�6
�&�&"kJK"������n�&��7�"kJK"%2�"+�����w'B�������&"������&TaF �)1D_c�V>����&�O$&�&"%$&�+$��&"�������>K*;���+$���$&_c,
�)2�"%=
SN������TtU �(��2���Fl�O1D� �&�&"kJK"��;�x�&S&�&�+���&�N�O������>B$&� *;���+$���$)�?����"�,�$�7;�)2�:&���&T�2��������
����$��&,-�O2�"+SN������Tg� �+��"�,!$&7�"^������7��)2�:&�������#�)$�$&7���,�$&��7;� �+�&��$&��"+$&�%$&��.�"+$5.���7�"kJK��"��
=
���&'/.f1D���9*�"�����6c��7��&��1��&��JK���&Te��$5'B�����&�&"������&T�Fl�O1�_�>!�+�&�&�;�9JK��"+$5�^SN�O1��&�&�&Tg*;�)=
�+$���$&��Te����"�,�$�7;�GHN����$&��*�"��+,
�����#�)$�$&7���,�$&��7;� �zJK"+'B�&���+$�7���7�.�"+$5@+FGFl"+,�$l14�)H!�N�O$)�
*;���%$&��$�_\�&��"%p#����'A�����+�;�)2���'��]���&��$��&"+$��+$��&���y�G�&_P�&��JL�O'B�n,
2K�����+��*�"+��,-�&Th$�"��O=
7����VU �(��2�� ���&"��%$&�x,
��7�7�"�,!$&���&"f�&��7�"�JK"�2�"�����"e'B�����&�&"������&TxF �)1D_\H-����$���*�"+��,��!H
����$��&,-�O2�"+SN������Tw��"�����1D'B�43g����>�$&�g�����!1D:f@�FGFG"�,�$)�f�����
H�7��&����1D� I ���y�G,!2������+��*�"%=
��,���'B�E��7�"�JK�%$)���O2�"+������'B�E.-$&7;�4*����N��"+$��Z�?�r��7��
HN��JK��$��Z� ���+���O2�:O1D�&�N�)$&:�JK7�.
����"
��7�"kJK�+$)�O�O2�"������tU
jG��,-�&��" I >N�G� 2K���&" 0X7;�����+'(�O$&7����N��6M$&�Z����7���'B"�7�_������
H�7��&����1D� I �����%$&�DH-�O�+$&�
=

*�"+��,��!HQ,-�O2�"+SN������TtU *q_d���)2�"���� JK�N� ,!2K�O���D�C�+$��4HN���+$���*�"+��,��!H ,-�O2�"�S&�O$&"�2�:&��_qH
��7�� I "��+���&��>tJ;2;�x,-��$��&7�_qHE"��%$&:h����1D'B�43g���&�+$�:h�&_ J�"%2�"+�����EFl�!1D��*�"+��,�� �&S&�&�+���O=
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